Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 
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Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 
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ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 
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ADDITION  AUX  COMPTES  RENDUS  DE  I8S2-I863. 


Daos  la  séance  du  mercredi  i9  septembre  i885,  le  Conseil  a,  sur 
la  proposition  de  la  troisième  section,  adopté  la  question  suivante 
pour  le  prochain  concours  : 

Expliquer  la  dualité  des  deux  types,  l'un  brun  et  l'autre  blond, 
qui  se  constatent  dans  tous  les  grands  rameaux  de  la  race  aryenne^ 
en  opposition  avec  l'unité  linguistique. 

Le  i"  octobre  1884  est  la  date  de  rigueur  pour  l'envoi  au  Secré- 
tariat des  mémoires  destinés  à  ce  concours. 
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STATUTS 

Article  l^\  —  II  est  constitué  à  Bruxelles  une  association  qui 
prend  le  nom  de  Société  scientifique  de  Bruxelles,  avec  la  devise: 
«  Nulla  unquam  inter  fidem  et  rationem  vera  dissensio  esse 
potest  (*)•  » 

Art.  2.  —  Cette  association  se  propose  de  favoriser,  confor- 
mément à  Tesprit  de  sa  devise,  lavancement  et  la  diffusion  des 
sciences. 

Art.  3.  —  Elle  publiera  annuellement  le  compte  rendu  de 
ses  réunions,  les  travaux  présentés  par  ses  membres,  et  des  rap- 
ports sommaires  sur  les  progrès  accomplis  dans  chaque  branche. 

Elle  lâchera  de  rendre  possible  la  publication  d'une  revue  des- 
tinée à  la  vulgarisation  (*). 

Art.  4.  —  Elle  se  compose  d'un  nombre  illimité  de  membres, 
et  fait  appel  à  tous  ceux  qui  reconnaissent  l'importance  d'une 
culture  scientifique  sérieuse  pour  le  bien  de  la  société. 


(»)  Const.  de  Fid  cath.  C.  IV. 

{*)  Depuis  le  mois  de  janvier  1877,  cette  revue  parait,  par  livraisons  trimestrielles,  sous 
le  titre  de  Revue  des  questions  scientifiques.  Elle  forme  chaque  année  deux  volumes  in-8<^ 
de  70()  pages.  Prix  de  l'abonnement  :  20  francs  par  an  pour  tous  les  pays  de  l'Union  pos- 
tale. Les  membres  de  la  Société  scientifique  ont  droit  à  une  réduction  de  2o  pour  cent. 

VII.  a 


Abt.  5.  —  Elle  est  dirigée  par  un  Conseil  de  vingt  membreSy 
élus  annuellenienl  dans  son  sein.  Le  Président,  les  Vice-Prési- 
dents, le  Secrétaire  et  le  Trésorier  font  partie  de  ce  Conseil. 
Parmi  les  membres  du  Bureau,  le  Secrétaire  et  le  Trésorier  sont 
seuls  rééligibles. 

Abt.  6.  —  Pour  être  admis  dans  Tassoeiation,  il  faut  être 
présenté  par  deux  membres.  La  demande,  signée  par  ceux-ci,  est 
adressée  au  Président,  qui  la  soumet  au  G)nseil.  L'admission 
n'est  prononcée  qu  a  la  majorité  des  deux  tiers  des  voix. 

L^exclusion  d'un  membre  ne  pourra  être  prononcée  que  pour 
des  motifs  graves  et  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres  du 
Conseil. 

Art.  7.  —  Les  membres  qui  souscrivent,  a  une  époque  quel- 
conque, une  ou  plusieurs  parts  du  capital  social,  sont  membres 
fondateurs.  Ces  parts  sont  de  500  francs.  Les  membres  ordinaires 
versent  une  cotisation  annuelle  de  i  5  francs,  qui  peut  toujours  être 
rachetée  par  une  somme  de  150  francs,  versée  une  fois  pour  toutes. 

Le  Conseil  peut  nommer  des  membres  honoraires  parmi  les 
savants  étrangers  à  la  Belgique. 

Les  noms  des  membres  fondateurs  figurent  en  tète  des  listes 
par  ordre  d'inscription,  et  ces  membres  reçoivent  autant  d'exem- 
plaires des  publications  annuelles  qu'ils  ont  souscrit  de  parts  du 
capital  social.  Les  membres  ordinaires  et  les  membres  honoraires 
reçoivent  un  exemplaire  de  ces  publications. 

Tous  les  membres  ont  le  même  droit  de  vote  dans  les  Assem- 
blées générales. 

Art.  8.  —  Chaque  année,  il  y  a  trois  sessions.  La  principale 
se  tiendra  dans  la  quinzaine  qui  suit  la  fête  de  Pâques,  et  pourra 
durer  quatre  jours.  Le  public  y  sera  admis  sur  la  présentation 
de  cartes.  On  lit  les  rapports  annuels,  et  Ton  y  nomme  le 
Bureau  et  le  Conseil  pour  Tannée  suivante. 

Les  deux  autres  sessions  se  tiendront  en  octobre  et  en  janvier. 

Elles  pourront  durer  deux  jours,  et  auront  pour  objet  princi- 
pal de  préparer  la  session  de  Pâques. 


Art.  9.  —  Lorsqu'une  résohuion,  prise  dans  l'Assemblée 
générale ,  n'aura  pas  éié  délibérée  en  présence  du  tiers  des 
membres  de  la  Société,  le  Conseil  aura  la  faculté  d'ajourner  la 
décision  jusqu'à  la  prochaine  session  de  Pâques.  La  décision  sera 
alors  définitive,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 

Art.  10.  —  La  Société  ne  permettra  jamais  qu'il  se  produise 
dans  son  sein  aucune  attaque,  même  courtoise,  à  la  religion 
catholique,  ou  à  la  philosophie  spiritualiste  et  religieuse. 

Art.  H.  —  Dans  les  sessions,  la  Société  se  répartit  en  cinq 
sections  :  I.  Sciences  mathématiques ,  II.  Sciences  physiques , 
III.  Sciences  naturelles,  IV.  Sciences  médicales^  V.  Sciences  éco- 
nomiques. 

Tout  membre  de  l'association  choisit  chaque  année  la  section 
à  laquelle  il  désire  appartenir.  Il  a  le  droit  de  prendre  part  aux 
travaux  des  autres  sections  avec  voix  consultative. 

Art.  12.  —  La  session  comprend  des  séances  générales  et  les 
séances  de  section. 

Art.  13.  —  Le  Conseil  représente  l'association.  Il  a  tout  pou- 
voir pour  gérer  et  administrer  les  affaires  sociales.  Il  place  en 
rente  sur  l'État  ou  en  valeurs  garanties  par  l'État  les  fonds  qui 
constituent  le  capital  social. 

Il  fait  tous  les  règlements  d'ordre  intérieur  que  peut  nécessiter 
l'exécution  des  statuts,  sauf  le  droit  de  contrôle  de  l'Assemblée 
générale. 

Il  délibère,  sauf  les  cas  prévus  à  l'ariicle  6,  à  la  majorité  des 
membres  présents.  Néanmoins,  aucune  résolution  ne  sera  valable 
qu'autant  qu'elle  aura  été  délibérée  en  présence  du  tiers  au  moins 
des  membres  du  Conseil  dûment  convoqué. 

Art.  14.  —  Tous  les  actes,  reçus  et  décharges  sont  signés 
par  le  Trésorier  et  un  membre  du  Conseil,  délégué  à  cet  effet. 

Art.  15.  —  Le  Conseil  dresse  annuellement  le  budget  des 
dépenses  de  l'association  et  présente  dans  la  session  de  Pâques  le 
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compte  détaillé  des  recettes  et  dépenses  de  Texercioe  écoulé. 
L'approbation  de  ces  comptes,  après  examen  de  TAssemblée,  lui 
donne  décharge. 

Art.  16.  —  Les  statuts  ne  pourront  être  modifiés  que  sur  la 
proposition  du  Conseil,  à  la  majorité  des  deux  tiers  des  membres 
votants,  et  dans  TAssemblée  générale  de  la  session  de  Pâques. 

Les  modifications  ne  pourront  être  soumises  au  vole  qu'après 
avoir  été  proposées  dans  une  des  sessions  précédentes.  Elles 
devront  figurer  à  Tordre  du  jour  dans  les  convocations  adressées 
à  tous  les  membres  de  la  Société. 

Art.  17.  —  La  devise  et  l'article  10  ne  pourront  jamais  être 
modifiés. 

En  cas  de  dissolution,  l'Assemblée  générale,  convoquée  extra- 
ordinairement,  statuera  sur  la  destination  des  biens  appartenant 
à  l'association.  Cette  destination  devra  être  conforme  au  but 
indiqué  dans  l'article  2. 


REGLEMENT 


ARRÊTÉ  PAR  LE  CONSEIL  POUR  L'ENCOURAGEMENT  DES  RECHERCHES  SCIENTIFIQUES. 


1.  —  Le  Conseil  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles  a 
résolu  d'instituer  des  concours  et  d'accorder  des  subsides  pour 
encourager  les  recherches  scientifiques. 

2.  —  A  cet  objet  seront  consacrés  : 

1"*  Le  revenu  du  bénéfice  acquis  à  la  Société  jusqu'à  la  ses- 
sion de  Pâques  1879; 

2**  La  moitié  du  bénéfice  acquis  pendant  l'exercice  qui  précède 
Texercice  courant. 

3.  —  Chaque  année,  Tune  des  sections  désignera  une  question 
à  mettre  au  concours.  L'ordre  dans  lequel  les  sections  feront  cette 
désignation  sera  déterminé  par  le  sort.  Toute  question,  pour  être 
posée,  devra  être  approuvée  par  le  Conseil,  qui  donnera  aux 
questions  la  publicité  convenable. 

4.  —  Les  questions  auxquelles  il  n'aura  pas  été  répondu 
d'une  manière  satisfaisante  resteront  au  concours.  Le  Conseil 
pourra  cependant  inviter  les  sections  compétentes  à  les  rempla- 
cer par  d'autres. 

5.  —  Aucun  prix  ne  pourra  être  inférieur  à  500  francs.  Une 
médaille  sera  en  outre  remise  à  l'auteur  du  mémoire  couronné. 

6.  —  Ces  concours  ne  seront  ouverts  qu'aux  membres  de  la 
Société. 
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7.  —  Ne  sont  admis  que  les  ouvrages  et  les  planches  manu- 
scrits. 

8.  Le  choix  de  la  langue  dans  laquelle  seront  rédigés  les 
mémoires  est  libre.  Ils  seront,  s'il  y  a  lieu,  traduits  aux  frais  de 
la  Société;  la  publication  n'aura  lieu  qu'en  français. 

9.  —  Les  auteurs  ne  mettront  pas  leur  nom  à  ces  mémoires, 
mais  seulement  une  devise  qu'ils  répéteront  dans  un  billet 
eacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 

10.  —  Les  jurys  des  concours  seront  composés  de  trois  mem- 
bres présentés  par  la  section  compétente  et  nommés  par  le  Con- 
seil. 

1 1.  —  Les  prix  seront  décernés  par  le  Conseil  sur  le  rapport 
des  jurys. 

12.  —  Toute  décision  du  Conseil  ou  des  sections  relative  aux 
prix  sera  prise  au  scrutin  secret  et  à  la  majorité  absolue  des  suf- 
flrages. 

13.  —  La  Société  n'a  l'obligation  de  piiblieraucun  travail  cou- 
ronné; les  manuscrits  de  tous  les  travaux  présentés  au  concours 
restent  la  propriété  de  la  Société.  En  cas  de  publication,  cent 
exemplaires  seront  remis  gratuitement  aux  auteurs. 

14.  —  Les  résultats  des  concours  seront  proclamés  et  les 
médailles  remises  dans  Tune  des  assemblées  générales  de  la  ses- 
sion de  Pâques.  Les  rapports  des  jurys  devront  être  remis  au 
Conseil  six  semaines  avant  cette  session.  Le  1*'  octobre  de  l'an- 
née précédente  est  la  date  de  rigueur  pour  l'envoi  des  mémoires 
au  secrétariat. 

15.  —  Pour  être  admis  è  demander  un  subside,  il  faut  être 
membre  de  la  Société  depuis  un  an  au  moins. 
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16.  —  Le  membre  qui  demandera  un  subside  devra  faire  con- 
naître par  écrit  le  but  précis  de  ses  travaux,  au  moins  d'une 
manière  générale;  il  sera  tenu,  dans  les  six  mois  de  l'allocation 
du  subside,de  présenter  au  Conseil  un  rapport  écrit  sur  les  résul- 
tats de  ses  recherches,  quel  qu'en  ait  été  le  succès. 

17.  —  Le  Conseil,  après  avoir  pris  connaissance  des  diverses 
demandes  de  subsides,  à  l'effet  d'en  apprécier  l'importance  rela- 
tive, statuera  au  scrutin  secret. 

18.  —  Les  résultats  des  recherches  favorisées  par  les  subsides 
de  la  Société  devront  lui  être  présentés,  pour  être  publiés  dans 
ses  Annales  s'il  y  a  lieu. 

Note.  -  Le  liragt'  au  sorl,  ordonné  par  rarlicio  5,  a  rangé  les  soclions  dans 
l'ordre  suivant  :  2%  4«,  3«,  5*  et  1  "'. 


LETTRE 


OB 


S.   s.   LE    PAPE    LÉON    XIII 

AU    PRÉSIDENT    ET   AUX    MEMBRES 
DE    LA    SOCIÉTÉ    SCIENTIFIQUE    DE    BRUXELLES. 


Dilectis  Filiis  Praesidi  ac  Membris  Societatis  Scientificae 

Bruxellis  constitutae, 

LEO  PP.  XIII. 

DiLECTI  FiLII,  SALUTEM   ET  ApOSTOLICAM  BENEDICTIONEM. 

Gratae  Nobis  advenerunt  litterae  vestrae  una  cum  Annalibus  et 
Quaestionibus  a  vobis  editis,  quas  in  obscquentissîmum  erga  Nos  et 
Apostolicain  Sedem  pietatis  testinioniiim  obtulistis.  Libenter  sane 
agnovimus  Societatein  vestram  quae  a  scientiis  sibi  noroen  fecit,  et 
quae  tribus  tantuin  abhinc  annis  laetis  auspiciis  ac  lesu  Christi 
Vicarii  benedictione  Bruxellis  constituta  est,  magnum  iani  incremen- 
tum  cepisse,  et  uberes  fructus  polliceri«  Profecto  cum  infensissimi 
relligionis  ac  veritatis  hosles  nunquam  désistant,  iroo  magis  magtsque 
studeant  dissidium  rationem  inter  ac  fidem  propugnare,  opportunum 
est  ut  praestantes  scientia  ac  pietate  viri  u bique  exui^nt,  qui  Eccle- 
siae  doctrinis  ac  documcntis  ex  aniroo  obsequentes,  in  id  contendant, 
ut  demonstrent  n%illam  unquam  iitfcr  fidem  et  rationem  %>eram  dis- 
«fM^iOfteiN  esse  passf;  quemadmodum  Sacrosancta  Vaticana  S\iiodas, 
constantem  Ecclesiae  et  Sanctonim  Patrum  doctrînara  affirmans, 
déclarai it  Constitutione  IV*  de  6de  catbolica.  Quapn>pter  gratula- 
mur  quod  Societas  vestra  hune  primo  finem  sibi  proposucrit^  itemqne 
in  statutis  legem  dedent^  ne  quid  a  sociis  contra  sanam  chnstianae 
philosophiae  doctrinam  eommittatur;  siraulque  omnes  bortamur  ui 
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nunquam  de  egregio  eiusinodi  laudis  tramite  deflectant,  atque  ut 
toto  aDimî  nisu  praestitutum  Societatis  finem  praeclaris  exemplis  ac 
scriptis  editis  continuo  assequi  adnitantur.  Deum  autem  Optimum 
Maximum  precamur,  ut  vos  omnes  caelestibus  praesidiis  confirmet 
ac  muoiat:  quorum  auspicem  etNostrae  in  vos  benevolentiae  pignus, 
Apostolicam  benedictionem  vobis,  dilecti  filii.  et  Socielati  vestrae  ex 
aDÎmo  impertimur. 

Datum  Romae  apud  S.  Pctrum  die  15.  lanuarii  1879.  Pontificatus 
Nostri  Anne  Primo. 

Léo  p.  p.  XIII. 


A  nos  chers  fils  le  Président  et  les  Membres  de  la  Société 

scientifique  de  Bruxelles. 

LÉOiN  XIll,  PAPE. 

(iHBRS  FILS,  SALUT  ET  BENEDICTION  APOSTOLIQUE. 

Votre  lettre  Nous  a  ëtë  agréable,  ainsi  que  les  Annales  et  les  Ques- 
tions publiées  par  vous  et  offertes  en  témoignage  de  votre  piété 
respectueuse  envers  Nous  et  le  Siège  apostolique.  Nous  avons  vu 
réellement  avec  plaisir  que  votre  Société,  qui  a  adopté  le  nom  de 
Société  scientifique,  et  s'est  constituée  à  Bruxelles,  depuis  trois  ans 
seulement,  sous  d'heureux  auspices  avec  la  bénédiction  du  Vicaire 
de  Jésus-Christ,  a  déjà  pris  un  grand  développement  et  promet  des 
fruits  abondants.  Certes,  puisque  les  ennemis  acharnés  de  la  religion 
et  de  la  vérité  ne  se  lassent  point  et  s'obstinent  même  de  plus  en 
plus  à  proclamer  l'opposition  entre  la  raison  et  la  foi,  il  est  opportun 
que  partout  surgissent  des  hommes  distingués  par  la  science  et  la 
piété,  qui,  attachés  de  cœur  aux  doctrines  et  aux  enseignements  de 
l'Église,  s'appliquent  h  démontrer  qu'il  ne  peut  jamais  exister  de 
désaccord  réel  entre  la  foi  et  la  raison,  comme  Ta  déclaré,  dans  la 
Constitution  IV  de  fide  catholica,  le  saint  concile  du  Vatican  affirmant 
la  doctrine  constante  de  TÉglise  et  des  saints  Pères.  C'est  pourquoi 
Nous  félicitons  votre  Société  de  ce  qu'elle  s'est  d'abord  proposé  cette 
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fin,  et  aussi  de  ce  qu'elle  a  mis  dans  les  Statuts  un  article  défendant 
h  ses  membres  toute  attaque  aux  saines  doctrines  de  la  philosophie 
chrétienne;  et  en  même  temps  Nous  les  exhortons  tous  à  ne  jamais 
s'écarter  de  la  voie  excellente  qui  leur  vaut  un  tel  éloge,  et  à  pour- 
suivre continuellement  de  tout  TefTort  de  leur  esprit  Tobjet  assigné 
à  la  Société,  par  d'éclatants  exemples  et  par  leurs  publications.  Nous 
prions  Dieu  très  bon  et  très  grand,  qu'il  vous  soutienne  tous  et  vous 
fortifie  du  céleste  secours  :  en  présage  duquel,  et  comme  gage  de 
Notre  bienveillance  envers  vous.  Nous  accordons  du  fond  du  cœur  à 
vous,  chers  fils,  et  à  votre  Société  la  bénédiction  apostolique. 

Donné  à  Rome,  à  Saint-Pierre,  le  15  janvier  1879,  Tan  1  de  notre 

Pontificat. 

Léon  XIH,  Pape. 


LISTES 


DES 


MEMBRES  DE  LA  SOCIÉTÉ  SCIENTIFIQUE  DE  BRUXELLES. 


Liste  des  membres  fondateurs. 


S.  E.  le  cardinal  Dechâmps,  archevêque  de.     .     .  Maliues. 

François  de  Cannart  o'Hamale,  sénateur    .     .     .  Malines. 

Charles  Dessain Malines. 

Jules  VAN  Havre  (') Anvers. 

Le  chanoine  Maes  (*) Bruges. 

L'abbé  A.  De  Leyn Bruges. 

Leirens-Eliaert,  sénateur Alost. 

Joseph  Saey Bruxelles. 

Frank  Gillis Bruxelles. 

Le  Ch"  DE  Schoutheete  de  Tervarent    ....  Saint-Nicolas. 

Le  Collège  Saint-Michel Bruxelles. 

Le  Collège  Notre-Dame  de  la  Paix Nainur. 

Le  duc  d'Ursel,  sénateur  (') Bruxelles. 

Le  P^''  Gustave  de  Croy  ....         ....  Le  Rœulx. 

Le  C»'  de  T'Serclaes  (*) Gand. 

Auguste  DuHONT  de  Chassart  (*) Mellet  (Hainaut). 

Charles  Hermite,  membre  de  Tlnstitut  ....  Paris. 

L'École  libre  de  TlMMACULéE  Conception  ....  Vaugirard -Paris. 

L'École  libre  Sainte-Geneviève Paris. 

Le  Collège  Saint-Servais Liège. 

Le  C*''  de  Bergeyck Beveren-Waes. 


(«)  Décédé. 
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L*liistitut  Saint-Ignace Anvers. 

Philippe  Gilbert Louvain. 

Le  R.  P.  Provincial  de  la  Compagnie  de  Jésus  en 

Belgique Bruxelles. 

Le  Collège  d'ÀLOST Alost. 

Le  chanoine  de  Wouters Soignies. 

Antoine  o'Abbadie,  membre  de  Tlnstitut    .     .     .  Paris. 
S.  E.  le  cardinal  Haynald,  archevêque  de  Ralocsa 

et  Bacs Kalocsa  (Hoii|rie). 

S.  E.  Mgr  S.  Vannutelli,  nonce  apostolique    .     .  Vienne. 

S.  G.  Mgr  Du  RoussAUx,  évêque  de Tournay. 


Liste  des  membres  honoraires. 


Le  P*^""  B.  BoNcoMPAGNi,  de  l'Académie  pontificale 

des  Nuovi  Lincei Rome. 

Antoine  d'Abbadie,  membre  de  l'Institut    .     .     .  Paris. 

Charles  Hermite,  membre  de  l'Institut  ....  Paris. 

Victor  PuisEux,  membre  de  l'Institut     ....  Paris. 

Joachim  Barrande Prague. 

Le  général  Newton New- York. 

Le  docteur  Foerster Aix-la-Chapelle. 

Le  R.  P.  Perry,  S.  J.,  de  la  Société  royale  de 

Londres Stonyhurst. 

A.  DE  Lapparent Paris. 

A.  Barré  de  Saint-Venant,  membre  de  l'Institut  .  Paris. 

A.  BécHAHP Lille. 

Camille  Jordan,  membre  de  l'Institut    ....  Paris. 

WoLF,  membre  de  l'Institut Paris. 
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Liste  générale  des  membres  de  la  Société  scientifique 

de  Bruxelles. 


D*ÂBBÂDiE  (Antoine),  membre  de  Tlnstitut,  120,  rue  du  Bac.  — 

Paris;  ou  Abbadia  par  Hendaye  (Basses-Pyrénées  — 

France). 
Abbeloos  (Chanoine),  docteur  en  théologie,  vicaire  général. — Malines. 
d'Acy  (E.),  40,  boulevard  Malesherbes.  —  Paris. 
Adân  de  Yarza  (Ramon),  ingénieur  des  mines,  19,  rue  de  Bidebar- 

rieta.  —  Bilbao  (Espagne). 
Albear  y  Lara  (Brigadier  D.  Francisco),  ingénieur,  directeur  du  canal 

de  Vento.  —  La  Havane  (Cuba). 
Alcolado,  s.  J.  (R.  P.),  professeur  d'analyse,  Colegio  del  Pasage.  — 

La  Guardia.  Pontevedra  (Espagne). 
Aldhuy  (Abbé),  professeur  au  Séminaire.  —  Montfaucon  (Lot  — 

France). 
Alexis,  M.  G.  (Frère),  27,  rue  Oudinot.  —  Paris. 
Alpageme  (José),  catedrâtico  de  Fisica  y  Quimica  en  el  Instituto.  — 

Santiago  (Espagne). 
Almain-oe  Hase,  architecte,  157,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Almera  (Abbé  Jaime),  profesor  de  Geologia  en  el  Seminario  de  Bar- 

celona  (Espagne). 
André  (J.-B.),  ingénieur^  18,  rue   de  la   Fausse-Porte.  —  Givet 

(Ardennes  —  France). 
Arcelin  (Adrien),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de  Mâcon.  — 

Chàlon-sur-Saône  (Saône-et-Loire  —  France). 
Arduin  (Abbé  Alexis),  à  Aiguebelle,  par  Grignan  (Drôme  — France). 
AscHMAN  (Camille),  pharmacien,  préparateur  au  laboratoire  de  chimie 

générale  de  l'Université,  10,  rue  des  Moutons.  — 

Louvain. 
d'Aspremont-Lynden  (O^  Charles),  château  d'Haltinncs  par  Andenne 

(Namur). 
AuGiEH,  docteur  en  médecine,  professeur  aux  Facultés  catholiques, 

87,  rue  Masséna.  —  Lille  (Nord  —  France). 
d'Auxy  de  Launois  (C**  Alb.).  —  Jurbise. 
Baguet  (A.),  vice-consul  du  Brésil,  boulevard  Léopold.  —  Anvers. 
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Bagcet  (Charles),  avocat,  receveur  de  rUniversilé,6,rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Baillox,  10-11,  place  de  la  Calandre.  —  Gand. 

Barcia  CiBALLERO  (Juan),  Ayudante  de  Clases  pràcticas  de  Anatomia 

de  la  Universidad,  Puerta  de  la  Pena,  10.  —  Santiago 
(Espagne). 

BâiiiM!(  (Abbé  Louis),  49,  rue  de  la  Préfecture.  —  Angers  (Maine-et- 
Loire  —  France). 

Barff  (Frédéric),  100,  Abbey  Road,  Kilburn. —  Londres  (Angleterre). 

Baeeaxde  (Joachim),  419,  Choteksgasse,  RIeinseite.  —  Prague. 

Bâcle  (.\lbert)^  lieutenant  de  vaisseau,  34,  rue  Poudensan.  —  Bor- 
deaux (Gironde  —  France). 

Bacwens  (Abbé),  vicaire  à  Sainte-Anne,  boulevard  du  Château.  — 

Gand. 

Batkt  (Adrten\  30.  nouveau  Marché  aux  Grains.  —  Bruxelles 

Bayet  ^Ernest y.  me  Joseph  II.  —  Bruxelles. 

Bavle  (Emile),  professeur  à  TEcole  des  mines,  65,  boulevard  Saint- 
Michel.  —  Paris. 

Beaccotet  (Abbé  Léopold),  curé  des  Écaussines  dTnghien. 

Beacvois  ^Abbé),  ins[>ccteur  cantonal  de  renseignement  primaire,  rue 

des  Navets.  —  .Anvers. 

BécmAvr,  doyen  de  la  Faculté  catholique  de  médecine,  36,  rue  des 

Fossés.  —  Lille  ^Nord  —  France). 

Bcceers  (.Auguste^  avocat,  rue  Gérard.  —  Woluve- Saint-Lambert. 

Bellefroid  ^ Victor),  13,  rue  Hors-Château.  —  Liège, 

Bcllevaxs  (ChariesV,  comptable,  marché  aux  l^ufs.  —  .Anvers. 

BcLPAiRE  ^Théodtircu  directeur  du  service  provincial,  18,  rue  des 

Sceurs-Xoircs.  —  Gand. 

DE  Bé^AU^,  S.  J.  (R.  P.),  18,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

iME  BEKtîEixrE  (C'K  château  de  Bevercn-Waes  (Flandre-Orientale). 

BcaLEta  (Adolphe),  ingénieur.  17,  faubourg  Saint- I^urcnt.  —  Uège. 

Buili?m;in  (Mclchi*>rV  ingénieur  à  rétablissement  de  la  Vieille-Mon- 
tagne. —  Briiy-ei-Lù  ^Seine-et-Oi5»c  —  France^ 

BcaxALMU  (FemandoV,  ingenierx>  gefe  del  distrilo  rainero  de  Badafox 

(Espagne,) 

Bca7(AEM>  (MivnsienrV  ciw^ervateur  du  Musée  c^Hnmeivial-indnstrîel, 

au  PensHwnat,  —  Melle  vFlandit^OrientaîcV 

BcatmàM)  ^DkiiKl^wnéV  dtx^teur  en  médecine^  7i,  nie  de  I T-nseigiie- 

ment    —  Bruxelles 
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Bertrand  (Léon),  9,  rue  Crespel.  —  Bruxelles. 

Béthune-Eliâert  (B°"),  sénateur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Bêthune  (Mgr.  Félix),  rue  d'Argent.  —  Bruges. 

BicHOT  (Âbbé),  professeur  au  Petit-Séminaire,  19,  rue  N.-D.  des 

Champs.  —  Paris. 
DE  BiESME  (V""*"  Julie),  château  de  Cruyshautem  (Flandre-Orientale). 
DE  BiOLLEY  (V**  Joseph).  —  Verviers. 
BivoRT  (Alfred).  —  Fontaine-rÉvéque. 

Blariâux  (Jean),  ingénieur.  —  La  Haye-du-Puits  (Manche  —  France). 
Blas   (Ch.),  professeur  à  TUniversité,  de  TAcadémie   royale    de 

médecine.  —  Louvain. 
Blondel  (Alfred),  ingénieur,  rue  du  Gouvernement.  —  Mons. 
Blondiaux  (Auguste),  ingénieur,  i4,  rue  de  Spa.  —  Bruxelles. 
DE  LA  Boëssière-Tuiennes  (M"),  25,  rue  aux  Laines.  —  Bruxelles;  ou 

château  de  Lombise  par  Lens  (Hainaut). 
BoNAMis  (Floriraond),  ingénieur.  —  Jambes  (Namur). 
BoNCOMPAGNi  (P"  B.),  de  l'Académie   pontificale  des  Nuovi  Lincei, 

palazzo  Piombino,  piazza  Colonna.  —  Rome. 
BoNNEviE  (Auguste),  ingénieur,  4,  rue  d'Orléans.  —  Charleroi. 
BoNNEviE  (Victor),  avocat,  7,  rue  du  Congrès.  —  Bruxelles. 
DE  BoRMAN  (Ch*""^  Camille),  membre  de  la  députation   permanente  du 

Limbourg.  —  Schalkhoven  par  Bilsen  (Limbourg). 
BoRRE  (P.),  avocat,  54,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 
Bossu  (Abbé  L.),  professeur  à  l'Université,  rue  de  Namur. —  Louvain. 
BoucQuÉAU  (Charles),  94,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
BouLAY  (Abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  61,  rue  des 

frères  Vaillant  (ancienne  rue  Vauban).  —  Lille  (Nord 

—  France). 
BouQuiLLON  (Abbé  Th.),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  54, 

boulevard  Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 
BouRDEAu  (Abel),  médecin  de  bataillon  de  \^*  classe  au  il'  régiment 

de  ligne»  rue  aux  Vaches.  —  Louvain. 
Bourg  (Victor),  ingénieur  des  mines.  —  Bois-du-Luc,  par  Houdeng 

(Hainaut). 
BouRGEAT  (Abbé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,! 5,  rue  Charles 

de  Muyssart.  —  Lille  (Nord  —  France). 
DE  BousiES  (C"  Adhémar),  rue  d'Havre.  —  Mons. 
DO  Bovs  (Paul),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Valence-sur- 
Rhône  (Drôme  —  France). 
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Brabandt  (Louis),  161,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 

Braet  (Gustave],  ingénieur  des  voies  et  travaux  aux  chemins  de  fer 

de  rÈtat,  86,  chaussée  de  Haecht.  —  Schaerheek. 
Branly  (Edouard),  professeur  à  l'Institut  catholique,  42,  avenue  de 

Breteuil.  —  Paris. 
Brassine  (J.-J.),  général  commandant  la  4^  brigade  d'infanterie.  — 

Anvers. 
Braun,  s.  J.  (R.  p.),  directeur  de  l'Observatoire  de  Kalocsa  (Hongrie). 
Breithof  (N.),   professeur   à   l'Université,   52,  rue  du  CanaL  — 

Louvain. 
Brémen  (Alfred) ,  pharmacien ,  2 ,  rue  Louvrex.  —  Liège. 
Bribosia,  docteur  en  médecine,  membre  de  l'Académie  royale  de 

médecine,  iG,  rue  Neuve.  —  Namur. 
DE  Briey  (C**  Louis),  25,  rue  Joseph  II.  —  Bruxelles. 
Brifaut  (Armand),  avocat,  42,  chaussée  de  Charleroy.  —  Bruxelles. 
Bruno  (Monsieur),  supérieur  du  Collège  de  la  Sainte-Trinité.  — 

Louvain. 
Bruvlants,  professeur  à  l'Université  catholique,  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  rue  de  Malines.  —  Louvain. 
Buisseret  (Anatole),  docteur  en  sciences  naturelles,  30,  rue  Vivegnis. 

—  Liège. 
DE  Burlet  (Constantin),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  88,  avenue 

de  La  Plante.  —  Namur. 
DE  BussY  (L.),  directeur  des  constructions  navales,  7,  rue  de  Jouy. — 

Paris. 
Cabré,  S.  J.  (R.  P.  Antonio),  calle  de  San  Vicente  alta,  56,  2*.  — 

Madrid  (Espagne). 
Cahauër  (Jules) ,  avocat.  —  Dinant. 
Cahpelo  (Abbé),  professeur  de  chimie  à   l'Université.   —  Séville 

(Espagne). 
DE  Cannart  d'Hamale  (François),  sénateur,  2,  rue  du  Poivre.  —  Malines. 
Cappellen  (Guillaume),  avocat,  4,  place  Marguerite.  —  Louvain. 
Carbonnelle,  s.  j.  (R.  P.),  docteur  en  sciences  physiques  et  mathé- 
matiques, 27,  rue  des  Ursulines.  —  Bruxelles. 
Garlier  (Joseph),  ingénieur.  —  Namèche  (Namur). 
Carnoy  (Abbé  J.-B.),  professeur  à  l'Université,   121,   rue  Marie- 
Thérèse.  —  Louvain. 
Carnoy  (Joseph),  profess.  à  l'Université,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 
Cartuyvels  (Mgr),  vice-recteur  de  l'Université.  —  Louvain. 
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Cartuyvels  (Jules),  professeur  à  l'Universilë.  —  Louvain. 

Casârès  (Antonio),  catedrâtico  de  Quimica  y  rector  de  la  Universidad. 

—  Santiago  (Galice  —  Espagne). 

Casarès  (Firmino),  en  la  Coruna  (Espagne). 

César  (Docteur),  14,  rue  Chaudronnerie. —  Dijon  (Côte-d*Or— France). 

Charles  (Raymond),  juge,  61,  rue  Dupont.  —  Bruxelles. 

DU  Chastel  (C**  Albert),  ^5,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 

DU  Chastel  (O"  Henri),  55,  rue  de  Trêves.  ~  Bruxelles. 

Chautakd,  doyen  de  la  Faculté  catholique  des  sciences,  5,  rue  Saint- 
Martin.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Choné,  s.  J.  (R.  p.),  18,  rue  Lhomond.  —  ParisS. 

Claes  (Charles),  41,  rue  des  Arts.  —  Bruxelles. 

Claes  (Constant),  artiste-peintre.  —  Tongres. 

Claes  (Paul),  79,  boulevard  de  Tirlemont.  —  Louvain. 

CoGELs  (J.-B.-Henri),  38,  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 

Collège  d'Alost.  —  Alost. 

Collège  Notre-Dame  de  la  Paix.  —  Nainur. 

Collège  Saint-Michel.  —  Bruxelles. 

Collège  Saint-Servais.  —  Liège. 

CoLMANT  (Antoine),  avocat,  ()6',  rue  des  Tanneurs.  —  Bruxelles. 

CoLSON  (Chanoine).       Nainur. 

CooLs  (Auguste),  ingénieur.  —  Lierre. 

CoopMAN  (Louis),  ingénieur,  21,  quai  du  Midi.  —  Nice  (Alpes-Mari- 
times —  France). 

CoppiETERs  DE  Stockhove  (Abbé  Ch.) ,  vicaire  à  Sainte-Walburge.  — 

Bruges. 

DE  CoRSWAREM  (Ch"  Adrien),  avocat.  —  HasselL 

Cousin  (Emile),  ingénieur,  Aywaille  (Liège). 

Cousin  (L.),  professeur  à  l'Université,  î26,  rue  Léopold.  —  Louvain. 

CousoT,   docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadémie  royale  de 

médecine.  —  Dinant. 

Cranincx  (Oscar),  125,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Cranincx  (P.-J.-E).,  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  médecine.  —  Louvain. 

Criquillion  (Louis),  ingénieur  provincial,  rue  du  Progrès.  —  Saint- 

Nirolas  (Waes). 

Crokaert  (François),  225,  avenue  Louise.  —  Bruxelles. 

DE  Croy  (P*''  Emmanuel).  —  Le  Rœulx. 

DE  Croy  (P"  Gustave).  —  Le  Rœulx. 

VIL  h 
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DE  Croy  (P*^*  Juste),  53,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles;  ou  LeRœulx. 
CrvLiTS  (Jean),  docteur  en  médecine,  44,  boulevard  de  Waterloo.  — 

Bruxelles. 
Dallevagne  (Jules),  ingénieur.  —  Sclessin  (Liège). 
Daron  (Paul),  rentier.  —  Anhée  par  Yvoir  (Namur). 
Dassonville-Lep^e,  (A.),  rue  de  Bruges.  —  Menin. 
Davig.noji  (Julien),  33,  avenue  de  la  Toison  d'Or.  —  Bruxelles. 
De  Baets  (Herman),  46,  rue  du  Bélier.  —  Gand. 
DKBAisiBrx,  professeur  à  TUniversité.  —  Louvain. 
De  Beys  (Louis),  fO,  rue  Van  Maerlant.  —  Bruxelles. 
De  Bi.AiTWE  (Jean),  juge  de  paix,  Grand'Placc.  —  Courtrai. 
De  Bloo  (Julien\  ingénieur,  89,  boulevard  Frère-Orban.  —  Gand. 
Debras  (Abbé),  curé-doyen  de  Florennes.  —  Namur. 
De  BRons^ER  (Abbé),  professeur  au  grand  Séminaire.  —  Bruges. 
De  Broi'wer,  rue  d'Ostende.  —  Bruges. 
De  Briyn  (Tony),  juge  au  tribunal  de  1"  instance,  96,  rue  du 

Thine.  —  Bnixelles. 
DsiHAirs  iS.  E.  le  canlinal),  art'hevéque  de  Malines. 
De  Clippele  ^AbelK  ctiramissiiire  d'arrondissement,  place  Impériale. 

—  .\Uwit. 
De  Decker  (Eugène^  membrt^  do  la  Chambre  des  Représentants, 

34,  rue  de  Vénus.  —  .Anvers. 
De  Hee.x  '  l*ierre\  ingénieur,  53,  rue  des  Joyeuses^Entrées. — Louvain. 
De  HriTîi  ^Ernesl^,  }^^^^  —  Alexandrie  (Eg\'pte). 
De  Jaer  ;CjimilleK  aviH\^t,  !Î3,  ehiiussée  de  Charleroi.  —  Bruxelles. 
De  J^ER  \Êniileî.  professeur  à  rrniversité,  rue  de  la  Station.  — 

Louvain. 
De  Jaer  .JulesK  ingénieur  des  mines,  Vieux-Marché  aux  Bétes,  — 

Mons, 
Diicora  ;C!h.K  prt^fesseur  émérite  à  ITni^ersité,  ancien  ministre, 

me  Marie-Thérèse,  —  Uuivain. 
l>fiE»r\\>rE-VERi;\i-wts,  ii,  rue  aux  Draps.  —  laud, 
DriFratr  .Alphonsr\  docu^ur  en  métWine,  $1.  me  i«îlk»n,  —  Saint 

JcfcsstMen-Noode. 
Dv  Ls^x  Abbé  AV.  prind|vil  du  C%4K^  Saint-Umîs.  *—  Rruges. 
Dvx^EiR   |V  Louis  ,  15 .  me  leojH^d.  —  Amers. 
De  LoR^e    \bbè  Jî,  pn^fessirur  au  Semiiuirt^.     -  K«mKrrs. 
DvLs%ii\,  S.  J.  ,R.  P,  ,  vkvteur  eu  s<WtKvs  pK>sH|ues  et  ttulhema- 

tiqu^.  II,  rw  d<s  Reix4lrts. --    Umvaitt, 
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Delvigne  (Chan.  Adolphe),  curé  de  Suint-Josse-ten-Noode,  14,  rue 

de  la  Pacification.  —  Bruxelles. 

De  Mârbaix,  professeur  à  TUniversité  de  Louvain.  —  Eynthout  par 

Westerloo  (Anvers). 

De  Meester  (Augustin),  propriétaire.  —  Saint-Nicolas. 

De  Prêter  (Herman),  ingénieur,  directeur-gérant  de  la  Société  belge 

des  gaz  réunis,  54,  rue  de  Ligne. —  Bruxelles. 

Deprez  (Max),  juge  au  tribunal  de  i'^  instance,  5,  rue  des  Domini- 
cains. —  Mons. 

De  Prins,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 

De  Ridder  (Abbé  J.-B.),  curé-doyen  de  Saint-Pierre,  i5,  rue  des 

Vaches.  —  Louvain. 

De  Ridder  (Paul),  68,  chaussée  de  Haecht.  —  Bruxelles. 

Descamps  (Abbé  A.  J.),  inspecteur  des  Écoles  du  canton  de  Mons, 

curé  de  Niray  (Hainaut). 

Descamps  (É.),  professeur  h  l'Université.  —  Louvain. 

Desplats  (Docteur),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  52,  boule- 
vard Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Dessain  (Charles),  libraire-éditeur,  rue  de  la  Blanchisserie.  —  Malines. 

DETiERRE(Abbé),  professeur  à  l'Institut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 

De  Tilly  (J.),  major  d'artillerie,  directeur  de  l'Arsenal  de  construc- 
tion, de  l'Académie  royale  de  Belgique.  —  Anvers. 

Devivier  (A.),  professeur  à  TUniversité ,  rue  de  Namur.  —  Louvain. 

Dbvolder  (Joseph),  avocat,  141,  rue  de  Stassart.  —  Bruxelles. 

Dbwalque  (Félix),  ingénieur,  directeur  de  l'Établissement  de   la 

Vieille-Montagne.   —  Bray-et-Lû  (  Seine-et-Oise  — 
France). 

Dewalque  (François),  professeur  à  l'Université,  26,  rue  des  Joyeuses- 
Entrées.  —  Louvain. 

Dewalque  (Gustave),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie 

royale  de  Belgique,  17,  rue  de  la  Paix.  —  Liège. 

DiAZ  de  Arcaya  (Manuel),  docteur  es  sciences,  professeur  d'histoire 

naturelle  au  Lycée  de  Saragosse  (Espagne). 

DE  DiEDDONNÉ  DE  CoRREEK-ovER-Loo  (B*"*).  —  Corbcek-Loo  (Brabaut). 

DiNCQ-JoRDAN,  ingénieur  et  industriel.  Pont-Canal,  Jemappes  (par 

Mons-Station). 

DoBET  (Ferdinand),  avocat,  rue  du  Chenil.  —  Namur. 

DE  DoRLODOT  (Sylvain),  château  de  Floriiïoux,  par  Floreffe  (Namur). 

DE  DoRLODOT  (H.),  CoHègc  Beige.  —  Rome. 
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Dot'CET  (Auguste),  avocat,  membre  du  Conseil  provincial,  rue  du 

Collège.  —  Xnmur. 
Draguet  (Edmond),  ingénieur,  H,  chaussée  de  Louvain.  — Bruxelles. 
DuBosT  (Edouard),  avortât,  24,  rue  du  Béguinage.  —  Bruxelles. 
Du<:rost  (Abbé),  curé  de  Solutré  (Saônc-et- Loire  —  France). 
DvfOVH  (Henri),  172,  chaussée  de  Haecht.  —  Bruxelles. 
DuGNiOLLE  (Max),  professeur  à  l'Université,  57,  Coupure.  —  Gand. 
DuMOffT  (A.),  docteur  en   médecine,  18,  chaussée  de  Charleroy. 

—  Bruxelles. 

DuMONT  (André),  ingénieur,  51,  longue  rue  d'Argile.  —  Anvers. 
DuMONT  (Madame),  20,  rue  Soufllot.  —  Paris. 
DuMONT,  S.  J.  (R.  P.),  iO,  Parkstreet  —  Calcutta  (Bengale). 
Durant  (Henri),  inspecteur-général  des  charbonnages  patronnés  par 

la  Société  générale,  3,  Montagne  du  Parc.  —  Bruxelles. 
Du  RoussAux  (S.  G.  Mgr),  évéque  de  Tournay. 
Dl'sausoy  (Clément),  professeur  à  TAthénée  royal,  57,  rue  Flamande. 

—  Bruges. 

Dl'tordoih  (Hector),  sous-ingénieur  provincial ,  1 04 ,  rue  Digue  de 

Brabant.  —  Gand. 

École  mbke  Sainte-Geneviève,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

École  libre  de  l'Immaculée-Conception. —  Vaugirard,  Paris. 

Eloin,  docteur  en  médecine,  Gesvcs  par  Assesse  (Namur). 

ËNGLEBiENNE,  doctcur  cu  médccinc,  rue  des  Sars.  —  Mons. 

DE  L*EscAiLLE  (Joscph),  ingénieur.  —  Achel,  par  Neerpell  (Limbourg). 

d'Esclaibes,  s.  J.  (R.  P.),  Maison  Saint-Louis.  —  Saint-Hélier (Jersey). 

EvEN  (Abbé),  curé  à  Neuville-Martouzin,  par  Beauraing  (Namur). 

ËVERARTS  (Joseph),  docteur  en  droit,  château  deBierbais  sous  Hévil- 

iers,  par  Mont-Saint-Guibert  (Brabant). 

Eyckmans  (Adolphe),  ingénieur.  —  Wolverthem  (Brabant). 

Fabry  (Henri),  32,  rue  du  Champ-de-Mars.  —  Bruxelles. 

Famenne  (Abbé),  curé-doyen  de  Gembloux. 

Faucon  (A.),  docteur  en  médecine.  —  Le  Rœulx. 

Faucon  (A.),  docteur  en  médecine,  professeur  aux  Facultés  catho- 
liques, 62,  rue  de  THôpital  militaire.  —  Lille  (Nord  — 
France). 

Feijeiho  (Maximino),  catedrâtico  de  Patologia  y  Clinica  en  la  Univer- 

sidad.  —  Santiago  (Espagne). 

FELICIEN  (Monsieur),  supérieur- général  des  Joséphites.  —  Grammont. 

Fkliù  y  Perez  (Bartolomé),  Ariban,  M.  —  Barcelona  (Espagne). 
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Fernandez  Sanchez  (José),  catedràtico  de  Historia  universel,  en  la 

Universîdad.  —  Santiago  (Galice.  —  Espagne). 
Féron-De  Decker  (Ch.),  avocat,  8,  rue  Bodenbroeck  —  Bruxelles. 
Ferrand  de  Missol  (Amédée),  i5i,  rue  de  Rennes.  —  Paris. 
Feyens  (Abbé),  professeur  h  Tlnstitut  Saint-Louis,   111,  rue  de  la 

Poste.  —  Bruxelles. 
DE  FiERLANT  (B*"*  Albert),  ingénieur  à  la  Société  générale  des  chemins 

de  fer  économiques,  ^0,  rue  d'Idalic.  —  Bruxelles. 
FiNLAY  (Carlos),  medico.  —  Habana  (Cuba). 
FiTA  Y  CoLOHE  S.  J.  (R.  P.  Fidcl),  calle  del  Lobo,  34,  pral.  —  Madrid 

(Espagne). 
Flahault  (Charles),  docteur  es  sciences  naturelles,  chargé  de  cours  à  la 

Faculté  des  sciences. — Montpellier  (Hérault  —  France). 
FociLLON  (Ad.),  directeur  de  TÉcole  municipale  Colbert,  27,  rue  du 

ChâteaU'Landon.  —  Paris. 
FoERSTER  (l)'),  professeur  d'histoire  naturelle.  —  Aix-la-Chapelle. 
DE  FoNTENAY  (HenH),  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,  château  de 

Crécez  par  Is-sur-Tillc  (Côte-d'Or  —  France). 
FoRNi  (C»«  Paul).  —  Bozen  (Tvrol  —  Autriche). 
FoRTEMPS,  professeur  à  Tlnslitut  Saint-Boniface.  —  Ixelles. 
DE  FoviLLB  (Abbé),  Grand-Séminaire  d'issy  sur  Seine.  —  Paris. 
Franc  (Anatole),  Villa  Franc.  —  Saint-Raphaël  (Var)  ou  16,  rue  de 

Montgolfier.  —  Lyon  (Rhône  —  France). 
Francotte  (Xavier),  docteur  en  médecine,  i5,  quai  de  l'Industrie.  — 

Liège. 
Galles  (René).  —  Gramilla-en-Arradon,  par  Vannes  (Morbihan  — 

France). 
Gallez  (Louis),  docteur  en  médecine,  membre  de  TAcadémie  royale 

de  médecine.  —  Châtelet. 
Gandoger  (Michel).  —  Arnas  par  Villefranchc  (Rhône  —  France). 
Garre  (J.  B.),  ingénieur  aux  usines  de  Bleyberg-Montzen.  —  Montzen 

(Liège). 
DE  Garcia  de  la  Vega  (Victor),  docteur  en  droit,  rue  du  Luxembourg. 

—  Bruxelles. 
Gautier  (Chanoine),  79,  rue  Notre-Dame.  —  Malines. 
Geelhand  (Emile),  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 
Gelin  (Abbé),  professeur  au  Collège  Saint-Quirin.  —  Huy. 
Génard  (Léonard),  ingénieur  au  charbonnage  de  Bracquegnies  (Hai 

naut). 


DE  GéRANDO  (L.),  ingëiiieur  de  la  marine,  rue  des  Bastions.  —  Cher- 
bourg (Manche  —  France). 

Gérard  (Alphonse),  ingénieur  aux  minières  de  La madelaine  (Grand- 
Duché  de  Luxembourg). 

DE  Gerlachb  fPaul),  place  Saint-Paul. —  Nivelles. 

Gilbert  (Alfred)»  docteur  en  médecine.  —  Givet  (Ardennes —  France). 

Gilbert  (Jules),  industriel.  —  Givet  (Ardennes  —  France). 

Gilbert  (Ph.),  professeur  à  TUniversité,  de  l'Académie  pontificale  des 

Nuovi  Lincei,  20,  rue  Notre-Dame.  *—  Louvain. 

Gillet  (Camille),  ingénieur,  professeur  à  Tlnstitut  agronomique  et 

vétérinaire  de  Santa  Catalina.  —  Buenos-Ayres  (Répu- 
blique Argentine). 

Gilliot  (Charles),  rue  de  Vénus.  —  Anvers. 

GiLLis  (Frank),  45,  boulevard  Botanique.  —  Bruxelles. 

Goevans  (Jean),  commissaire  voyer.  —  Weslmecrbeek,  par  Westerloo 

(Anvers). 

Goethals-Malfait  (C**),  8 ,  rue  des  Foulons.  —  Gand. 

Goethals  (Jules),  docteur  en  droit,  93,  rue  d'Arlon.  —  Bruxelles. 

GoFFiN  (Joseph),  ingénieur  à  la  Société  industrielle  d électricité,  11, 

rue  des  Croisades.  —  Bruxelles. 

Goix  (Alph.),  docteur  en  médecine,  40.  rue  de  Join ville.  —  Paris. 

Gojïthy.x  (Lucien  ;,  architecte,  (î6a,  rue  de  PEnseignement. —  Bruxelles. 

DE  Gordon  (D'  .Antonio),  profesor  en  la  Universidad,  San  Miguel,  105. 

Habana  (Cuba). 

GoRis  (Charles),  105,  rue  Rogier.  —  Schaerbeek. 

Grai^d'Eury  (Cyrille),  ingénieur,  rue  de  Paris.  —  Saint-Etienne  (Loire 

—  France). 

Gra.xdxont  (Alphonse),  avocat.  —  Visé. 

Gra.xero  s.  J.  (R.  p.  Juan),  Santa  Cueva.  —  Manresa  (Espagne). 

Dc  Graty  (B*"),  108,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 

Gravez  (Adrien),  président  du  Comité  houiller  du  Centre.  —  La  Lou- 

vière  (Hainaut). 

Greindl  (B*'  Gustave),  iO,  rue  du  Luxeniboui^.  —  Bruxelles. 

Grinda  ^ Jésus),  San  Joaquin,  14,  1*".  —  Madrid  (Espagne). 

Grisar  (Armand),  5,  rue  Hobokeii.  —  Anvers. 

Grob  (Abbé  Jacques)  —  Domnieldange,  lei- Luxembourg. 

de  Grossocvre  (A  ),  ingénieur  des  mines.  — Bourges  (Cher —  France). 

de  Grcxîce  (C*'  François),  lieutenant  d^artîHerie,  67»  rue  Bellianl.  — 

Bruxelles. 


GuiSASOLA  Y  Menendez  (Victorîano),  secrétaire  de  l'évéché.  —  Ciudad 

Real  (Espagne). 
Haal  (Abbé  Bernard),  curé-doyen  de  Saint-Michel.  —  Luxembourg 

(Grand-Duché). 
Haân,  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  455,  rue  de 

Tirlemont.  —  Louvain. 
Hahn,  s.  J.  (R.  p.),  il,  rue  des  RécolleU. —  Louvain. 
Hairion,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité,  membre 

de  l'Académie  royale  de  médecine,  9,  boulevard  de 

Tirlemont.  —  Louvain. 
Halflants  (Louis),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants. — 

Tirlemont. 
Halleux  (Emile),  rue  du  Vieux-Bourg.  —  Bruges. 
Hamard  (Abbé),  i2,  rue  des  Dames.  —  Rennes  (Ille-el- Vilaine  — 

France). 
Hamoir,  docteur  en  médecine,  rue  Saint-Aubin.  —  Namur. 
Hanquet  (Ferdinand),  i6,  rue  du  Laveu.  —  Liège. 
Hanssens,  née  Gilliodts,  19,  rue  du  Marronnier.  —  Bruges. 
DE  Harlez  (Chanoine),  professeur  à  l'Université,  8,  rue  au  Vent.  — 

Louvain. 
Ha  TON  DE  LA  GoupiLLiÈRE,  ingénieur  en  chef  des  mines,  examinateur 

d'admission  à  l'École  polytechnique,  8,  rue  Garancière. 

—  Paris. 
DE  Haulleville  (B"") ,  i55,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
DE  LA  Haye  (Auguste),  capitaine  adjudant-major  à  TEcole  de  volon- 
taires. —  Louvain. 
Haynalo  (S.  E.  le  cardinal),  archevêque  de  Kalocsa  et  Bacs  (Hongrie). 
Hayoit,  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  66,  rue  de 

Namur.  —  Louvain. 
d'Hemricourt  de   Grunne   (C**),    sénat<?ur,  10,  rue   Monloyer.  — 

Bruxelles,  ou  château  d'Hamal,  parTongres. 
Henry  (Abbé),  vicaire  de  Saint-Nicolas.  —  Namur. 
Henry  (Hector).  —  Dinant. 
Henry  (Louis),  professeur  à  l'Université,  de  l'Académie  royale  de 

Belgique,  2,  rue  du  Manège.  —  Louvain. 
Herhite  (Charles),  membre  de  l'Institut,  %  rue  de  Sorbonne.  —  Paris. 
Hervier  (Abbé  Joseph),  51,  grande  rue  de  la  Bourse.  —  Saint- 

Etienne  (Loire  —  France). 
Heude,  s.  J.  (R.  P.)  —  Zi-ka-wey  (Chine). 
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d'Hoop  (Hubert),  ingénieur,  19,  rue  des  Sœurs  Noires.  —  Gand. 

HooTÂRT  (Jules).  —  Monecau-sur-Sambre  (Hainaut). 

HouTART  (Octave),  industriel  et  conseiller  communal.  —  Jumet  (Hai- 
naut). 

DE  LE  HoYE  (Louis),  7,  ruc  du  Commerce.  —  Bruxelles. 

Hubert  (Eugène),  docteur  en  médecine,  professeur  h  TUniversité, 

13,  pue  Léopoid.  —  Louvain. 

HuET  (Charles),  industriel,  rue  des  Jardins  — Lille  (Nord  —  France). 

Ii>E  (Justin),  docteur  en  médecine,  49,  avenue  de  Tlnduslrie. — Anvers. 

Imperiali  (M'')  des  p*"  de  Francavilla,  10,  rue  Montoyèr.  —  Bruxelles, 

ou  château  d'Hamal  par  Tongres. 

Institut  Saint-Ignace.  —  Anvers. 

Jachart,  général-major,  commandant   la  2"  brigade  d'artillerie,  4, 

rue  Verboeckhaven.  —  Bruxelles. 

Jacobs  (Victor),  avocat,  membre  de  la  Chambre  des  Représentants, 

49,  chaussée  de  Charleroy.  —  Bruxelles. 

Jannet  (Claudio),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  74,  rue  de 

Vaugirard.  —  Paris. 

Janssens,  docteur  en  médecine.  —  Puers  (Anvers). 

Janssens  (Guillaume),  rue  de  la  Station.  —  Louvain. 

Janssens-Shits  (Louis),  sénateur.  —  Saint-Nicolas. 

Jeanmart  (Arthur),  avocat,  i9,  rue  des  Fossés.  —  Namur. 

Jenner  (Ch.  L),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  directeur 

des  travaux  hydrauliques  de  la  Marine,  29,  rue  Saint- 
Yves.  —  Brest  (Finistère  —  France). 

DE  JoiGNV  (B'*"  G.),  29,  rue  de  l'Industrie.  —  Bruxelles. 

JoLY  (Léon),  avocat,  28,  rue  de  la  Concorde.  —  Bruxelles. 

Jordan  (Camille),  membre  de  1  Institut,  48,  rue  de  Varennes.  —  Paris. 

JouBERT,  S.  J.  (R.  P.),  18,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

Jourdain  (Louis),  ingénieur,  9,  rue  de  Ligne.  —  Bruxelles. 

Juliens  (Herman),  régisseur  du  comte  de  Mérode. — Weerde  (Brabant). 

de  Kerchove  (Raymond),  12,  place  de  la  Station.  —  Gand. 

DE  Kerckbove  (V^^  Eugène) ,  membre  de  la  Chambre  des  Représen- 
tants. —  Malines. 

Kerviler  (René),  ingénieur  des  ponts  et  chaussées.  —  Saint-Nazaire 

(Loire-Inférieure  —  France). 

Kirsch  (R.  P.  Alexandre  M.)  C.  S.  C,  au  Collège  américain.  —  Louvain. 

DE  Kirwan  (Charles),  inspecteur  des  forêts.  —  Gap  (Hautes-Alpes)  — 

France. 


—  tô  — 

Rlotb  (Joseph),  rédacteur  en  chef  de  la  Famille,  215,  rue  Royale. 

—  Bruxelles. 

KuRTH  (Godefroid),  professeur  à  rUniversitë,62,rueLairesse. — Liège. 

Lacohpte  (Camille),  docteur  en  médecine.  —  Tamise. 

Lacor  (E.),  chargé  de  cours  à  la  Faculté  catholique  des  sciences, 

4,  rue  des  Pyramides.  —  Lille  (Nord  —  France). 
La  FONT,  S.  J.  (R.  P.),  directeur  de  l'Observatoire  hélîospectrosco- 

pique,  10,  Parkstreet.  —  Calcutta. 
DE  Lagarde  (Abbé),  directeur  du  Collège  Stanislas,  22,  rue  Notre- 

Dame-des-Champs.  —  Paris. 
Lagasse  (Alexandre),  pharmacien,  4,  rue  Saint-Maurice  —  Nivelles. 
Lagasse  (Charles),  ingénieur  principal  des  ponts  et  chaussées,  53,  rue 

de  Hollande.  —  Bruxelles. 
Lahousse  (Chanoine) ,  professeur  au  grand  Séminaire.  —  Bruges. 
Lamarche  (Emile),  8i ,  rue  Louvrex.  —  Liège. 
Lamrert  (Camille),  ingénieur,  29,  rue  Fabry.  —  Liège. 
Lamey  (R.  p.  Dom  Mayeul)  0.  S.  B.,  prieuré  de  Saint-Benoît,  Gri- 

gnon  par  Les  La u mes  (Côte-d'Or  —  France). 
Lamy  (Chanoine),  président  du  Collège  Marie-Thérèse.  —  Louvain. 
de  Lapparent(A.),  professeur  à  l'Institut  catholique,  5,  rue  de  Tilsitt. 

—  Paris. 

Latine,  docteur  en  médecine.  —  Marbaix-Marbisoux  (Brabant). 
Latinis  (Victor),  ingénieur,  chef  de  service  des  forges  et  aciéries  de 

la  Société  du  Nord  et  de  TEst.  —  Trilh-St.int  Léger 

(Nord  —  France). 
Lavaud  de  Lestrade,  prêtre  de  Saint-Sulpice ,  professeur  de  sciences 

au  Séminaire.  —  Clermont-Ferrand  (Puy-de-Dôme  — 

France). 
Lavaux  (Eugène),  propriétaire.  —  Saint-Léger  près  Arlon. 
Lebbsconte  (P.),  pharmacien,  \  5,  Bas  des  Lices.  —  Rennes  (llle-et- 

Vilaine  —  France). 
Lebon,  docteur  en  médecine,  place  Saint-Paul.  —  Nivelles. 
Ledresseur  (Charles) ,  docteur  en  médecine  ,  professeur  à  l'Univer- 
sité, 75,  voer  des  Capucins.  —  Louvain. 
Lefebvre,  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  membre 

de  l'Académie  royale  de  médecine ,  36,  rue  de  Bériot. 

—  Louvain. 

Lefebvre  (Abbé  Bruno),  professeur  de  sciences  et  de  mathématiques, 

au  Petit-Séminaire.  —  Floreffe  (Naraur). 
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Lefebvre  (Abbé  Ferdinand),  professeur  à  l'Université,  56,  rue  de 

Bériot.  —  Louvain. 
Lefebvre  (Henri),  19,  rue  des  Deux-Églises. —  Bruxelles. 
Lefebvre  (Abbé  J.),  professeur  à  la  faculté  de  théologie.  —  Rouen 

(Seine-Inférieure  —  France.) 
Lefebvre  (Paul),  avocat,  4,  rue  du  Parnasse.  — •  Bruxelles. 
Lbgouis,  s.  J.  (R.  P.),  docteur  es-sciences,  73,  rue  de  Vaugirard*  — 

Paris. 
Legrand-Benoit,  51 ,  rue  de  Bruxelles.  —  NamuA 
Le  Grelle  (C**  Ferdinand),  2i,  rue  Van  Brée.  —  Anvers. 
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Leirens-Eliaert,  sénateur,  rue  du  Pont.  —  Alost. 

Lejeune-Simoms,  château  de  Sohan  par  Pepinster  (Liège). 

Le  Paige  (C),  chargé  de  cours  à  l'Université  de  Liège,  21,  rue  des 

Anges.  —  Liège. 

Lesuisse,  vice-président  du  tribunal  de  i"''  instance.  —  Dinaut. 

Lhermite  (Edmond),  ingénieur.  —  Roy  par  Marche  (Luxeraboui^). 

de  LicHTERVELDE  (C^^  Goutrau),  secrétaire  de  légation,  281,  chaussée 

de  Wavre.  —  Bruxelles. 

DE  LiEDEKERKE  (C^*"  Charles),  ^4,  rue  de  l'Industrie.  —  Bruxelles. 

DE  LiEDEKERKE  (C^*  Émilc),  59,  avcnuc  de  la  Toison  d'Or. —  Bruxelles. 

DE  LiEDEKERKE  DE  Paii.he  (O'  Edoiiard),  47,  rue  des  Arts.—  Bruxelles. 

LiÉNART  (Pierre),  5,  rue  Crespel.  —  Bruxelles. 

DE  LiMBUR(;-STiiiUM  (O'  AdoIphc),  50,  ruc  du  Luxembourg. —Bruxelles. 

DE  Limburg-Stihum  (C""  Samuel),  50,  rue  du  Luxembourg.  —  Bruxelles. 

DE  LiMBL'RG-STHiUM  (C""  Thierry),  sénateur,  rue  Hautport.  —  Gand. 

DE  LiMMiNGHE  (G"),  chàtcau  de  Gesvcs,  par  Asscsse  (Nauiur). 

LiMPENs  (Emile),  avocat,  place  Impériale.  —  Alost. 

DE  LisLEFERME  (Hcury),  ingéuicur  de  la  marine  en  retraite.  —  Taille- 
bourg  (Charente-Inférieure  —  France). 

DE  LocHT  (Léon),  ingénieur,  Mont-Saint-Martin.  —  Liège. 

LoNNEux  (Abbé),  professeur  à  l'Institut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 

Maas,  s.  j.  (R.  P.),  église  N.-D.,  quai  Wynhaven.  —  Rotterdam 

(Pays-Bas). 

Mabille  (Léon),  professeur  à  TUniversité.  —  Louvnin. 

Maertens  (Chanoine), professeur  au  petit  Séminaire.  —Saint-Nicolas. 

Malcorps  (Ernest),  avocat,  5,  rue  des  Vaches.  —  Louvain. 

DE  Maleingreau  d'Hembise  (B""  Georges),  sous-lieutenant  au  régiment 

des  Grenadiers,  "28,  rue  de  la  Limite.  —  Bruxelles. 

Maijsoux  (Emile),  ingénieur  des  mines.  —  Chnrleroy. 


—  t7  — 

Mansion  (Paul),  professeur  à  rUniversité,  6,  quai  des  Dominicains. — 

Gand. 
DE  Marbt  (Adhémar).  —  Slavelot. 
DE  Marsilly  (Général),  13,  rue  Chantepinot.  —  Auxerre  (Yonne  — 

France). 
Martens  (Edouard),  professeur  k  l'Université,  27,  rue  Marie-Thérèse. 

—  Louvain. 

Martin  (Abbé),  supérieur  du  Grand-Séminaire.  —  Moulins  (Allier  — 

France). 
Martin  (Gabriel),  avocat,  avenue  de  la  République.  —  Guéret  (Creuse 

—  France). 

Martinez  y  Saez  (Francisco  de  Paula),  professeur  de  zoologie  au 

Musée  d'histoire  naturelle,  i,  4*  izq",  calle  Vergara. — 

Madrid  (Espagne). 
Masoin  (E.),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  médecine,  15,  place  Sainte-Anne.  —  Louvain. 
Massalsri  (U.),  professeur  à  l'Université.  —  Louvain. 
Matagne (Jules),  docteur  en  médecine,  177,  rue  de  Terre-Neuve.  — 

Bruxelles. 
de  Maupeou  (C"  Louis),  ingénieur  de  la  marine,  54,  rue  S'*-Adresse. 

Le  Havre  (Seine-Inférieure  —  France;. 
Mayer  (Henri),  avocat,  31,  rue  Saint-Jacques.  —  Tournay. 
DE  Meeus  (O*  Eugène),  26,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 
de  Meeus  (O*  Henri),  ingénieur,  72,  rue  du  Vertbois.  —  Liège. 
Mebos  (Eugène),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants,  42,  rue 

Houblonnière.  —  Anvers. 
Meeus-Honnorez  (L.),  distillateur.  —  Wyneghem  par  Anvers. 
Meeus-Van  Reeth  (L.),  il,  longue  rue  de  THôpital.  —  Anvers. 
Mello  (Rev.  J.  Magens),  Rectory,  Brampton.  —  Chestertield  (Angle- 
terre). 
Mémoire  (Frère),  directeur  du  Pensionnat  Saint-Berthuin.  —  Ma- 

lonne,  par  Floreffe  (Namur). 
Mercier  (Abbé  Adolphe),  principal  du  Collège  de  Binche. 
Mertens  (Guil.),  ingénieur,  directeur  de  l'usine  à  gaz,  75,  rue  de 

Tourcoing.  —  Roubaix  (Nord  —  France). 
Meyers  (Chanoine),  curé  de  Saint-Jean,  40,  cloître  Saint-Jean. —  Liège. 
MiCHA,  professeur  à  l'Université,  8,  place  du  Peuple.  —  Louvain. 
Michaux,  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale  de 

médecine.  —  Louvain. 


MiCHiELS  (Abbë),  curé  He  Saint-Roch.  —  Bruxelles. 

MicHiELS  (Chanoine),  professeur  au  Collège  Saint-Rombaut. —  Malines. 

MiBST  (Emile),  directeur  des  minières  de  Porcheresse,  par  Wellin 

Luxembourg). 
MiOT  (Lëopold),  docteur  en  médecine,  de  TAcadémie  royale  de  méde- 
cine, i5,  rue  de  Beaumont.  —  Charleroi. 
MisoNNE  (Lucien),  directeur-gérant  des  charbonnages  du  Hasard.  — 

Tamines  (Namur] 
MoELLER,  docteur  en  médecine,  I,  rue  Montoyer.  —  Bruxelles. 
MoiGNO  (Abbé  Fr.),  2,  rue  de  Strasbourg.  —  Saint-Denis  (Seine  — 

France). 
MoNCHEUR,  54,  boulevard  de  Waterloo.  —  Bruxelles;  ou  Naméche 

(Namur). 
DE  MoNGE  (Francis),  professeur  à  l'Université,  rue  des  Récollets.  — 

Louvain. 
DE   MoNGE  (Léon),   professeur  à    l'Université,  rue  aux  Joncs.  — 

Louvain. 
MoNSARRAT  (G.),  25,  ruc  Boissy  d'Anglas.  —  Paris. 
DE  MoREAii  d*Ando\  (Ch"),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants. 

—  Andoy  par  Jambes  (Namur)  ;  ou  rue  Verte  —  Namur. 
MoRETUS  (René),  place  de  Meir.  —  Anvers. 
MuLLENDERS  (Joseph) ,  ingénieur,  21,  rue  Duvivier.  —  Liège. 
DE  Nadaillac  (M''),  8,  rue  d'Anjou.  —  Paris. 

Naméche  (M^),  ancien  recteur  magnifique  de  TUniversité.  —  Louvain. 
DE  Namur  d'Elzée  (C**),  sénateur.  —  Dhuy  par  Egbezée  (Namur). 
DE  Nédoncitel  (C**  Léon),  80,  rue  de  la  Loi.  —  Bruxelles. 
Néve  (Félix),  professeur  à  l'Université,  membre  de  l'Académie  royale 

de  Belgique,  52,  rue  des  Orphelins.  —  Louvain. 
Néve  (Louis),  ingénieur,  rue  Jovelle.  —  Paris. 
Newton  (Général  John),  279,  Adelphi  Street.  —  Brooklyn,  New- York. 
Noël  (Abbé  François),  Institut  Saint-Joseph.  —  La  Louvière. 
NoLLÉE  DE  NoDuwEZ,  116,  ruc  Royalc.  —  Bruxelles. 
NuYTS  (Abbé),  curé-doyen  de  S**-Gudule.  —  Bruxelles. 
Nyssens  (Julien),  sous-ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  45,  rue  Tra- 

versière.  —  Bruxelles. 
Obet  deChbvvel,  docteur  en  médecine.  —  Riez  (Basses-Alpes  — 

France). 
Oldenhove  (Philippe),  ingénieur,  propriétaire  à  Florival-sur-Dyle, 

par  Grez-Doiceau  (Brabant). 
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O'Mallet,  s.  J.  (R.  p.),  s*.  Palrick's  collège.  —  Melbourne  (Victoria 

—  Australie). 

OoHEN  (A.),  18,  rue  S' -Laurent.  —  Anvers. 

Ortiz  (Juan -Miguel),  Jcfe  superior  de  Administracion,  Guanabacoa. 

—  Habana  (Cuba). 

Ortiz  (Abbé  L.  Ph.),  doyen  de  la  cathédrale.  —  Léon  (Espagne). 

OsY  DE  WicHEM  (B"") ,  longuc  ruc  de  THôpiUil.  —  Anvers. 

Otto  (Jean),  36,  Marché-aux-Herbes.  —  Bruxelles. 

Palgen  (Charles),  ingénieur  des  hauts-fourneaux  d'Audun-le-Tiche 

(Lorraine  allemande). 
Pardon  (Gustave),  ingénieur. —  Maurage,  par  Bracqueguies  (Hainaut). 
Pasquier  (Ern.),  professeur  à  TUniversité,  22,  rue  Marie-Thérèse.  — 

Louvain. 
Passelecq  (Philippe),  ingénieur.  —  Jumet  (Hainaut). 
DE  Patin  de  Langemarck  (V***),  57,  rue  du  Canal.  —  Louvain. 
Patroni  (Monsign.  Giuseppc),  dott.  in  filosofia  in  teologia  ed  inambe 

le  leggi,  47,  piazza  de!  Gesù.  —  Rome. 
Pelligero  (Gonzalo),  avocat,  rédacteur  en  chef  de  la  Voz  de  Cuba.  — 

La  Havane  (Cuba). 
DE  Penaranda  (Frédéric),  21,  rue  de  la  Science.  —  Bruxelles. 
Pépin  (R.  P.  Théophile),  S.  J.  —  Cluses  (Haute-Savoie  —  France). 
Perry,  s.  j.  (R.  P.),  directeur  de  l'Observatoire  de  Stonyhurst,  de  la 

Soeiété  royale  de  Londres.  —  Stonyhurst  near  Black- 

burn  (Angleterre). 
Peyrot  (Gérard),  35,  rue  Vieille  Bourse.  —  Anvers. 
PiCHAULT  (Stéphane),  ingénieur,  chef  de  section  h  la  Société  John 

Cockerill.  —  Tilleur  (Liège). 
PiÉRAERTs  (M**"),  recteur  magnifique  de  l'Université.  —  Louvain. 
Pierrot  (Abbé),  vicaire  au  Bonhomme,  par  la  Poutroye  (Haute-Alsace 

—  Allemagne). 

DE  PiLLON  DE  S.  Philbert  (A.),  2,  ruc  St-Thomas.  —  Douai  (Nord  — 

France). 
PiNEDA  (D*^  Juan  Miguel),  Rosa,  30.  —  Cadiz  (Espagne). 
PiRARD  (Abbé),  vicaire  général,  6,  boulevard  Léopold.  —  Namur. 
PiRET  (Camille),  ingénieur  à   Monceau-Fontaine.  —  Monceau-sup- 

Sambre  (Hainaut). 
PiscÉ  (Chanoine),  rue  des  Bateaux.  — Malines. 
Planté  (Gaston),  licencié-ès-sciences,  56,  rue  des  Tournelles.  — 

Paris. 
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PoisoT  (Maurice),  avocat,  4,  rue  Buffon. —  Dijon  (Côle-d'Or —  France). 
DE  PoNTHiÈRE  (Albert),  propriétaire-agriculteur,  23,  rue  d'Archis. — 

Liège. 
DE  PoscH  (Major),  sous-intendant  militaire  de  \'*  classe,  87,  rue  de 

THôtel  des  Monnaies.  —  Bruxelles. 
PosT  (Abbé  Nicolas),  professeur  au  Grand-Séminaire. —  Luxembourg 

(Grand-Duché). 
Powis  DE  TBN  BosscHE,  consciller  provincial,  8,  rue  Belliard.  — 

Bruxelles. 
Proost  (Alphonse),  professeur  à  TUniversité  de  Louvain,  64,  rue  de 

Stassart.  —  Bruxelles. 
Provincial  (R.  P.)  de  la  Compagnie  de  Jésus,  151,  rue  Royale  exté- 
rieure. —  Bruxelles. 
PuisEUx  (Vict.),  membre  de  Tlnstitut,  81 ,  boulevard  St-Michel. —  Paris. 
QtJÂiRiER,  25,  boulevard  du  Régent.  —  Bruxelles. 
QuiRiNi  (Abbé),  professeur  à  l'Institut  Saint-Louis.  —  Bruxelles. 
Rachon  (Abbé  Prosper),  curé  de  Ham  et  Saint-Jean,  par  Longuyon 

(Meurthe-et-Moselle  —  France). 
Radel  (0.).  —  Saint-Loup-sur- A ujon  (Haute-Marne  —  France). 
DE  Radiguez  (F.),  inspecteur  provincial  de  la  voirie  vicinale.  —  Namur. 
Raikbm  (Florent),  avocat,  Mont-Saint-Martin.  —  Liège. 
Rathouis,  S.  J.  (R.  P.).  —  Zi-ka-wey  (Chine). 
Ravain  (Abbé  J.-R.),  14,  rue  Bcrnicr.  —  Angers  (Maine-et-Loire  — 

France). 
Réchin  (Abbé),  professeur  au  Collège  de  Mnmers  (Sarthe —  France). 
Redier  (D'  Jean),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  1,  rue  de  Pas. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

de  Régnon,  S.  J.  (R.  P.),  18,  rue  Lhomond.  —  Paris. 

Renard  (Alphonse),  conservateur  au  Musée  d'histoire  naturelle.  — 

Bruxelles. 
Revnaert,  docteur  en  médecine ,  rue  du  Progrès.  —  Saint-Nicolas. 
DE  RiBAUCouRT  (C*') ,  séuatcur,  35,  rue  Ducale.  —  Bruxelles. 
RoBERTi  (Jules),  notaire,  membre  du  Conseil  provincial  du  Brabant. 

—  Louvain. 

DE  RoBiANo  (C*'),  château  de  Bruyl,  près  Binchc. 
DE  LA  Roche  (Ch**^  Camille),  rue  de  lioudain.  —  Mons. 
DE  LA  Roche  (Chanoine  Ch.),  rue  Roc-Saint-Nicaise.  —  Tournay. 
DE  LA  Roche  de  Marchiennes  (Emile).  —  Harvengt  par  Harmignies 

(Hainaut). 
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RoDERBtJRG  (Fritz),  docteur  en  sciences  naturelles,  H  9,  rue  Marie- 
Thérèse.  —  Louvain. 

DE  Rodes  (M**),  83,  rue  du  Commerce.  —  Bruxelles. 

RojAS,  S.  J.  (R.  P.),  professeur  d'histoire  naturelle,  Colegio.  —  Car- 

rion  de  los  Coudes.  —  Espagne). 

RoLiN  (Georges) ,  agent  de  change,  25,  rue  du  Congrès.  —  Bruxelles. 

RoLiN  (Jules),  avocat,  23,  rue  de  Suisse.  —  Bruxelles. 

RoLLiER  (Emile),  ingénieur,  57,  rue  Léopold.  —  Malincs. 

DE  Rouillé  (C*),  44,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 

Roussel  (Lucien),  professeur  à  l'Ecole  Forestière,  H,  rue  de  la  Ravi- 

nelle.  —  Nancy  (Meurthe-et-Moselle  —  France). 

de  Roye  de  Wichen,  château  de  Meerhout,  par  Gheel  (Anvers). 

Rupin,  docteur  en  médecine,  rue  de  Paris. — Vitré  (Ille-et- Vilaine  — 

France). 

Sacré  (M»'),  curé-doyen  de  Notre-Dame,  i ,  rue  Saint- Pierre.  — 

Anvers. 

Saey  (Henri),  notaire.  —  Renaix. 

Saey  (Joseph),  18,  avenue  de  la  porte  de  Hal.  —  Bruxelles. 

Saey  (Abbé  Pr.),  vicaire  à  Saint-Elienne,  20,  cour  du  Prince.  —  Gand. 

DE  Saint-Venant  (A.  Barré),  membre  de  Tlnstitut.—  Saint-Ouen,  près 

Vendôme  (Loir-et-Cher  —  France). 

Salterain  (Pedro),  ingénieur  des  mines.  —  La  Havane  (Cuba). 

DB  Salvert  (V"),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  157,  boulevard 

de  la  Liberté.  —  Lille  (Nord  —  France). 

Sanchez,  s.  J.  (R.  p.  Hilario),  Colegio.  —  Carrion  (Palencia  —  Espagne). 

de  Santa  Cruz  (Ivan   Armada  Hernandez  de  Cordova,  M^') ,  9,  rua 

Nueva.  —  Santiago  (Galice —  Espagne). 

Sanz  y  Lopez  (Cesareo),  profesor  de  matemëticas,  calle  del  Colegio  de 

Doncellas.  —  Toledo  (Espagne). 

ScBEYVEN(Abbé),  professeur  à  Tlnstitut  Saint-Louis. —  Bruxelles. 

Sgbmidt  (Henri),  intendant  de  la  maison  de  Croy.  —  Le  Rœulx. 

ScHMiTT,  professeur  à  Tlnstitut  catholique,  ii9,  rue  Nationale.  — 

Lille  (Nord  —  France). 

ScBNEiDER,  docteur  en  médecine,  26,  rue  Belliard.  —  Bruxelles. 

ScBOBBENS,  docteur  en  médecine,  49,  longue  rue  Neuve.  —  Anvers. 

ScHOEMARER  (W.-J.),  profcsscur  à  rÉcole  moyenne.  —  Nimègue  (Pays- 
Bas). 

DE  ScHOUTHEETE  DE  Tervarent  (Ch"),  vicc-présidcnt  du  Conseil  pro- 
vincial de  la  Flandre-Orientale.  —  Saint-Nicolas. 
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ScHUL  (Maurice),  GO,  avenue  Planlyn.  —  Anvers. 

DE  Selliers  de  Moranville  (Ch"  A.),  lieutenant  d'artillerie,  44*, 

chaussée  de  Charleroi  —  Bruxelles. 
Serret  (Paul),  professeur  à  l'Institut  catholique,  240,  ruede  Vaugi- 

rard.  —  Paris. 
Servais  (Abbé  Adolphe),  vicaire.  —  Temploux,  par  Rhisne  (Namur). 
SmoMs  (Alfred),  membre  de  la  Chambre  des  Représentants.  —  Ver- 

viers. 
SiMOMS  (Iwan),  industriel.  —  Verviers. 
SiaoNis  (Louis),  industriel.  —  Verviers. 
Smeke.ns  (Théophile),  président  du   tribunal  de  i''*'  instance,  51, 

avenue  Quentin  Metsys.  —  Anvers. 
S?(yers,  docteur  en  médecine,  10,  rue  de  TEvéché.  —  Liège. 
S.NYERS  (Raymond),  ingénieur,  15,  rue  Marie-Thérèse.  —  BruxeUes. 
Solano  t  Eulate  (José  Maria),  professeur  de  géologie  au  Musée  d'his- 
toire  naturelle,  calle   de  Jacometrezo,  41-bajo.  — 

Madrid  (Espagne). 
Solvyxs,  sénateur.  —  Tronchiennes  (Flandre-Orientale). 
Solvv.xs  (Albert) ,  7,  avenue  de  la  Place  d'Armes.  —  Gand. 
SoREiL,  ingénieur.  —  Maredret  sous  Sosoye,  par  Anthée  (Namur). 
de  Socza  Go.nzalvès  (José),  ingénieur  civil,  rua  de  Jungueira,  79.  — 

Belem- Lisbonne  (Portugal). 
Dc  Sparre  |0'),  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lyon,  châteaa 

de  Vallière.  —  Saint-Georges-de-Reneins  (Rhèoe  — 

France). 
Sfrincael  (Aufçuste),  ingénieur.  —  .\ywaille  vLiègc). 
Stappaerts  ^Eugène),  juge  au   tribunal  de  I"  inst^ince.  —  Aarcfs. 
SxASîiK,  profes^seur  au  Collège  de  la  Sainte-Trinilé,  rue  Marte-Thérèse. 

—  Louvain. 
Stille»a.\s  \^Chauoine  .\.^  docteur  eu  philosophie  et  lettres*  supé- 
rieur du  Séminaire.  —  Saint-Nicoks. 
Stillksa.xs  ^Abbé  LouisK  professeur  à  Tlnstitut  Saiut-Joseph. — 

Saint-Nieobs. 
Stlx^lmaursr  ^Emile)  «  docteur  eu  droit  >  31.   rue  des  Miuimcs. — 

Bruxelles. 
STOc>:>cA.^Alphousel,  direeteur-gêmut  de  laSoi^iété  ^ftuooyuiedttchar- 

boiiQ;ige  de  Sacré- H^dauie.  -—  IViiitipreuiy  ;H«ÙMttl). 
Storvs  ;Abbê  dmille)  «  cur^  de  Ganshonfu  par  Jette  ^Bmbtial). 
Sioiisis  ^J«>ho)^  3i*  rue  des  Cbauipc>-Êlysées^  —  Bruxe4W:k 
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Storms  (Raymond),  i3,  rue  du  Président.  —  Bruxelles. 

Stromeyer  (Abbé  Auguste),  curé.  —  Winckel  (canton  Ferrette  — 

Haute- Alsace). 
Struelens  (Alfred),  professeur  au  Collège   dé  la  Sainte-Trinité.  — 

Louvain. 
Surbled,  docteur  en  médecine,  45,  rue  de  La  Boëtie.  —  Paris. 
SuTTOR  (Eugène),  50,  rue  Van  Dyck.  —  Bruxelles. 
SwoLFS  (Abbé),  professeur  au  petit  Séminaire.  —  Malines. 
Tatmans  (Emile),  avocat,  90,  rue  de  Stassart.  —  Bruxelles. 
Tbixeira  (Gomes),  professeur  à  l'Université.  —  Goîmbra  (Portugal). 
Tennstedt  (Constant),  propriétaire,  41 ,  rue  de  la  Vanne.  —  Bruxelles. 
Tercelir  (Félix),  rue  du  Mont-de-Piété.  —  Mons. 
Theunis  (Auguste),  répétiteur  à  l'Université,  85,  rue  de  Tirlemont. 

—  Louvain. 
Thibaut  (Eugène) ,  avocat,  rue  de  la  Cloche.  —  Namur. 
Thibaut  (L.),  ingénieur.  —  Sars-Longchamps,  par  La  Louvière  (Hai- 

naut). 
Thibaut  (Victor),  ingénieur.  —  Ciney. 
Thibaut  (Xavier).  —  Jambes. 

Thiébauld  (Charles),  avocat,  60,  rue  Saint-François.  —  Bruxelles. 
Thiébaut  (Fernand),  ingénieur.  —  Marchienne-au-Pont  (Hainaut). 
Thiernesse  (Abbé),  curé  d'Ittre,  par  Braine-le-Château  (Brabant). 
Tbimus  (Léon),  ingénieur,  57,  rue  des  Joyeuses-Entrées.  —  Louvain. 
Thirion  (Alphonse) ,  pharmacien.  —  Sclayn  par  Namèche  (Namur). 
Tbirion,  s.  J.  (R.  P.),  il,  rue  des  Récollets.  —  Louvain. 
Tihmermans  (François),  ingénieur  de  la  Société  de  Couillet,  par  Char- 

leroi. 
Toussaint  (Charles),  ingénieur.  —  Hal. 
de  Trannoy  (B*"*  Paul),  99,  rue  de  la  Poste.  —  Bruxelles. 
Tras,  S.  J.  (R.  P.),  professeur  au  Collège  de  la  Paix.  —  Namur. 
DE  Trazegnies  (M'*).  —  Corroy-le-Château,  par  Gembloux. 
Troch   (Pierre),   inspecteur  provincial   des   écoles   primaires.  — 

Lierre. 
DE  T'Serclaes  (M''  Charles),  président  du  Collège  belge.  —  Rome. 
DE  T'Serclaes  (C^  Jacques),  lieutenant  au  4*'  rég.  d'artillerie,  27, 

rue  Wiertz.  —  Bruxelles. 
tSerstevens  (Léon),  52,  boulevard  Bischoffsheim. —  Bruxelles. 
TuRQUAN,  70,  rue  du  Bac.  —  Paris. 
Ttkort  (Emile),  ingénieur  civil.  —  Perck,  par  Vilvorde. 

vn.  c 


—  «4  — 

d*Ursel  (G^  Aymard),  capitaine  d'artillerie,  22,  rue  du  Luxembourg. 

—  Bruxelles. 

d'Ursel  (G^^  Gharles),  secrétaire  de  légation,  22,  rue  du  Luxembourg;, 

—  Bruxelles. 

d*Ursel  (G^*  Ludovic),  sénateur,  22,  rue  du  Luxembourg.  —  Bruxelles. 

Valcarcel  Vargas  (D'  Lope),  medico  de  la  fieneficencia.  —  Carrion 

(Palencia  —  Espagne). 

DO  Val  de  Beaulieu  (C*),  55,  avenue  des  Arts.  —  Bruxelles. 

Valette  (Madame),  20,  rue  Soufflot.  —  Paris. 

DE  LA  Vallée  Poussin  (Gharles),  professeur  à  TUniversité,  190,  rue 

de  Namur.  —  Louvain. 

Van  BiERVLiET  (Alb.),  docteur  en  sciences  physiques  etmathéraatiques, 

59,  rue  des  Joyeuses- Entrées.  —  Louvain. 

Van  Bibrvlibt  (Joseph),  professeur  à  l'Université,  1,  rue  Saint- 
Hubert.  —  Louvain. 

Vanden  Berc.  (Gharles),  notaire,  place  Saint-Paul.  —  Liège. 

Vanden  Gheyn  (R.  p.  Joseph)  S.  J.,  M,  rue  des  Récollets.  —  Louvaio. 

Vanden  Peereboom  (E.),  ingénieur,  15,  rue  d* Artois.  —  Liège. 

Vanden  Peereboom  (Jules),  avocat.  —  Gourtrai. 

vanden  Steen  de  Jehay  (G**  Hermann),  lieutenant  au  3*  régiment  d'ar- 
tillerie, 69,  rue  Belliard.  —  Bruxelles. 

VANDER  Briggen  (B*"  Mauricc),  rue  du  Gouvernement.  —  Gand. 

Vanderesse  (Ghanoine)«  rue  de  TArsenal.  —  Namur. 

Vander  Haeghe.n  (NVilliam),  avocat,  44,  rue  Berckmans.  —  Bruxelles. 

Vander  LiNDEN  (Camille),  50,  rue  de  la  Vierge  Noire.  —  Bruxelles. 

TANDER  Straten-Poxthoz  (O*  Frauçois),  15,  rue  de  la  LoL  — 

Bruxelles. 

VANDER  Straten-Ponthoz  (G*'  Iguacc),  général  d'artillerie  en  retraite. 

29,  rue  Joseph  IL  —  Bruxelles. 

Vander  Voordt  (Jules),  ingt'niour,  85,  marché  aux  Ghevaux.  —Anvers. 

Van  de  Woestyne  (Ghanoine),  professeur  au  grand  Séminaire.  — 

Bruges. 

Van  DrIcre:,  docteur  en  médecine,  rue  de  TOuvragc.  —  Namur. 

Van  Droiif.,  docteur  on  médecine,  rue  des  Chartreuses-  —  Bruges. 

Van  (ioidsnovcn,  dtKtour  en  médecine.  55,  rue  de  la  Casquette. — 

Liège. 

Van  Gi  lick.  S.  J.  (R.  P.),  2257,  rue  de  Tongrcs.  —  Maastricht  (Pays- 

B^s). 

Vannitelli  ^S,  E.  MgrS.U  nonce  a|>ostohque.  —  Vienne  (Autnche). 
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Van  Scheiidel  (Théodore),  ingénieur.  —  Afrique. 

Van  Segvelt  (Edmond),  \\%  boulevard  des  Arbalétriers.  —  Malines. 

Van  Tricht,  S.  J.  (R.  P.),  Collège  N.-D.  de  la  Paix.  —  Namur. 

Van  Vyye,  docteur  en  médecine,  médecin  du  régiment  du  génie.  — 

Anvers. 
Van  Zbebroeck  (Abbé) ,  directeur  à  TÉtablissement  des  Sœurs  Grises. 

—  Diest. 

Van  Zutlen-Orban  (Gust.),  industriel,  8,   quai  de  l'Industrie.  — 

Liège. 

Vaughan  (Rev.  John  S.),  St.  Bede's  collège.  — -  Manchester  (Angle- 
terre). 

Venneman,  docteur  en  médecine,  professeur  à  TUniversité. — Louvain. 

Vbrcrutsse  (Victor) ,  61,  rue  de  France.  — »■  Courtrai. 

Vbrhblst  (Abbé),   professeur  à  l'Institut  Saint-Boniface,  chaussée 

d'Ixelles.  —  Bruxelles. 

Verhoustraeten  (R.),  ingénieur,  chantier  John  Cockerill.  —  Anvers. 

Verriest  (G.),  docteur  en  médecine,  professeur  à  l'Université,  25,  rue 

des  Écreniers.  —  Louvain. 

Vicaire  (Eugène),  ingénieur  en  chef  des  mines,  50,  rue  Gay-Lussac. 

—  Paris. 

ViGORDUN,S.  J.  (R.  P.),  rector  del  Colegio  del  Jésus. < —  Tortosa  (prov. 

de  Tarragona  —  Espagne). 
Vilain  XIIII  (V«  Stanislas),  ii,  rue  du  Trône.  —  Bruxelles. 
DE  ViLLEGAS  DE  Saint-Pibrre  (C*'),  28,  rue  Marie  de  Bourgogne.  — 

Bruxelles. 
DE  ViLLEGAS  DE  Saint-Pierrb  (€*•  Ulric).  —  Ganshoreu  par  Jette  (Bra- 

bant),  ou  i,  rue  de  Spa.  —  Bruxelles. 
DE  Villers-Vergauwen  ,  42,  marché  au  Lin.  —  Gand. 
ViLLiÉ,  professeur  aux  Facultés  catholiques,  78,  boulevard  Vauban. 

—  Lille  (Nord  —  France). 

ViNES  (R.  P.  Benito),  director  del  Observatorio,  Colegio  de  Belen.  — 

La  Havane. 

VisART  (O*  Amédée),  bourgmestre  de  Bruges. 

DE  VoRGES  (E.  Domet),  74,  rue  Miromesnil.  —  Paris. 

Walravens  (Abbé  Adelson),  professeur  au  Séminaire  de  Bonne-Espé- 
rance, par  Binche. 

Ward  (John),  ingénieur  civil,  73,  boulevard  de  Waterloo.— Bruxelles. 

Warlokont  (René) ,  docteur  en  médecine  et  en  sciences  naturelles, 

hôpital  militaire.  —  Louvain. 


Wassbigb  (Armand)  fils,  banquier,  2**^  rue  Godefroid.  — Namur. 
OB  Wavrin  (M**),  49,  boulevard  du  Régent  —  Bruxelles. 
Wérotte  (François),  ingénieur  civil.  —  Fooz-Wépion  (Namur). 
Wéry  (Vincent),  président  du  tribunal  de  i'^  instance,  4,  rue  des 

Telliers.  —  Mons. 
WiLLiÉMB  (Ferdinand),  docteur  en  médecine,  membre  de  rAcadémie 

royale  de  médecine,  29,  rue  du  Mont  Escouvet.  — 

Mons. 
WiTTNANN  (Jules),  doctcur  en  médecine.  —  Malines. 
WiTz  (Aimé),  professeur  aux  Facultés  catholiques,  104,  boulevard 

Vauban.  —  Lille  (Nord  —  France). 
WoLF,  membre  de  Tlnstitut,  95,  rue  des  Feuillantines.  —  Paris. 
DB  WouTERS  (Chanoine).  — •  Braine-le-Comte. 

Di  WouTBRS  (Ch*'  Lambert).  —  Rotselaer  par  Wespelaer  (Brabuit). 
YsBBRANT  DB  Lbnoonck  (AlbéHc),  place  Liévin  Bauwens.  —  Gand. 
Zavan  (Félix),  58,  rue  de  Trêves.  —  Bruxelles. 
Zbch  (Guillaume),  négociant  —  Soignies. 
ZouDB  (Abbé  Léopold),  â3,  rue  Vanderlinden.  —  Bruxelles. 
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Liste  des  memkres  décèdes. 


François  Beslay Paris. 

Camille  Dautricoort Bruges. 

Augustin  Dubois Liège. 

B^  DE  GoDiN Namèche. 

François  Wasseige Namur. 

D'  Wattecamps Tournay. 


Listes  des  membres  inscrits  dans  les  sectiens. 


I'«  Section. 


MaihémaUques,  Astronomie,  Géodésie,  ~  Mécanique,  —  Génie  civil  et  militaire. 


MM.  Antoine  d*Abbadie. 
Adan  de  Yarza. 
Albear  y  Lara. 
R.  P.  Alcolado,  S.  J. 
A.  Barré  de  Saint- Venant. 
Baule. 

Théodore  Belpaire. 
R.  P.  deBenazé,  S.  J. 
P««  Boncompagni. 
da  Boys. 

R.  P.  Braun,  S.  J. 
N.  Breithof. 
Constantin  de  Burlet. 
L.  de  Bussy. 


MM.  R.  P.  Carbonnelle,  S.  J. 
Joseph  Carnoy. 

Abbé  Coppieters  de  Stockhove. 
Emile  Cousin. 
L.  Cousin. 
Louis  Criquillion. 
Louis  De  Beys. 
R.  P.  Delsaulx,  S.  J. 
J.  De  Tilly. 
Dusausoy. 

R.  P.  d'Esclaibes,  S.  J. 
Fabry. 
Franc. 
Abbé  Gelin. 
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MM.  Ph.  Gilbert. 
B«"  G.  Greindl. 
Grisar. 
Abbé  Grob. 
de  Grossouvre. 
O*  François  de  Grunne. 
HatoD  de  la  Goupillière. 
Charles  Hermite. 
Général  Jacmart. 
Jenner. 

Camille  Jordan. 
R.  P.  Joubert,  S.  J. 
Lacor. 

R.  P.  Lafont,  S.  J. 
Charles  Lagasse. 
Camille  Lambert. 
R.  P.  Dom  Lamey. 
Abbé  Bruno  Lefebvre. 
C.  Le  Paige. 

C^'  Charles  de  Liedekerke. 
de  Lisleferme. 
Léon  de  Locbt. 
Paul  Mansion. 
de  Marsilly. 
C^  L.  de  Maupeou. 
Micha. 

Abbé  Fr.  Moigno. 
Général  John  Newton. 


MM.  Nyssens. 
Pasquier. 
R.  P.  Pépin ,  S.  J. 
R.  P.  Perry,  S.  J. 
Chanoine  Piscé. 
Victor  Puiseux. 
V»«  de  Salvert. 
Sanz  y  Lopez. 

Cb"A.  de  Selliers  de  Moranville. 
Paul  Serret. 
R.  Snyers. 
C*  de  Sparre. 
Suttor. 
Teixeira. 

Fernand  Thiébaut. 
R.  P.  Thirion,  S.  J. 
François  Timmermans. 
Ct«  Jacques  de  FSercIaes. 
Turquan. 

C^  Aymard  d'Ursel. 
Abbé  Van  Biervliet. 
E.  Vandenpeereboom. 
Van  Scbendel. 
Abbé  Van  Zeebroeck. 
Vicaire. 
Villié. 
John  Ward. 
Aimé  VVitz. 


â»*  Section. 


Physique.  —  Chimie,  —  Métallurgie.  —  Météorologie  et  Physique  du  Globe» 


MM.  Alfageme. 
Ascbman. 

O*  Ch.  d'Aspremont-Lynden. 
Barff. 

A.  Béchamp. 
Charles  Blas. 
Alfred  Blondel. 
Bonamis. 

Auguste  BoDuevie. 
Branly. 

Alfred  Brêmen. 
Bruyiants. 
Antonio  Casares. 
Cbautard. 
R.  P.  Choné,  S.J. 
Jules  Dallemagne. 
Pierre  De  Heen. 
Abbé  J.  Delorge. 
Herman  De  Prêter. 
A  Devivier. 
François  Dewalque. 
Dincq-Jordan. 
André  Dnmont. 
R.  P.  Dumont,  S.  J. 
Dutordoir. 
Feliù  y  Perez. 
B«n  A.  de  Fierlant. 
L.  de  Gérando. 
Gérard. 
Gillet. 

R.  P.  Granero,  S.  J. 
Gravez. 
Hector  Henry. 


MM.  Louis  Henry. 
René  Kerviler. 
R.  P.  Maas,  S.J. 
Malisoux. 
(J.Massalski. 
Mertens. 

Gbanoine  MicbieU. 
Lucien  Misonne. 
Josepb  Mullenders. 
Oldenbove. 
R.  P.  0*MaIley,  S.  i. 
Louis  Nève. 
Palgen. 
Picbault. 
Abbé  Pirard. 
G.  Planté. 

Abbé  Quirini. 
Abbé  Ravain. 

R.  P.  de  Régnon,  S.  J. 

Roderburg. 

Rupin. 

Salterain. 

de  Souza  Gonzalvès. 

Springael. 

Auguste  Tbeunis. 

R.  P.  Ti*as,S.J. 

Tykort. 

Jules  Vander  VoonJt 

R.  P.  Van  Tricbt,  S.  J. 

Abbé  Verbelst. 

R.  Verhoustraeien. 

R.  P.  Viftes,  S.  J. 
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5n«  Section. 


Géologie,  Minéralogie.  —  Botanique.  —  Zoologie.  —  Paléontologie.  ~  Anthropologie  ^ 

Ethnographie,  Science  du  langage.  —  Géographie. 


MM.  Chanoine  Abbeloos. 
d'Acy. 
Fr.  Alexis. 
Aimera. 
Arcelin. 

O*  Alb.  d'Auxy  de  Launois. 
Ch.  Baguet. 
Bâillon. 
Abbé  Bardin. 
Abbé  Bauwens . 
Joacbim  Barrande. 
Emile  Bayle. 
Bernardin. 

M**  de  la  Boëssière-Tbiennes. 
Abbé  Boulay. 
Abbé  Bourgeat. 
C»»  L.  de  Briey. 
Buisseret. 
Abbé  Campelo. 
Abbé  Carnoy. 
Firmino  Casares. 
Chanoine  Golson. 
Paul  Daron. 
Dassonville. 
Abbé  De  Brouwer. 
Docteur  Louis  Delgeur. 
Chanoine  Adolphe  Del  vigne. 
Max  Deprez. 
Abbé  Descamps. 
Abbé  Detierre. 
Gustave  Dewalque. 
Diaz  de  Arcava. 


MM.  Abbé  Ducrost. 
Max  Dugniolle. 
R.  P.  FiU.  S.J. 
Flahauli. 

Docteur  Foerster. 
Abbé  de  Foville. 
Gandoger. 
Grand*Eury. 
B»»  du  Graty. 
Abbé  Bernard  HaaI. 
Abbé  Hamard. 
C^*  d*Hemricourt  de  Grunne. 
Abbé  Joseph  Hervier. 
R.  P.  Heude,  S.  J. 
R.  P.  Kirscb. 
Charles  de  Kirvvan 
Godefroid  Kùrth. 
A.  de  Lapparent. 
Abbé  Ferdinand  Lefebvre. 
Henri  Lefebvre. 
C^**  G.  de  Lichtervelde. 
O*  Adolphe  de  Limburg  Stirum. 
Abbé  Lonneux. 
de  Maleingreau. 
Edouard  Marlens. 
Martinez  y  Saez . 
Mello. 

M*'  de  Nadaillac. 
Abbé  Noël. 
Oomen. 

Abbé  Nicolas  Post. 
Abbé  Rachou. 


'IM.  Alfred  Struelens. 
Abbé  Swolfs. 
O*  Charles  d'Ursel. 
Charles  de  la  Vallée  Poussin. 
R.  P.  Van  den  Gheyn,  S.  J. 
Van  Drècbe. 
Van  Segvelt. 
de  Vorges. 
M»»  de  Wavrin. 
Wéroite. 


*ction. 

^Pathologie,  Thérapeutique,  etc, 

MM.  Goix 
Haan. 

R.  P.  Uabn,  S.  J. 
Hairion. 
Hamoir. 
Hayoit. 

Eugène  Hubert. 
Justin  Ide. 
Janssens. 

Alexandre  Lagasse. 
Laline. 

P.  Lebesconte. 
Lebon. 

Charles  Ledresseur. 
Lefebvre. 
E  Masoin. 
Jules  Matagne. 
Michaux. 
Léopold  Miot. 
Mœller. 
Obet. 
Alphonse  Proosi. 
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MM.  Reynaert. 
Schneider. 
Schobbens. 
Snyers. 
Surbled. 
Valcarcel. 


MM.  Van  Goidsnoven. 
Venneman. 
Verriest 
R.  Warlomont 
Ferdinand  Willième. 
Wittmann. 


5"»«  Section. 


Agronomie.  —  Économie  sociale.  Statistique,  —  Sciences  commerciales. 

Économie  industrielle. 


MM.  Auguste  Beckers. 
Adolphe  Berleur. 
Victor  Bonnevie. 
Abbé  Th.  Bouquillon. 
Armand  Brifaut. 
François  de  Cannart  d'Hamale. 
Jules  Cartuyvels. 
Colmant. 
Davignon. 

P««  Emmanuel  de  Croy. 
P"  Gustave  de  Croy. 
P"  Juste  de  Croy. 
Herman  De  Baets. 
Tony  De  Bruyn. 
Ernest  De  Hults. 
De  Marbaix. 
É.  Descamps. 
Ferdinand  Dohet. 
Doucet. 
Dubost. 

Joseph  Eyerarts. 
Cb.  Féron-De  Decker. 
Focillon. 
Emile  Geelband. 
Frank  Gillis. 


MM.  Paul  de  Gerlache. 
Grandmont. 
Bon  de  HaulleTille. 
de  le  Hoye. 
Victor  Jacobs. 
Claudio  Jannet. 
Arthur  Jeanmart. 
V*«  Eugène  de  Kerckbove. 
Paul  Lefebvre 
Legrand-Benoit. 
O^  Ferdinand  Le  Grelle. 
€*«  Edouard  de  Liedekerke. 
Emile  Limpens. 
Henri  Mayer. 
Francis  de  Monge. 
Léon  de  Monge. 
Cb"  de  Noreau  d*Andoy. 
C^  Léon  de  Nédonchel. 
Otto. 
Pelligero. 
A.  de  Ponthière. 
De  Poscb. 
F.  de  Radiguez. 
Georges  Rolin. 
Jules  Rolin. 
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MM.  Henri  Saey. 
Henri  Schmidt. 
Théq>hile  Smekens. 
Emile  Stinglhamber. 
Charles  Thiebaald. 
Léon  rSerstevens. 
Chanoine  Vanderesse. 
Camille  Vander  Linden. 


MM.  O*  Fr.  Yander  Straten-Ponthoz. 
Gustave  Van  Zuylen-Orban. 
V'«  St.  Vilain  XIIII. 
C(«  de  Villegas  de  Saint-Pierre. 
Visart. 

Abbé  Adelson  Walrayens. 
Armand  Wasseige. 
Vincent  Wéry. 


1882-1883. 


Président,  M.  L.  Delgeur. 
i^  Vice-Président,  M.  le  général  Jacmart. 
2*  Vice-Président,  M.  André  Domont. 
Secrétaire,  R.  P.  Garbonnelle,  S.  J. 
Trésorier,  M.  Henri  Lefebvre. 

MM.  Th.  Bblpaire. 

M**  DE  LA  BoËSSIÈRE-ThIBNNES. 

Fr.  DE  Gannart  d'Hamale. 

L.  GousiN. 

Ghanoine  Dblyigne. 

F.  Dewalque. 

Ph.  Gilbert. 

L.  Henry. 

Gh.  Lagassb. 

D*"  Lefebvre. 

P.  Mansion. 

D'  Moeller. 

A.  Proost. 

Léon  t'Serstevens. 

G**  Fr.  yander  Stratbn-Ponthoz. 


Secrétaire-adjoint. 
M.  L.  De  Bets. 
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1883-1884. 


Président,  M.  le  M*'  de  Nadaillac. 
I**  Vice-Président  y  M.  Léon  t'Sbrstevens. 
2*  Vice^Président,  M.  A.  Proost. 
Secrétaire,  R.  P.  Carbonnelle,  S.  J. 
Trésorier^ (*). 

MM.  Belpaire. 

M*"  DE  LA  BoÊSSIÉRE-ThIENNES. 

Fr.  DE  Cannart-d'Hamale. 

L.  Cousin. 

L.  Delgeur. 

Chanoine  Delvigne. 

Fr.  Dbwalque. 

André  Dumont. 

Ph.  Gilbert. 

L.  Henry. 

Général  Jachart. 

Ch.  Lagasse. 

D'  Lbfebvbe. 

Henri  Lefebvre. 

Paul  Mansion. 

O*  Fr.  yandbr  Straten-Ponthoz. 

Secrétaire-adjoint. 
M.  L.  De  fiEYs. 


(1)  Le  secrétaire  eo  fera  provisoirement  les  fondions. 


1889- 1889. 


i^  Section. 

Président,  M.  le  général  Jacmart. 
Vice-Présidents,  MM.  Vicaire  et  Belpaire. 
Secrétaire,  M.  L.  De  Bets. 

2«  Section. 

Président,  M.  De  Heen. 

Vice-Présidents,  MM.  Tabbé  Delorge  et  Aschman. 

Secrétaire,  M.  Aug.  Springael. 

3«  Section. 

Président,  M.  de  la  Vallée  Poussin. 

Vice-Présid.y  MM.  le  M'*  de  Nadaillac  et  le  chanoine  Dblvigiib. 

Secrétaire,  M.  Henri  Lefebvre. 

4«  Section. 

Président,  M.  Cousot. 

Vice-Présidents,  MM.  Willième  et  Verriest. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Du  mont. 

5«  Section. 

Président,  M.  le  C'«  Fr.  yander  Straten-Pomthoz. 
Vice-Présidents,  MM.  A.  de  Moreau  d*Andot  et  L.  t'Serstetbns. 
Secrétaire j  M.  Ch.  Thiebauld. 
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1883-4884. 


i"  Section. 

Président,  M.  Mansion. 

Vice-Présidents,  MM.  le  C"  de  Sparre  et  Jos.  Carnoy. 

Secrétaire,  M.  Alb.  Van  Biervliet. 

2«  Section. 

Président,  M.  André  Dumont. 

Vice- Présidents,  R.  P.  Van  Tricht  el  M.  Theunis. 

Secrétaire,  M.  le  B®"  A.  de  Fierlant. 

3«  Section. 

Président,  M.  L.  Delgeur. 

Vice-Présidents,  MM.  Domet  de  Vorges  et  R.  Storms. 

Secrétaire,  M.  Buisseret. 

4«  Section. 

Président,  M.  Willième. 

Vice-Présidents,  M.  Verriest  et  R.  P.  Hahn. 

Secrétaire,  M.  Ach.  Dumont. 

5«  Section. 

Président,  M.  le  C"  Fr.  vander  Straten-Ponthoz. 

Vice- Présidents,  MM.  A.  de  Moreau  d'Andoy  et  L.  t'Serstevens. 

Secrétaire,  M.  Ch.  Thiebauld. 
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SESSIONS    DK    1882-1883 


BXTRilTS  DIS  PROCÈSfERBiUX. 


La  Société  a  tenu  trois  sessions  pendant  cette  septième  année; 
La  première,  le  jeudi  36  octobre  1882; 
La  seconde,  le  jeudi  25  janvier  1883  ; 
Et  la  troisième,  le  lundi  %  le  mardi  3,  le  mercredi  4,  et  le  jeudi 
5  avril  1883. 


SÉANCES  DES  SECTIONS 


Première  Section. 


Jeudi,  26  octobre  i882.  —  Le  R.  P.  Garbonnelle  présente,  au 
nom  de  M.  le  comte  de  Sparre,  un  mémoire  Sur  le  pendule  de 
Foucault. 

M.  Gilbert  est  nommé  commissaire. 

Le  R.  P.  Garbonnelle  fait  hommage  aux  membres  de  la  section 
d'un  petit  tableau  imprimé,  permettant  de  calculer,  sans  écrire 
aucun  chiffre,  la  date  de  Pâques,  d  après  Gauss. 

L'auteur  explique  la  manière  pratique  de  s'en  servir;  puis  il 
expose  brièvement  la  théorie  qui  a  servi  à  le  composer. 

M.  Gilbert  présente  une  note  Sur  ui%e  transformation  des 
équations  de  l'hydrodynamique. 

Est  nommé  commissaire  M.  De  Tilly. 

M.  Jordan,  de  l'Institut  de  France,  fait  hommage  à  la  section 
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du  rapport  présenté  à  TAcadémie  des  sciences  de  Paris,  sur  le 
mémoire  de  M.  Gilbert,  traitant  de  divers  problèmes  de  mouve- 
ment relatif. 

M.  Dutordoir  présente  une  note  sur  le  théorème  suivant  : 
Toute  équation  algébrique  a  une  racine,  et  en  communique  ver- 
balement le  résumé  à  la  section. 

M.  Mansion  est  nommé  commissaire. 

Jeudi,  25  janvier  1885.  —  M.  De  Tilly  envoie  le  rapport  sui- 
vant sur  la  note  présentée  le  26  octobre  1882,  par  M.  Gilbert, 
Sur  une  transformation  des  équations  de  V hydrodynamique. 

Hnppowê  dm  M,  t09  TUMy. 

L'objet  du  mémoire  de  notre  savant  collègue  est  d'effectuer, 
sur  les  équations  de  Thydrodynamique  (considérées  dans  Thypo- 
thèse  où  il  existe  une  fonction  des  forces,  ainsi  qu'une  relation 
entre  la  pression  et  la  densité),  une  transformation  qui  les  ramène 
à  une  forme  rappelant  celle  qui  a  été  donnée  par  Lagrange  aux 
équations  générales  du  mouvement,  et  se  prêtant  bien  à  aborder 
chaque  problème  d'hydrodynamique  dans  le  système  de  coor- 
données le  plus  convenable. 

L'auteur  en  fait  l'application  à  des  exemples  intéressants,  et 
déduit  aussi  de  sa  méthode  les  équations  données  par  Clebsch 
dans  le  tome  LIV  du  Journal  de  Crelle. 

Le  travail  dont  je  viens  d'indiquer  sommairement  l'objet  est, 
à  mon  avis,  d'une  réelle  importance;  comme  M.Gilbert,  je  pense 
que  les  transformations  proposées  sont  nouvelles;  pas  plus  que 
lui,  je  ne  puis  l'affirmer  d'une  manière  absolue;  mais  je  n'hésite 
pas  à  proposer  l'impression  du  mémoire  dans  les  Annales  de  la 
Société. 

La  section  vote  l'impression  de  la  noté.  (Voir  2***  partie,  p.  1.) 
M.  le  vicomte  de  Salvert  présente  un  mémoire  Sur  les  ombilics 
coniques.Ce  mémoire,  soumis  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris, 
a  été  l'objet  d'un  rapport  favorable  de  M.  Camille  Jordan. 

vn.  d 
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du  mouvement  des  termes  d'une  grandeur  comparable  à  ceux  de 
Tordre  de  w*. 

Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que  les  problèmes  traités  dans 
cette  hypothèse  soient  inutiles  :  les  solutions  peuvent  servir  pour 
d'autres  problèmes  de  mécanique  conduisant  à  des  équations  de 
la  même  forme.  Ainsi  certaines  relations,  sans  application  réelle 
dans  les  mouvements  terrestres,  trouvent  leur  réalisation  dans 
le  polytrope  de  M.  Sire,  etc. 

M.  SuUor  soumet  à  la  section  une  note  Sur  une  application 
de  statique  graphique  et  donne  verbalement  communication  de 
son  travail.  (Voir  2**"  partie,  p.  409.) 

Sont  nommés  commissaires  MiM.  Gilbert  et  Cousin. 

M.  Mansion  présente  une  note  Sur  l'approximation  des  aires 
et  des  longueurs. 

Est  nommé  commissaire  M.  Le  Paige. 

iM.  Mansion  expose  le  résultat  de  Texamen  qu'il  a  fait  du 
mémoire  de  M.  Dutordoir,  présenté  le  26  octobre  dernier,  et 
demande  à  déposer  son  rapport  ultérieurement. 

La  section  décide  que,  si  le  rapport  est  favorable,  Timpressioii 
du  mémoire  pourra  avoir  lieu.  (Voir  2**®  partie,  p.  437.) 

RappoÈ'9  de  Mi.  MÊanêion. 

1.  Principe  de  la  nouvelle  démonstuation.  Soit 


?  (-)  =  ?  (^  -^  i/l/—  i  )  =  ^x,  t/)  -^  l/^  X  (x^  y) 


une  fonction  d'une  variable  imaginaire  z  =  x  -+-  y  1/ —  1  ayant 
une  dérivée  continue 

?'W=^:(^,  y)'^^~\xA^,  !/)=  -l/^[^;(x,  y)-^V~\  x^{x,y)] 

de  manière  que  'Y,  =  xl ,  'V;,  =  —  %^. 

Supposons  que  pour  une  certaine  valeur  de  x  et  de  y,  les  deux 
dérivées  partielles  '|i,  'Y,,  (pu  xl, — où)  ne  soient  pas  nulles 
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simultanément.  On  aura,  comme  Ton  sait,  6, 6^,  6^,  ôj  étant  com- 
pris entre  0  et  1, 

A,tp  ==  Ax  t/,;  (x  -*-  eAx,  y\      à^x  =  —  Ax  ^;  (x  -f-  6, Ax,  y) 
V  =  %  '^i  (^»  y  ■*-  ® Av).    Ay:;^:  =  Af/ 1^;  (x,  y  -♦-  ejAy) . 

Par  suite, 

Ax'P  _      'fx  (x  -♦-  ^Ax,  y)  ^',  (x,  y) 

A.%  ^;  t> -+- ôjAx,  y)  ';';(a:,t/) 

V  ^  'f^y  (^>  y  -»-  ^jA  t/)  ^  ^y  {x,  y)  _^  ^ 

\x      Vx{ocyy-^B^^y)      fAx.y) 

Ê,  e^  ayant  pour  limite  zéro  en  même  temps  que  Ax  ou  Ay.  Pour 
la  commodité  du  langage  regardons  x  et  y  comme  les  coor- 
données rectangulaires  d'un  point.  Il  résulte  des  deux  dernières 
formules  que  si  le  rapport  Qp',  :  ^i)  est  positif,  les  fonctions 
^  et  %  varient  en  sens  contraire  dans  la  direction  de  l'axe  des  x, 
dans  le  même  sens  dans  la  direction  de  Taxe  des  y  ;  que  c'est 
l'inverse  si  ce  rapport  est  négatif.  Par  conséquent,  on  peut  toujours 
faire  varier  x  ou  y  seul  de  manière  que  les  deux  fonctions 
4^,  X  croissent  ou  décroissent  ensemble,  ou  que  l'une  d'elles 
croisse  tandis  que  l'autre  décroit  ou  inversement. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  qu'il  en  est  de  même  si  l'on 
fait  varier  x  ei  y  sur  des  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  de 
coordonnées,  pourvu  que  ^l  ■+-  ^\,  et  ^l  —  ^i  soient  différents 
de  zéro. 

Cette  remarque  appliquée  à  une  fonction  algébrique  entière 
(p(x-*-î/l/ — 1)  de  degré  n  est  le  principe  de  la  nouvelle 
démonstration  de  M.  Dutordoir.  Elle  lui  permet  d'abord  de  faire 
devenir  la  fonction  %  très  petite,  ^  oscillant  entre  deux  valeurs 
finies;  puis  de  rendre  à  son  tour  la  fonction  %  aussi  petite  qu'on 
le  veut,  la  fonction  %  continuant  à  rester  très  voisine  de  zéro  ; 
enfin  de  faire  tendre  ^  et  %  simultanément  vers  zéro.  En  même 
temps,  X  et  2/  s'approchent  de  valeurs  déterminées  a  et  6,  de 
sorte  que  a  -+■  b  V —  1  est  une  racine  de  9  (x  -i-  t/  v—\)  =  0. 
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La  simplicité  de  Tidée  fondamentale  de  la  démonstration  de 
M.  Dutordoir  lui  donne  un  caractère  intuitif,  pour  ainsi  dire, 
comme  nous  allons  le  montrer  en  analysant  son  travail  (*). 

9.  Lemhes  préliminaires.  L'auteur  commence  par  établir 
quatre  lemmes  préliminaires  presque  évidents,  si  Ton  représente 
les  fonctions  ^  et  %  par  la  hauteur  u  au-dessus  du  plan  des  xy 
des  surfaces  ayant  pour  équation  w  =  ^  (x,  y),  w  =  %  (x,  y). 

L  Si  l'on  fait  varier  x  et  y  de  manière  que  ^  et  %  restent  infé- 
rieures à  une  grandeur  donnée,  x  et  y  sont  aussi  inférieures  à 
une  certaine  limite  assignable. 

IL  Si  X  et  y  restent  inférieures  à  une  certaine  valeur  donnée 
et  si  9(ac, //)  reçoit  un  accroissement  supérieur  à  une  quantité 
donnée,  Ax^  •+■  Ay^  est  supérieur  à  une  certaine  limite  assi- 
gnable. 

IIL  Soient 


jj,=X,  -4- t/,l/—  1,  Zo  =  Xi-¥-  t/îl/—  l,  •••,  z^  ,  =x„_i  -¥■  y„  _|l^— 1 


les  racines  de  9'z  =  0.  En  donnant  à  z  une  valeur  x  4- 1/  v—Â 
différente  des  n  (n  —  i)  racines  des  équations 

?{-)  —  ?(^i)  =  0.      'r  (2|)  —  ?  (Zî)  =  0,  ...      y  [z)  —  j>(z„.,)  =  0, 

on  pourra  trouver  une  quantité  K  inférieure  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  de  (//(x,  y)  —  ^  (x,,  y^)  et  %  (x,  //)  —  %  (x^,  y^), 
de  ^  (x,  y)  —  ^  (x^,  /y^)  et  %(x,  y)  —  %  (^2,  t/â)»-»  de 
^'(^jy)— K^H  .,  ?/.-i)  et%(x,  2/)-^2^(x„_„?/,„4).  Il  y  aura 
une  infinité  de  valeurs  de  x  -f-  jy  ^ —  \  correspondant  à  une 
même  valeur  K. 

IV.  Les  valeurs  de  x  et  ?/  telles  que  les  lemmes  I,  III  subsistent 
rendent  la  somme  des  valeurs  absolues  des  dérivées  partielles  de 
^  ou  de  %  supérieure  à  une  constante  X. 

S.  Propriété  fondamentale.  Ces  préliminaires  posés,  consi- 
dérons une  certaine  valeur  de  jz  =  x  -h  //  V/ —  i,  telle  que  pour 


(•)  Çà  et  là,  nous  suivons  un  ordre  un  peu  différent  de  celui  de  l'auteur. 
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cette  valeur  et  pour  les  valeurs  voisines  on  ait  y\l^'*  -+-  V^ J/Jf  >  ).. 
Les  seuls  cas  qui  puissent  se  présenter  sont  les  suivants  : 

III.  V^'^'  Zi^^^^>î  ^-         IV.  ï/^;?  >  !  ;.,  t/^  5  1  A. 
Premier  cas.  On  aura 

Ai>  =  Ax^j;^  yx  ■+■  eAx,  y  ■+-  ôAt/)  -♦-  Ay  ^y  (x  +  ôAx,  y  -+-  ôAy). 

Si  Ax^  =  A?/^  et  est  suffisamment  petit  pour  que  dans  le  cours 
de  la  variation  les  conditions  du  premier  lemme  soient  vérifiées, 
raccroissement  A^  est  1**  de  même  signe  que  Ai/^j^i,  2°  supé- 
rieur à  {  ?.Ai/  en  valeur  absolue.  De  même,  à  cause  de  ^i  =  %y, 

^l  =  —  Xyy 

^X  =  —  Ax'fy(x  -*-  eAx,  y  -♦-  ôAy)  -*-  Ay <^^x  -h  eAx,  y  ■+■  eAy) 

est  de  même  signe  que  —  Ax^i  et  est  supérieur  à  ^  ^  Aar  en  valeur 
absolue. 

On  peut  donc  faire  varier  ^  et  %  dans  tel  sens  que  Ton  veut 
et  le  rapport  de  leurs  accroissements  à  celui  de  x  ou  de  y,  en 
valeur  absolue,  surpasse  ^  ^  et  a  fortiori  ^  X. 

Deuxième  cas.  Démonstration  identique  de  la  même  propo- 
sition. 

Troisième  cas.  Dans  ce  cas,  en  valeur  absolue,  ^x  et  ^'y  sur- 
passent {X  Or,  on  a,  en  faisant  varier  x  ou  y  seul, 

A.<f/  =  Ax ^;  (x  -f-  ôAx,  y),      A,%  =  Ax  ^'y  (x  -f-  ^Ax,  y)  ; 
Ayf  =  Ay  ^;  (X,  y  -+-  eAy ),      X,x  =  —  Ay  ^[.  (x,  y  -f-  eAy). 

En  choisissant  Tun  de  ces  deux  modes  de  variation,  on  peut 
faire  en  sorte  encore  que  les  deux  fonctions  varient  simultané- 
ment chacune  dans  tel  sens  que  l'on  veut  et,  en  valeur  absolue, 
le  rapport  de  leurs  accroissements  à  celui  de  x  ou  de  y  sur- 
passe { l. 
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Quatrième  cas.  Démonstration  identique  de  la  même  propo- 
sition. 

Appelons  premier  mode  de  variation  celui  qui  correspond  aux 
cas  I,  II  ;  second  mode,  celui  qui  correspond  aux  cas  III  et  IV  et 
supposons  que  Ton  veuille  faire  varier  ^  et  %  dans  un  sens  déter- 
miné, tant  que  V^^,  -f-  ^^^y  >  X.  On  emploiera  le  premier  mode 
aussi  longtemps  que  Tune  des  dérivées  est  inférieure  à  j^;  le 
second  aussitôt  que  Tune  d'elles  devient  égale  à  ji;  le  premier 
de  nouveau  quand  Tune  de  ces  fonctions  égale  ^  >  et  ainsi  de 
suite.  Le  mode  de  variation  sera  complètement  déterminé.  Entre 
deux  changements  de  mode  de  variation,  une  des  dérivées  par- 
tielles change  au  moins  de  -^l;  par  suite,  d'après  le  lemme  II, 
Taccroissement  de  x  ou  de  y  correspondant,  en  valeur  absolue, 
surpasse  une  quantité  assignable. 

On  peut  remarquer  que  x  et  y  étant  plus  petits  qu'une  quan- 
tité assignable,  il  en  est  de  même  des  dérivées  ^x,  (//^.  Par  suite 
non  seulement  en  valeur  absolue,  A^,  A%  sont  supérieurs  à  ^  ). 
multiplié  par  l/Ax'^,  V^Aj/*,  mais  sont  aussi  inférieurs  à  {  aV^Ax* 
ou  {  aI/Ai/*,  a  étant  une  quantité  assignable.  Donc  enfin  : 

Tant  que  \  et  y  vérifient  les  conditions  des  lemmes  /,  ///,  on 
peut  faire  en  sorte  que  les  fonctions  ^,  %  varient,  dans  tel  sens  que 
l'on  veut,  de  quantités  comprises  en  valeur  absolue  entre  ^"k^ Ax^ 
ou  { 1  l/Aî/2  et  ~  A  1/Ax^,  {  A  I/A;/*,  "^  et  a  étant  des  quantités 
finies  assignables, 

4.  Toute  équation  a  une  racine.  Si  aucune  des  quantités 
^1»  ^2>  ••  ^«-i>  %i>  %2»--  %»-!  n'est  nulle,  considérons  une  valeur 
x^  -h  y^\/ —  i  de  z  vérifiant  les  conditions  des  lemmes  I,  III, 
ainsi  que  les  valeurs  voisines.  Soient  ^  (^a  >!/«)=  ^jc> 
x(x^jya)  =  Xx'  Par  hypothèse,  i|;^  est  différent  de  ^i,  4'2,...,^„_,, 
ou  Xj.  de  %|,  Xi, ...  Xn-i'  Supposons  que  la  première  hypothèse 
se  réalise.  Donnons  à  x,  y,  des  valeurs  x^,  y^  suffisamment  voi- 
sines de  x^,  y^  afin  que,  pour  les  valeurs  intermédiaires,  les 
conditions  des  lemmes  I,  III  se  réalisent.  Faisons  varier  ^  de 
'1^  vers  ^^,  puis  de  'p^  vers  ^^,  ensuite  de  ^^  vers  ^^  et  ainsi 
de  suite,  en  même  temps  que  x,  qui  a  d'abord  eu  la  valeur 


k 
^ 
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X  (x^y  2/^),  tend  vers  zéro.  Cela  sera  possible  :  en  effet,  ^  et  %  sotit 
inférieurs  à  une  limite  donnée  au  début  et,  par  suite,  ultérieure- 
ment, d'après  le  mode  de  variation  défini  au  n°  3;  il  en  est  donc 
de  même  de  x  et  de  y  (lemme  I)  ;  d'après  le  lemme  II,  Aoc^  -^  Aj/' 
est  supérieur  à  une  quantité  donnée  ;  par  suite,  d'après  le  n""  3, 
les  accroissements  de  ^j^  et  %  sont  supérieurs  en  valeur  absolue 
à  {  )Ax  ou  j  XAy,  que  Ton  emploie  une  fois  le  premier  ou  le 
second  mode  de  variation.  En  l'employant  un  nombre  suffisant 
de  fois,  on  peut  donc  faire  en  sorte  que  %  soit  nul  ou  aussi  petit 
que  Ton  veut. 

Parmi  les  valeurs  ^^y  ^o»— >  ^«-i>  %i>  %2»->%«-i»  qu^'^^^s-unes 
peuvent  être  nulles,  mais  ^  et  %  ne  peuvent  pas  être  nulles  à  la 
fois  (auquel  cas,  on  aurait  immédiatement  une  racine  de  (fz=0). 
Prenons  une  quantité  A  plus  petite  en  valeur  absolue  que  la 
plus  petite  de  celles  des  quantités  4^1,...,  %^i,  %i,...,  %„>i  qui  ne 
sont  pas  nulles,  et  supposons  que  nous  ayons  rendu  %  plus  petit 
que  A.  Alors  on  aura  : 


»/(4'-^i)*H-l^(%-%i)^>K,  ^^(^-^,)^-Hl/(%-%.)>K,elc.     (1) 

K  étant  une  quantité  assignable.  On  pourra  donc,  par  un  procédé 
analogue  à  celui  qui  est  décrit  plus  haut,  faire  osciller  %  enfre 
deux  valeurs  comprises  entre  zéro  et  A  et  rapprocher  ^  de  zéro 
autant  qu'on  le  voudra. 

Quand  ^  sera  devenu  égal  à  %,  ces  deux  fonctions  vérifieront 
toujours  des  conditions  analogues  à  (1);  on  pourra  donc  les  faire 
tendre  Tune  et  l'autre  vers  zéro;  quand  l'une  est  nulle,  les  faire 
tendre  l'une  vers  l'autre  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Appelons 
à  chaque  instant  ^  la  plus  grande,  rj  la  plus  petite. 

La  quantité  |  a  pour  limite  zéro,  car  autrement  elle  resterait 
supérieure  à  une  constante  déterminée  C,  tandis  que  rj  oscillerait 
un  nombre  indéfini  de  fois  entre  zéro  et  C  ou  même  entre  zéro 
et  i.  Or,  cela  est  impossible,  car  à  ces  oscillations  de  vj  corres- 
pondent des  accroissements  Ax  ou  Aj/,  dont  la  somme  en  valeur 
absolue  dépasse  toute  quantité  donnée,  puisque  l'on  a,  entre  Ax 
ou  Ay  d'une  part,  et  Aij  d'autre  part,  une  relation  de  la  forme 
A>3  <  ^  A'Ax  ou  <  ^A'Ai/  (en  valeur  absolue).  Ensuite,  entre  les 
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accroissements  A|,  toujours  de  même  sens  de  |,  et  les  accroisse- 
ments Ax  ou  Al/,  on  a  aussi  une  relation  de  la  forme  A|  >  {X'Ax 
ou  >  P'Ay  (en  valeur  absolue).  La  somme  des  A|  ne  peut  donc 
pas  ne  pas  dépasser  toute  quantité  donnée  et,  par  suite,  |  en 
valeur  absolue,  devient  moindre  que  G,  ou  a  pour  limite  zéro. 
En  même  temps  que  ^  et  x  tendent  vers  zéro,  x  ei  y  tendent 
vers  des  limites  déterminées  a,  b.  En  effet,  on  conclut  aisément 
de  considérations  analogues  à  celles  qui  précédent  que  la  partie 
positive  et  la  partie  négative  des  accroissements  de  x  ei  de  y  ont 
Tune  et  lautre  une  limite  finie. 

5.  Conclusion.  Telle  est  lesquisse  de  la  démonstration  de 
M.  Dutordoir.  Il  y  a  tout  au  plus  cinq  ou  six  démonstrations  du 
théorème  fondamental  de  l'analyse  algébrique,  qui  soient  suscep^ 
tibles  d'une  exposition  absolument  rigoureuse,  savoir  :  les  trois 
démonstrations  de  Gauss,  celle  de  Lipschitz  dont  le  principe  est 
dû  à  Argand;  celle  de  Caucliy  (théorème  sur  le  nombre  des 
points-racines  dans  un  contour  donné)  ;  puis  enfin,  peut-être, 
celles  de  Glifford  et  de  Walecki  dont  le  principe  est  le  même. 
Toutes  sont  plus  compliquées  au  point  de  vue  des  raisonnements, 
des  calculs  ou  des  connaissances  préliminaires  qu'elles  supposent 
que  celles  de  M.  Dutordoir.  La  simplicité  (relative,  bien  entendu) 
de  la  démonstration  de  M.  Dutordoir  provient  d'abord  de  ce 
qu'elle  a  pour  base  la  propriété  essentielle  des  fonctions  d'une 
variable  imaginaire,  l'égalité  des  dérivées  ^î  et  %i,  ^^  et  où  qui 
exprime  le  mode  de  variation  simultanée  des  fonctions  ^  et  %; 
ensuite  de  ce  que,  dans  ses  calculs,  il  s'est  servi,  non  du  théorème 
de  Taylor,  mais  de  l'une  des  formes  du  théorème  de  Rolle,  lequel 
est,  comme  Ton  sait,  le  principe  fondamental  de  l'analyse  (*). 

Il  a  donc  attaqué  son  sujet  d'une  manière  complètement 
rationnelle  et  c'est  ainsi  qu'il  a  réussi  à  produire  le  remar- 
quable travail  que  nous  venons  d'analyser.  Nous  en  proposons 
l'impression  à  la  section  et  nous  lui  demandons  de  voter  des 
remereîmenls  à  l'auteur. 


,*;  A  cause  de  ces  deux  ciroonslanoes,  le  proeOdé  de  déinonslration  est  j>eui-ètre  appli- 
rahle  à  certaines  équations  transceudautes. 


V 


—  6»  — 

Lundif  2  avril  1883,  —  Il  est  donné  lecture  d*une  lettre  par 
laquelle  M.  De  Beys  donne  sa  démission  de  secrétaire  de  la 
section. 

La  section,  sur  la  proposition  de  M.  Mansion,  vote  des  remer- 
ciments  unanimes  à  M.  De  Beys  pour  le  zèle  avec  lequel  il  a 
rempli  ses  fonctions  depuis  Torigine  de  la  Société. 

M.  Baule  communique  un  mémoire  intitulé  :  Théorie  cinétique 
des  gaz,  et  demande  que  la  section  lui  fasse  connaître  son  avis. 
M.  Gilbert  est  désigné  pour  prendre  connaissance  du  mémoire. 

Le  R.  P.  Lamey,  0.  S.  B.,  envoie  une  Note  sur  le  passage  de 
Véfius,  observé  à  Grignon  {Côte-d'Or^  France). 

La  section  nomme  commissaire  le  R.  P.  Garbonnellc.  (Voir 
a*»' partie,  p.  381.) 

La  section  décide  que  le  scrutin  pour  lelection  de  son  bureau 
restera  ouvert  depuis  aujourd'hui  jusqu'à  jeudi. 

M.  Mansion  annonce  que  M.  Teixeira  lui  a  envoyé  un  mémoire 
Sur  la  théorie  des  imaginaires.  (Voir  2**"  partie,  p.  417.) 

M.  Mansion  présentera  ultérieurement  un  rapport;  M.  Gil- 
bert est  désigné  comme  second  commissaire.  (Voir  plus  loin  les 
rapports.) 

M.  Mansion  expose  un  procédé  élémentaire  pour  trouver  Tin- 
tersection  d'une  droite  avec  une  surface  du  second  degré. 

Mardi,  3  avril  1883,  —  MM.  Mansion  et  Gilbert  donnent 
lecture  de  leurs  rapports  sur  le  mémoire  de  M.  Teixeira  intitulé  : 
Sur  la  théorie  des  imaginaires. 

Cauchy  a  exposé  le  premier,  croyons-nous,  sous  une  forme 
didactique  rigoureuse,  la  théorie  des  quantités  imaginaires,  dans 
son  Analyse  algébrique,  publiée  en  1821.  Gomme  il  le  dit  lui- 
même  ailleurs,  il  y  avait  regardé  les  équations  imaginaires 
comme  des  formules  symboliques,  c'est-à-dire,  comme  des  for- 
mules qui,  prises  à  la  lettre,  n'ont  pas  de  sens,  mais  desquelles 
on  peut  déduire  des  résultats  exacts  en  modifiant  et  altérant, 


selon  des  règles  fixes,  ou  ces  formules  ou  les  symboles  qu*elles 
renferment.  Le  signe  î  ou  l^ —  1,  dans  cette  manière  de  voir, 
est,  si  Ton  peut  ainsi  s'exprimer,  un  outil,  un  instrument  dont 
Tintroduction  dans  les  formules  permet  d'arriver  rapidement  h 
la  solution  très  réelle  de  questions  que  Ton  avait  posées. 

Au  fond,  cette  première  théorie  des  imaginaires  repose  essen- 
tiellement sur  cette  remarque  que  Duhamel  a  très  bien  dévelop- 
pée :  Si  l'on  a  pour  toute  valeur  de  t,  entre  certaines  limites 

A  ^  Bt  -f-  Ct"  -^  l)i'  -♦-  El*  -+-  ...  -f.  U"  =  0,     .     .    (1) 
on  a  aussi 

A  =  0,      B  =  0,     C  =  0,     D  =  0,     E  =  0,  etc., 
et,  par  suite, 

(A  — C -f-E  — etc.) -H  t(B  — Dh- elc.)  =  0,     .     .     (2) 

quel  que  soit  t.  Autrement  dit,  de  (i)  on  peut  déduire  (2),  en 
remplaçant 

P,  i^,  i'%  ... ,  par       i, 


r,  r,  i*°,  ..,  par —  1, 
/^,  f,  i",  ..  ,  par  —  i, 

comme  si  i  était  une  quantité  dont  le  carré  est  —  i. 

On  peut  passer  de  l'équation  (1)  à  l'équation  (2)  d'une  autre 
manière.  Si  l'on  divise  le  polynôme  (1)  ordonné  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  i,  par  (i  -h  i*),  le  reste  de  la  divi- 
sion sera  précisément  le  premier  membre  de  l'équation  (2). 

Il  en  résulte  que  la  congruence  algébrique 

A  -4-  Bi  -4-  Ci'  -f-  DP  -*.  El*  -4-  ...  -f.  Lt"=  0  (module  i  -+-  i*)    (!') 

est  équivalente  à  la  congruence 

(A  —  C  -f-  E  —  etc.)  ^  i  (B  —  D  -f-  etc.)  =0  (module  1  -t-  P).  (2') 
On  déduit  d'ailleurs  évidemment  de  (2),  comme  de  (2), 
A  -  C  -+-  E  —  etc  =  0,     B  —4)  -+-  etc.  =  0. 
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Les  remarques  précédentes  permettent  d'entrevoir  qu  a  la 
théorie  des  imaginaires  correspond  une  théorie  des  congruenees 
algébriques  de  module  (i^  +  i)  conduisant  aux  mêmes  résultats, 
mais  où  il  n'entre  aucune  notion  de  quantités  non  réelles. 

Cauchy  a  fait  connaître  cette  doctrine  nouvelle,  dans  le 
Mémoire  sur  la  théorie  des  équivalences  algébriques  substituées  à 
la  théorie  des  imaginaires,  inséré  dans  le  t.  IV,  pp.  87-liO,  des 
Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathématique.  Dans  le  pre- 
mier paragraphe,  il  lui  a  donné  la  plus  grande  généralité  pos- 
sible en  remplaçant  même  1  -+-  i^  par  un  polynôme  quelconque 
en  t.  Dans  les  suivants,  il  se  sert  de  cette  théorie  des  équivalences 
algébriques,  restreinte  au  cas  où  le  module  est  t*  h-  1,  pour 
exposer  avec  clarté  et  rigueur  les  applications  habituelles  de  la 
théorie  ancienne  des  imaginaires. 

Au  point  de  vue  scientifique,  le  travail  de  Tillustre  géomètre 
est  évidemment  irréprochable;  mais  au  point  de  vue  didactique, 
on  peut  le  trouver  un  peu  trop  bref,  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  la  division  et  l'extraction  des  racines.  C'est  pourquoi 
M.  Teixeira,  dans  le  mémoire  que  nous  analysons,  a  cru  devoir 
faire  un  exposé  nouveau  de  l'ingénieuse  théorie  de  Cauchy. 
Pour  cela,  il  rattache  étroitement  la  théorie  des  congruenees  de 
module  i^  -h  l  aux  définitions  générales  et  purement  formelles 
des  opérations  algébriques,  auxquelles  les  géomètres  ont  été  con- 
duits par  la  théorie  des  quaternions  et  YAusdehnungslehre  de 
Grassmann.  De  cette  manière,  toutes  les  obscurités  sont  dissipées 
et  l^ —  i  lui-même,  le  symbole  que  l'on  voulait  bannir  de  l'al- 
gèbre, reçoit  une  interprétation  claire  et  nette  dans  le  nouveau 
système. 

Nous  ne  pensons  pas  que  la  théorie  des  congruenees  de 
module  i*  •+-  1  puisse  remplacer,  dans  l'enseignement,  l'an- 
cienne théorie  de  Cauchy  qu'elle  contient  comme  cas  particulier. 
Mais  au  point  de  vue  scientifique,  elle  est  utile  pour  bien  faire 
saisir  la  doctrine  habituelle  relative  aux  imaginaires.  D'ailleurs, 
précisément  parce  qu'elle  est  plus  générale  que  celle-ci,  elle  est 
très  propre  à  préparer  l'esprit  aux  conceptions,  singulières  au 
premier  abord,  de  Hamilton  et  de  Grassmann.  Le  mémoire  de 


M.  Teixeîra,  qui  expose  sous  une  forme  claire  et  rigoureuse  les 
principes  de  la  nouvelle  théorie,  nous  semble  donc  devoir  être 
imprimé  dans  nos  Annales. 

Mous  n'avons  rien  dit,  dans  ce  qui  précède,  de  la  théorie  géo- 
métrique des  imaginaires,  inventée  au  commencement  de  ce 
siècle  par  le  modeste  savant  genevois  R.  Argand,  et  que  Gauss 
et  Cauchy  se  sont  plu  à  développer  avec  le  génie  que  chacun 
sait.  Au  point  de  vue  de  renseignement  et  comme  ÎDStrumenl 
de  découvertes,  In  conception  géométrique  des  imaginaires  rend- 
porte  peut-être  sur  toutes  les  autres.  Mais  au  point  de  vue  abso- 
lument scientiGque,  il  nous  semble  qu'elle  présuppose  Tune  ou 
Tautre  théorie  analytique  des  imaginaires. 

En  effet,  on  a  reconnu  de  nos  jours  qu'un  exposé  rigoureux 
de  la  géométrie  euclidienne,  tel  qu'on  peut  le  trouver,  par  exem- 
ple, dans  VEssai  si  remarquable  de  M.  De  Tilly,  est,  pour  ainsi 
dire,  impossible,  sans  l'intervention  de  l'analyse  et  en  particulier 
de  la  doctrine  des  imaginaires. 

La  théorie  d'Argand  reposant  sur  la  géométrie  euclidienne 
et  celle-ci,  au  moins  implicitement,  sur  la  théorie  analytique  des 
imaginaires,  il  en  résulte  qu'au  point  de  vue  philosophique,  c'est 
celle-ci  qui  est  la  base  de  l'autre.  C'est  pourquoi  il  est  inutile, 
dans  ce  rapport,  de  nous  occuper  de  la  théorie  géométrique  des 
imaginaires. 

Je  me  rallierai  volontiers  à  la  proposition  de  M.  Mansion,  qui 
a  fait  de  ce  travail  une  étude  particulière,  mais  je  me  permet- 
trai cependant  quelques  observations  (*). 

Au  point  de  vue  des  principes  fondamentaux,  la  théorie  de 
M.  Teixeira  rentre  tout  ù  fait  dans  celle  de  Cauchy,  et  ces  idées 
qui,  sans  être  actuellement  d'une  grande  importance  dans 
l'étude  des  imaginaires,  n'en  sont  pas  moins  ingénieuses  et  pro- 
fondes, appartiennent  proprement  au  grand  analyste. 


}]  Dans  la  rédaction  (léfmiiive  de  son  travail.  M.  T<Mxcira   a  tenu  comi)te  do  oes 
«jtsenations. 


Ji 


Ce  n'est  donc  qu'au  point  de  vue  didactique  que  nous  avons 
à  considérer  la  note  du  savant  portugais,  et  il  me  semble  que 
sous  ce  rapport  elle  pourrait  être  améliorée.  Ainsi,  dans  les 
définitions  qu'il  donne  des  diverses  opérations  de  i  algèbre  nou- 
velle, lorsqu'il  dit,  par  exemple,  que  l'addition  congrue  des  fonc- 
tions /"(t),  /*i(«),  etc.,  est  l'opération  qui  a  pour  but  de  chercher 
le  reste  de  la  division  par  i^  -h  1  de  la  somme  algébrique  de 
ces  fonctions,  etc.,  je  ne  vois  pas  d'avantage  à  employer  cette 
tournure  plutôt  qu'à  dire  une  fois  pour  toutes,  que  la  somme 
/'(•)-4-/i(i)-»-...est  la  quantité  congrue,  suivant  le  module/^ -h  1, 
h  la  somme  algébrique  des  mêmes  quantités,  et  ainsi  pour  les 
autres  opérations.  Autrement,  le  langage  devient  traînant,  les  défi- 
nitions embarrassées, et  les  démonstrations  même  s'en  ressentent. 

Je  trouve  aussi  quelque  inconvénient  à  adopter,  au  moins 
dans  l'exposition  du  système,  la  même  notation  pour  indiquer 
l'opération  algébrique  ordinaire  et  l'opération  entendue  dans  le 
sens  indiqué  par  Cauchy.  Il  y  a  plus  d'un  passage  dans  l'exposé 
de  l'auteur  où  l'on  se  demande  si  f(i)-^f\(i)  désigne  la  somme 
algébrique  de  ces  deux  fonctions  ou  le  reste  de  la  division  de 
celte  somme  par  t^  -h  1 . 

J'aurais  aimé  à  trouver  quelques  autres  applications  de  ce 
principe,  certainement  très  intéressant  : 

«  Quand  la  résolution  d'une  question  conduit  à  des  résultats 
»  imaginaires,  nous  pouvons  la  transformer  en  une  autre  qui 

•  soit  possible,  en  modifiant  l'énoncé  de  façon  à  transformer  les 

•  équations  qui  le  traduisent  en  congruences  de  module  2^-i-1 .  » 
Bien  que  je  ne  pense  pas  que  jamais  ce  mode  de  généralisation 
puisse  conduire  à  des  résultats  aussi  féconds,  aussi  heureux  que 
la  théorie  géométrique  des  imaginaires  ou  celle  des  équipollences, 
il  n'est  pas  douteux  qu'il  mènerait  un  géomètre  aussi  exercé  que 
M.  Teixeira  à  d'importantes  conclusions. 

M.  Gilbert  présente  au  nom  du  père  Delsaulx  une  note  Sur  la 
diffraction  des  ondes  planes  par  une  ouverture  circulaire. 

De  l'avis  de  M.  Gilbert,  qui  a  examiné  cette  note,  la  section 
en  propose  l'insertion  aux  Annales.  (Voir  2''*'  partie,  p.  249.) 


^ 


muniquée  par  l'un  de  nos  élèves,  M.  Ancion.  Elle  est  illusoire 
si  I  est  à  rinfini  ou  très  loin. 

Un  ellipsoïde  de  révolution  ou  un  hyperboloïde  à  deux  nappes 
de  révolution  ayant  deux  foyers  conjugués  F,  /*,  le  problème 
peut  encore  s'énoncer  :  à  chercher  sur  A  un  point  X  tel  que 
XF±X/=  constante  K.  En  ramenant  le  plan  de  /"et  A  par 
rotation,  dans  le  plan  de  A  et  F,  /"  vient  en  f  et  il  sufBt  de 
chercher  Tintersection  de  A  avec  la  conique  définie  par  la  rela- 
tion XF  ±  Xf  =  K. 

Pour  rhyperboloide  de  révolution  la  quesiioh  est  résolue 
depuis  longtemps.  De  plus,  M.  Rouché  en  a  donné,  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (5"  série,  I.  I,  pp.  97-78), 
une  solution  nouvelle  très  élégante  que  Ton  a  étendue  à  Tellip- 
soïde  et  à  Thyperboloîde  à  deux  nappes,  mais  en  recourant  à  des 
notions  non  élémenlaires.  (/6.,  pp.  217-219.) 

M.  Albert  Van  Bierviiet  présente  une  note  sur  Quelques  pro- 
priétés générales  des  fonctions  X».  (Voir  2**'  partie,  p.  402.) 

Jeudi,  5  avril  1885,  —  M.  Gilbert  donne  un  aperçu  de 
recherches  qu'il  poursuit  sur  les  accélérations.  Elles  se  rappor- 
tent à  deux  objets  distincts  :  i*'  Accélérations  des  divers  points 
d'un  solide  en  mouvetnefit.  Par  une  voie  purement  analytique, 
on  arrive  fort  simplement  aux  propriétés  connues,  à  diverses 
représentations  géométriques  de  l'accélération  d'un  point  quel- 
conque du  solide,  à  la  construction  du  centre  instantané  des 
accélérations,  au  groupement  géométrique  de  ces  accélérations, 
et  à  plusieurs  propriétés  nouvelles  de  ce  groupement.  Ces  pro- 
priétés conduisent  d'ailleurs  à  divers  théorèmes  généraux  de 
lynamique,  tels  que  celui-ci  :  Dans  le  mouvement  d'un  solide 
libre,  sollicité  par  des  forces  quelconques,  à  chaque  instant,  le 
produit  géométrique  de  l'axe  du  couple  moteur  par  Uaxe  instan- 
tané de  rotation  est  égal  au  produit  géométrique  de  l'axe  du 
couple  des  quantités  de  mouvement  par  l'accélération  angulaire. 

2"  Accélérations  de  divers  ordres  dans  le  mouvement  relatif. 
—  La  méthode  introduite  par  l'auteur  dans  la  deuxième  édition 


( 
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de  sa  Mécanique,  pour  obtenir  ie  théorème  de  Coriolis  sur  les 
accélérations  du  premier  ordre  et  les  expressions  des  compo- 
santes de  Taccélération  d'entraînement  et  de  Taccéicration  cen- 
tripète composée,  s'applique  sans  difficulté  aux  accélérations 
d'ordre  supérieur.  L'équation 

dt 


— — h  q\\  —  rVy 


s'étend  à  des  accélérations  d'ordre  quelconque,  et  permet  de 
passer  des  accélérations  d'ordre  n  à  celles  d'ordre  n-4-1.  En 
suivant  cette  voie,  on  trouve  déjà  pour  les  suraccélérations  un 
énoncé  remarquable,  beaucoup  plus  simple  que  les  énoncés 
connus,  mais  M.  Gilbert  espère  oblenir  des  résultats  du  même 
genre  pour  les  ordres  supérieurs,  et  généraliser  cette  théorie 
dans  différents  sens. 

M.  Gilbert  expose  quelques  résultats  qu'il  a  déduits  de  la  for- 
mule de  Green  dans  la  théorie  du  potentiel,  entre  autres  l'égalité 

/•     ,.        r  l^^    ^v\  ,      woUDV    ;)UDV    dudv\  . 
UA,Vrf«=.-/U— f-—    rfcr-/ -+- + rf«, 

U  et  V  étant  des  fonctions  Ae  x,  y  z  qui  satisfont  à  certaines 
conditions,  A2 V  la  somme  ^  -*-  5-î  -♦-  3^  »  5m  ^'  5F  '^^  dérivées 
prises  suivant  les  normales  intérieure  et  extérieure  à  la  surface  S, 
l'indice  00  indiquant  que  l'intégrale  s'étend  à  tous  les  éléments  d(ù 
de  l'espace  indéfini,  l'indice  S  qu'elle  s'étend  à  tous  les  élé- 
ments da  d'une  surface  S.  Cette  formule  conduit,  entre  les  poten- 
tiels V  et  V  de  deux  distributions  différentes,  de  densités  h  et  h', 
sur  une  même  surface,  à  la  relation 

f\Wd(j  =frhdi7, 

8  *S 

de  laquelle  on  tire  immédiatement  un  théorème  de  Riemann 
sur  l'équilibre  électrique,  dont  MM.  Clausius  et  Croullebois  ont 
donné  diverses  démonstrations. 

Mais  l'usage  de  ces  propriétés  permet  surtout  d'établir  rigou- 


—  «s  — 

reusement  et  facilement  les  célèbres  théorèmes  de  Gauss  sur  la 
substitution  d'une  couche  superficielle  à  une  masse  donnée  sans 
altérer  le  potentiel.  La  démonstration  de  Gauss  est  excessive- 
ment difficile  et  très  indirecte.  Celle  de  Lejeune-Dirichlet,  telle 
qu'elle  est  reproduite  par  M.  Grube,  pèche  sur  un  point  capital. 
M.  Gilbert  montre  en  quoi  consiste  le  défaut  de  rigueur  de  cette 
démonstration.  Au  contraire,  en  suivant  une  marche  qui  prend 
pour  point  de  départ  les  théorèmes  indiqués  plus  haut,  on  arrive 
très  simplement  et  avec  une  rigueur  complète  aux  théorèmes 
de  Gauss,  ainsi  qua  plusieurs  autres,  utiles  dans  la  théorie 
de  réiectricité. 

Il  est  procédé  au  dépouillement  du  scrutin  pour  Télection  du 
bureau,  qui  se  trouve  ainsi  constitué  : 

Président,  MM.  Mansion. 

Vice-Présidents,  le  comte  de  Spai\re  et  Carnov. 

Seaétaire,  Van  Biervliet. 

La  troisième  section  s'étant  jointe  ensuite  à  la  première, 
M.  Mansion  présente  quelques  observations  touchant  les  expé- 
riences de  M.  F.  Plateau  sur  la  force  des  insectes  et  la  critique 
de  ces  expériences  par  M   Delbœuf.  (Voir  plus  loin,  3^  section.) 

sur  une  note  de  M.  Van  Biervliet  intitulée  :  Note  sur  quelques 
propriétés  générales  des  fonctions  X„. 

Les  polynômes  X„  de  Lcgendre  définis  par  la  relation 
i 

—  =  Xo  -^  \iZ  -+-  X,a:*  -*-  X3Z*  H h  XX  -^  '"      (i) 

jouissent  d'un  grand  nombre  de  propriétés  parmi  lesquelles  Tune 
des  plus  simples,  trouvées  par  0.  Rodrigues,  est  la  suivante  : 

X„  = î^ (î2) 
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M.  Van  Bierviiet  a  eu  l'heureuse  idée  de  prendre  celle  rela- 
tion (2)  de  Rodrigues  pour  définition  de  la  fonction  X„,  au  lieu 
de  celle  qui  se  déduit  de  la  formule  (1).  Il  a  tiré  aisément  de 
réquation  (3)  les  deux  suivantes  : 

dx^  dx"         ^  '    da^  ' 

'-d^-    -d^'-^^^'-'P'^'^-^^^^ 

puis  de  celles-ci  un  grand  nombre  d'autres.  Parmi  les  formules 
ainsi  obtenues  les  unes,  qu'il  signale,  sont  établies  d'une  manière 
moins  élémentaire  dans  le  Handbuch  der  Kugelfunctionen  de 
Heine;  quelques  autres  se  rencontrent  dans  un  mémoire  récent 
de  M.  Catalan  {Mémoire  sur  les  fonctions  X„  de  Legendre,  t.  XXXI 
des  Mémoires  in-8"  de  l'Académie  de  Bruxelles);  enfin,  il  y  en  a 
qui  sont  nouvelles  ou  au  moins  très  peu  connues,  par  exemple, 
les  deux  relations  que  nous  avons  transcrites  plus  haut  et  d'autres 
relations  générales  analogues. 

Nous  proposons  à  la  section  de  voter  l'impression  du  petit  tra- 
vail de  M.  Van  Bierviiet,  à  cause  de  la  simplicité  de  la  méthode 
qui  Ta  conduit  h  ces  résultats  anciens  ou  nouveaux,  et  nous  enga- 
geons notre  jeune  confrère  à  continuer  ses  recherches. 

sur  la  note  présentée  par  M.  Sutlor  dans  la  séance  du  2  jan- 
vier 1883. 

La  méthode  indiquée  par  M.  Suttor,  pour  la  détermination 
des  moments  fléchissants  d'une  poutre  que  parcourent  des 
essieux  en  nombre  quelconque,  est  simple  et  élégante  en  même 
temps  que  rigoureuse  et  complète.  Elle  permet,  en  efl^et,  par  le 
tracé  de  lignes  droites,  de  fixer  sûrement  la  valeur  graphique  du 
plus  grand  moment  de  flexion  en  une  section  quelconque  de  la 
poutre,  comme  aussi  d'obtenir  sans  tâtonnements  la  valeur  du 
maximum  absolu  et  la  position  de  la  section  dangereuse. 


Le  problème  ne  se  préie  que  difficilement  à  une  solution  ana- 
lytique et  les  méthodes  graphiques  employées  jusqu'ici  reposent 
sur  des  tracés  paraboliques  moins  satisfaisants  que  celui  de 
M.  Suttor.  Dans  la  pratique  des  constructions  d'ailleurs  Tingé- 
nieur  se  borne  à  rechercher  la  valeur  de  la  charge  uniforme 
capable  de  produire,  dans  la  section  dangereuse,  la  même  flexion 
que  Tensemble  des  poids  couvrant  la  poutre.  Cette  approxima- 
tion, suffisante  pour  le  calcul  d'un  pont  livrant  passage  aux  trains 
de  chemin  de  fer,  peut  être  en  défaut  quand  les  charges  sont 
plus  inégales,  et  la  solution  de  M.  Suttor  sera  utilement  employée 
en  ces  cas.  Il  serait  intéressant  de  constater  les  écarts  entre  le 
diagramme  de  la  charge  uniforme  et  le  diagramme  des  maxi- 
mums fournis  par  les  charges  concentrées,  suivant  divers  arran- 
gements. 

La  note  de  M.  Suttor  sur  la  Détermination,  etc.,  figurera  avec 
avantage  et  utilité  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique. 

sur  une  note  de  M.  Turqnan  relative  à  Vlntégration  de  divers 
systèmes  d'équations  simultanées  aux  dérivées  partielles  (\o\r  celte 
note.  S**"  partie,  p.  429). 

Voici  ane  analyse  sommaire  de  la  méthode  d'inléjîralion  ima- 
ginée par  notre  savant  confrère. 

Soit  à  intégrer  les  équations  : 

/  du    du    du    dv    dv    dv\ 

\  ^    ^    ^    ^    '  dx    dy    dz    dx    dy    dzl 

1  du    du    du    dv    dv    dv\ 

\  '    '    ^    ^    ^  dx    dy    dz    dx    dy    dzl 

Dérivons  ces  équations  par  rapport  à  x,  y,  z,  et  éliminons 
des  équations  trouvées  les  six  dérivées  secondes  : 

d^u    d^u    (Pu    (Pv    d*v    d*v 


dx"    dy-    dz*   r/x*    dy^   dz' 


au  moyen  des  relations  analogues  à  celle-ci  : 

.  du      (Pu  .         (Pu  (Pu    , 

rf  -—  =  -—  e/x  -f-  — -,-  dy  -t-   — -—  dz. 
dx       dx  dydx  dzdx 

Remplaçons  chacune  des   six  équations  ainsi  obtenues   par 

deux  autres,  Tune  qui  exprime  que   les  termes  contenant   les 

dérivées 

d}u       d^u       d^u       d^v        d*v       «/*r 

dxdy    dydz    dzdx    dxdy    dydz    dzdx 

ont  une  somme  nulle,  Tautre  que  les  termes  restants  ont  aussi 
une  somme  nulle.  Appelons  les  six  premières  équations  les  équa* 
tions  (M),  les  six  autres  les  équations  (N). 

Chaque  fois  que  des  équations  (N)  on  parvient  à  déduire 
^»  ^  en  fonction  de  x,  puis  ^»  ^  en  fonction  de  //,  et  ^»  ^ 

dx     dx  ^    "         dy     dy  •"         dz      dz 

en  fonction  de  z,  en  intégrant 

du  du  du 

au  =  -r-  rtx  -f-  —-  ay  -*--—  az, 
dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

av  =  -—-  ax  -f-  —-  dy  -f-  —  dz, 
dx  dy  dz 

on  trouvera  un  système  intégral  complet  des  équations  don- 
nées; car  k's  équations  (M)  seront  identiquement  vérifiées. 

M.  Turquan  indique  quatre  cas  où  Ton  peut  intégrer  de  cette 
manière  les  équations  données  :  1**  Lorsqu'elles  ne  contiennent 
explicitement  ni  les  variables  dépendantes,  ni  les  variables  indé- 
pendantes; 2°  ou  une  seule  de  celle-ci;  5**  lorsque  le  premier 
membre  de  chacune  des  équations  données  est  de  la  forme 


^',^'£'Ê)-"'*i^'^'^i-"^'"'^'^'='*- 


du    dv\  I     du    dv' 

dy    dyl  \   ^  dz    dzi 


4**  Lorsque  9,  4>,  %  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux 
dérivées  de  u  et  t;  et  que  de  plus  le  premier  membre  contient 
linéairement  u  et  v. 

Une  fois  les  solutions   trouvées,  on  peut  d'ailleurs  vérifier 
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t'il  à  ce  corps  tandis  qu'il  réagit  sur  le  second,  où  les  deux  élé- 
ments CH  sont  rapprochés,  et  il  donne  la  dichlorhydrine  d'un 
alcool  bisecondaîre. 

De  même  le  second  oxyde  s'ajoute  aux  acides  HBr,  HGl,  Hlo 
avec  échauffement,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  du  premier  oxyde. 

iM.  Aschman  enverra  une  note  plus  détaillée. 

M.  Tabbé  Verheist  demande  ensuite  quelques  renseignements 
à  M.  Dewalque  sur  la  question  du  chauffage  par  le  gaz  de  Téclai- 
rage. 

M.  Dewalque  répond  d  abord  que  le  gaz  de  Féclairage,  par  sa 
nature  même,  n'est  pas  un  combustible  satisfaisant  aux  points  de 
vue  hygiénique  et  économique.  Fabriqué  en  vue  de  Védairage, 
on  pousse  la  distillation  trop  peu  loin  précisément  dans  le  but 
de  ne  pas  décomposer  les  hydrocarbures  éclairants.  On  obtient 
ainsi  22  à  25°"^  de  gaz  par  100  k°%  tandis  qu'on  obtiendrait 
30  à  55""^  de  gaz  de  chauffage  en  obtenant  moins  de  goudron 
et  plus  d'hydrocarbure  GH4.  Les  gaz  obtenus  par  la  distillation 
de  la  houille  perdraient  du  reste  en  faveur  si  la  fabrication  du 
gaz  à  l'eau  (décomposition  de  la  vapeur  d'eau  par  le  charbon) 
était  mieux  établie.  On  aurait  alors  un  gaz  de  chauffage  conte- 
nant surtout  II  et  CO  et  dont  le  pouvoir  calorifique  serait  con- 
sidérable. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  employer  le  gaz  de  lëclairage, 
mais  les  poêles  qui  servent  à  cet  usage  laissent  en  général  beau- 
coup à  désirer  au  point  de  vue  de  la  salubrité  ;  le  poêle  le  mieux 
compris  est  celui  qu'avait  imaginé  feu  M.  Paul  Marlin,  notre 
ancien  collègue.  11  se  compose  de  quatre  becs  Bunsen  courbes 
dont  la  flamme  vient  frapper  la  devanture  du  poêle,  une  tôle 
chargée  d'ornements.  Ces  becs  Bunsen  donnent  une  flamme  à 
température  très  élevée  de  couleur  bleue;  la  tôle  et  les  ornements 
rayonnent  la  chaleur  produite.  Ces  deux  derniers  faits,  on  le  voit, 
sont  (les  plus  favorables  au  chauffage.  Àfln  d'allumer  facilement 
l'appareil  et  de  constater  si  tous  les  becs  fonctionnent,  ces  der- 
niers sont  montés  sur  un  tuyau  pouvant  tourner  sur  son  axe  et 
se  présenter  devant  des  orifices  ad  hoc,  puis  être  redressé.  Les 
produits  de  la  combustion  s  élèvent  jusqu'au  haut  du  poêle,  puis 
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redescendent  par  un  conduit  en  chicanes  et  se  rendent  à  la 
cheminée.  Au  sommet  du  poéie,  un  couvercle  en  tôle  à  bords 
recourbés  plongés  dans  une  rigole  pleine  de  sable  ferme  hermé- 
tiquement la  communication  entre  le  poêle  et  Pair  extérieur,  de 
sorte  que  tous  les  produits  de  la  combustion  s'en  vont  à  la  che- 
minée. 

Ce  poêle  consomme  800  litres  de  gaz  par  heure.  Le  prix  de 
rheure  est  donc  de  IS  à  18  centimes.  Ce  serait  bien  coûteux  pour 
un  chauffage  continu,  mais  pour  des  chauffages  intermittents,  ce 
mode  de  chauffage  est  admissible  et  même  économique  en  même 
temps  que  facile.  Une  précaution  importante  à  prendre  est  de 
ménager  à  la  partie  inférieure  de  la  cheminée  un  petit  conduit 
d'écoulement  pour  les  eaux,  toujours  assez  abondantes, provenant 
de  la  condensation  de  la  vapeur  d'eau  produite  par  la  combus- 
tion du  gaz  d'éclairage. 

Le  R.  P.  Van  Tricht  fait  connaître  un  instrument  qu'il  emploie 
pour  la  mesure  approximative  de  l'évaporation  de  l'eau,  instru- 
ment qui  ne  demande  point  dépecée,  mais  une  simple  lecture,  et 
dont  le  prix  peu  élevé  permettrait  de  le  recommander  pour  les 
stations  météorologiques  belges.  Une  éprouvette  verticale  sur- 
montée d'une  cuvette  renferme  un  flotteur  en  verre  et  rempli 
d  eau.  L'éprouvette  est  d'abord  vide  de  son  flotteur,  on  la  rem- 
plit d'eau  jusqu'au  zéro,  réglage  qu'un  robinet  inférieur  permet 
d'obtenir  facilement.  On  introduit  alors  le  flotteur  et  l'eau  re- 
monte dans  la  cuvette. 

L'éprouvette  a  une  section  de  10  centimètres  carrés  et  une  con- 
tenance d'environ  300*''';  la  cuvette  a  une  section  de  100  centi- 
mètres carrés. 

L'évaporation  se  produit  donc  sur  ces  100  centimètres  carrés, 
elle  est  en  moyenne  de  2"""  |)ar  jour  et  elle  se  lit  facilement  sur 
l'éprouvette  en  retirant  le  floUeur,car  celle-ci  décuple  à  la  lecture 
les  différences  de  niveau  de  la  cuvette  supérieure.  L'eau  qui 
pourrait  rester  attachée  au  flotteur  n'influence  guère  le  résultat 
de  l'expérience,  car  en  admettant  qu'elle  soit  de  l*'"  elle  ne  donne 
dans  la  cuvette  qu'une  différence  de  '/lo  ^^  millimètre. 

On  n'enduit  pas  le  flotteur  d'un  corps  gras  pour  que  ce  der- 
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nier  ne  vienne  pas  s^étaler  à  la  surface  de  la  cuvette  et  empêcher 
l'évaporation. 

L'appareil  peut  marcher  une  huitaine  de  jours  sans  qu'on  y 
remette  de  feau. 

Jeudi,  25  janvier  4885.  —  Présidence  de  M.  De  Heen,  prési- 
dent. —  M.  L.  Henry,  au  nom  de  la  section,  félicite  M.  De  Heen, 
président  de  la  S"*  section,  de  la  distinction  que  lui  a  décernée 
l'Académie  royale  de  Belgique  dans  sa  séance  du  16  décem- 
bre 1882.  M.  De  Heen  a  remporté  le  prix  de  mille  francs  attri- 
bué au  meilleur  mémoire  adressé  en  réponse  à  la  question 
suivante  : 

Compléter  par  des  expériences  nouvelles  l'état  de  nos  connais- 
sances touchant  les  relations  qui  existent  entre  les  propriétés 
physiques  et  les  propriétés  chimiques  des  corps  simples  et  des 
corps  composés. 

M.  De  Heen  adresse  à  M.  L.  Henry  et  aux  membres  de  la 
section  quelques  paroles  de  remercîmenl. 

M.  Louis  Henry  s'occupe  de  l'emploi  des  pentachlorures  de 
phosphore  et  d'antimoine  en  chimie  organique. 

Le  penlachiorure  SbCI^  résulte  de  la  fixation  de  CI5  sur 
SbCIs  ;  cette  addition  est  accompagnée  d'un  dégagement  de 
chaleur  de  13,15  calories,  selon  M.  Thomsen  ;  si  Ton  répartit 
celles-ci  proportionnellement  aux  masses  SbClj  et  Cl^,  on  trouve 
que  CI2  a  perdu  3,21  calories,  ce  qui  correspond  pour  chaque 
atome  de  chlore  à  1,605  calories.  Il  résulte  de  là  que  l'activité 
chimique  du  chlore  n'est  que  faiblement  diminuée  dans  CI2  Le 
penlachiorure  SbCI^  est  employé  pour  déterminer  des  phéno- 
mènes de  substitution,  —  remplacement  de  H  par  Cl  —  d'addi- 
tion, addition  de  (Clj)»  à  des  composés  non  saturés  —  d'expul- 
sion, remplacement  de  Br  et  lo  par  Cl. 

M.  Henry  cite  des  exemples  de  ces  trois  modes  d'action. 

Le  chlore  CI2  fixé  sur  SbCIs  dans  SbCI^  est  dans  le  même 
état  que  Tiode  I02  fixé  sur  kio  dans  klos. 

Le  pentachlorure  PhCIs  résulte  aussi  de  la  fixation  de  Cl^  sur 
PhCIs;  cette  addition  est  accompagnée  d'un  dégagement  de  cha- 
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leur  de  29,69  calories,  soii  pour  Clj  d'une  perte  de  10,3  calories 
ou  3,5  calories  pour  chaque  atome  'de  chlore,  perte  presque  trois 
fois  plus  considérable  que  celle  qu'a  subie  GI2  dans  SbCIsGIs. 
Aussi  le  pentachlorure  de  phosphore  n'agit-il  pas  en  général  à 
la  façon  de  SbCl»^,  ainsi  qu'il  a  été  indiqué  plus  haut;  son  ac- 
tion s'exerce  surtout  sur  les  oxydes  et  les  hydroxydes  dans  le 
but  de  former  PhCIjO.  La  fixation  de  0  sur  PhClj  est  en  effet 
accompagnée  d'un  dégagement  de  chaleur  de  70,G64  calories. 

Ces  faits  montrent  une  fois  de  plus  la  corrélation  intime  qui 
existe  entre  le  degré  d'activité  chimique  des  éléments  dans  les 
corps  composés  et  leur  état  thermique  dans  ceux-ci. 

A  l'occasion  des  recherches  qu'il  a  entreprises  pour  déterminer 
et  préciser  la  différence  d'aptitude  réactionnelle  des  corps  halo- 
gènes dans  les  composés  organiques,  M.  L.  Henry  rend  compte 
de  l'action  du  chloro-bromure  d'éthylène  sur  le  phénate  potas- 
sique. Cette  réaction  a  pour  résultat  principal  la  formation  de 
réthylène  chloro-oxyphénylique  CICH2  —  CH2  (OCgHjj). 

€H,CI  CH,CI 

I  -+-  KO  (CfiHj.)  =    I  -+-  KBr. 

CH,Br  CH,  (OCgHs) 

M.  Henry  donne  des  renseignements  sur  ce  corps  sur  lequel 
il  reviendra  ultérieurement;  on  voit  que  dans  ces  circonstances 
le  brome  réagit  avant  le  chlore  et  exclusivement. 

M.  L.  Henry  s'occupe  enfin  des  alcools  allyliques  monochlorés 
C3H4CI  — OH. 

L'alcool  allylique  étant  CH,  =  CH  —  CH,  (OH),  deux  dérivés 
monochlorés  sont  possibles. 

CH,  (OH)  CH,  (OH) 

I  I 

CCI  («;  CH 

II 


CH,  CHCI  (3). 


L'alcool  (a),  —  CCI  —,  bout  à  136%  l'alcool  ((3),  —  CHCI  — , 
bout  à  ISS";  le  premier  est  inoffensif,  le  second,  au  contraire, 
est  éminemment  corrosif  et  caustique;  il  le  signale  comme  un 
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des  corps  des  plus  dangereux  et  des  plus  désagréables  à  manier 
qu'il  a  rencontrés.  .M.  Henry  attire  Tattention  sur  ce  fait  où  Ton 
voit  risomérie  en  relation  directe  avec  laction  qu'exercent  les 
corps  sur  les  êtres  organisés. 

M.  Aschman  fait  connaître  l'action  de  loCI  sur  Tacide  croio- 
niqiie.  On  obtient  par  addition  : 

COOH 

I 

CHCl 

I 
CHIo 

I 

Ce  corps  se  prend  en  cretons  à  Texsiccateur.  Il  fond  à  56*.  L'ana- 
Ivse  a  donné  : 

loCI  =  65.48    et  par  la  formule    65.32. 

Les  produits  d'addition  des  acides  crotoniques  ne  sont  pas 
connus.  Le  point  de  fusion  est  remarquable.  Gomme  dans  les 
alliages,  il  est  inférieur  même  au  point  de  fusion  du  métal  le 
plus  fusible.  Ce  fait  se  retrouve  aussi  dans  des  composés  tels  que 

KNaCO- 
VNaCjHjU,; 

M.  De  Heen  communique  à  la  section  une  note  concernant 
la  loi  générale  qui  régit  la  dilatabilité  d'un  liquide  chimique- 
ment défini. 

En  supposant  comme  point  de  départ  que  des  accroissements 
égaux  de  température  engendrent  des  travaux  égaux  de  dilatation 
dans  un  même  liquide,  M.  De  Heen  écrit  la  relation 


r 

a'" 

r 

a" 

où  fel  f  sont  les  forces  qui  sollicitent  les  molécules  quand  a 
et  a'  sont  les  dislances  qui  les  séparent;  n  est  une  puissance 
quelconque  de  la  distance. 


M 


—  99  — 

Il  est  évident  ensuite  que 


da 


da  da'  .        dt         a" 

f-l=.r—,      d'où       —  =  — 

'  dt       '    dt'  da        a" 

Si,  au  lieu  de  distances  linéaires  a^  on  considère  des  volumes  V, 
Texpression  précédente  deviendra  : 

e/V 

dT  __\'\ 

dV 

en  posant  :  V  =  1  et  ^-  =  a,  coeOicient  de  dilatation  élémen- 
taire à  la  température  0%  on  aura  : 

d\  l 

dt  ' 

formule  qui  se  vérifie  parfaitement  pour  un  grand  nombre  de 
liquides  si  Ton  admet  n  =  7. 

Cette  formule  permet  de  déterminer  la  valeur  de  V;  en  effet, 
en  posant  ^  =3  m,  on  obtient  par  une  intégration  immédiate 

=  a(  -f-  C. 


—  ?«  -+-  1 


La  valeur  de  G  est  déterminée  en  faisant  ;  =  0,  et  en  remarquant 
que  V  peut  être  pris  alors  égal  à  Tunité,  on  arrive  de  la  sorte  à  : 


V  =  l/i  -f- (I  — m)ae      ou      V=   V 

^     i  —  (m  —  \)at 

Ces  expressions  montrent  que  si  m  est  plus  petit  que  I,  c'est-à- 
dire,  si  les  molécules  s'attirent  en  raison  inverse  d'une  puissance 
de  la  distance  inférieure  à  la  troisième,  le  volume  d'un  liquide 
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crottra  d*une  manière  continue  avec  la  température  sans  jamais 
devenir  infini;  si,  au  contraire,  m  est  plus  grand  que  1,  l'expres- 
sion montre  qu'il  doit  exister,  pour  chaque  liquide,  une  valeur 
de  t  pour  laquelle  le  volume  devient  infini.  Il  faut  donc  que  les 
liquides  de  la  dilatation  desquels  on  a  déduit  n  passent  à  Tétat 
gazeux  à  une  température  donnée;  celle-ci  n'est  autre  que  la 
température  critique. 


Troisième  Section. 


Jcudt,  56*  octobre  1882,  —  M.  Oomen  présente  une  commu- 
nication sur  la  fiore  avoisinani  le  détroit  de  Behring^  observée 
par  rexpédition  de  la  Véga  en  Sibérie.  Après  avoir  rappelé  les 
voyages  de  Willoughby  et  de  Barents  et  Heemskerk  en  Sibérie, 
M.  Oomen  esquisse  à  grands  traits  les  résultats  obtenus  par 
Nordonskiold  dans  sa  célèbre  expédition.  Puis  il  aborde  l'objet 
propice  de  son  élude,  qui  est  de  décrire  la  flore  de  ces  contrées, 
d'apK^s  la  relation  du  savant  professein*.  La  section  désigne  comme 
rapporteurs  MM.  Delgeuret  Van  Segvelt. 

M.  Delgeur  montre  une  carte  du  nord  de  TAsie,  sur  laquelle 
il  a  marqué  la  situation  des  stations  circumpolaires  établies  par 
rAuiriclie,  TAngleterre,  rAllemagne,  la  France,  le  Danemark, 
les  États-Unis,  la  Russie,  la  Hollande,  la  Suède  et  la  Xorwège. 

Le  P.  Van  dcn  (ïheyn  fait  hommage  à  la  section  de  deux 
broi*hures  ayanl  pour  titres  :  Les  tntnts  de  rilindou-Kousch,  et 
Les  migrations  des  Aryas, 

A  pn^pos  de  ce  dernier  opuscule,  il  enire  dans  quelques  détails 
sur  les  Aryas.  Ceux-ci  se  divisènMiL  dès  Forigine,  en  peuples 
distincts,  qui,  plus  tanl,  se  pariagèimt  en  deux  groupes  :  celui 
des  Indo-Kraniens  et  celui  des  Aryas  eun>ptH?ns.  D'après 
M.  Tomasehek.  les  Kraniens  poussèrtMîi  des  rameaux  jusque 
dans  la  Thraee,  Les  habitants  de  cette  région  auraient  donc  eu 
une  origine  nu\h>-|H*rsane. 
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Les  Aryas  européens  comprenaient  les  peuples  slaves,  ger- 
mains, pélasges  et  celtes.  Ceux-ci,  les  premiers,  se  dirigèrent  vers 
rOccident,  à  travers  les  passes  du  Caucase,  et  arrivèrent  dans  le 
bassin  du  Danube.  Les  Germains  restèrent  plus  longtemps  sur 
les  bords  de  l'Oxus.  Quand  ils  se  décidèrent  à  émigrer,  ils  s'avan- 
cèrent vers  la  mer  Noire  et  vers  la  mer  Baltique.  Les  Slaves  sui- 
virent leur  mouvement.  Quant  aux  Aryo-Pélasges,  comprenant 
les  populations  grecques  et  italiotes,  ils  demeurèrent  longtemps 
unis  et  entrèrent  en  Asie-Mineure  par  le  Khorassan  et  le  Mazan- 
deran.  Les  Italiotes  se  divisèrent,  plus  tard,  en  deux  branches  : 
celle  des  Latins  et  celle  des  Ombro-Sabins.  Les  Grecs  se  parta- 
gèrent également  en  deux  rameaux  :  Tlonien  qui  peupla  le 
Péloponèse,  et  le  Dorien  qui  pénétra  dans  TAttique. 

A  Pappui  de  Topinion  de  M.  Tomaschek,  M.  de  Vorges  rap- 
pelle qu*Hérodote  cite  des  peuples  de  la  Thrace  comme  ayant 
une  origine  persane. 

M.  de  la  Vallée  Poussin  demande  sur  quoi  Ion  se  base  pour 
assigner  aux  différents  groupes  aryens  les  positions  respectives 
qu'on  leur  attribue  dans  le  bassin  de  TOxus.  Fondant  son  opinion 
sur  des  motifs  empruntés  aux  études  géologiques,  il  doute  fort 
que  les  Aryas  européens  aient  pu  passer  au  nord  de  la  mer 
Caspienne. 

Le  P.  Van  den  Gheyn  répond  à  la  première  question  en 
invoquant  Tauiorité  de  Pictet,  qui  a  établi  son  hypothèse  sur  des 
arguments  tirés  de  la  linguistique.  Quanta  l'objection  géologique, 
il  reconnaît  qu'elle  est  fort  sérieuse.  Mais  il  faut  considérer  que 
seuls  les  Germains  et  les  Slaves  passèrent  au  nord  de  la  mer 
Caspienne,  à  une  époque  bien  plus  moderne  que  celle  où  les 
Celtes  et  les  Pélasges  entrèrent  en  Europe  par  le  sud.  Les 
migrations  des  premiers  touchent  donc  aux  temps  historiques. 

M.  l'abbé  Bourgeat,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de 
Lille,  envoie  deux  manuscrits  :  Note  sur  la  position  vraie  du 
Corallien  de  Valfin^  dans  le  Jura,  et  :  De  l'envahissement  des 
glaciers  de  la  Dàle  dans  la  vallée  située  au  couchant  de  la  Bienne, 

MM.  de  la  Vallée  Poussin  et  Renard  sont  désignés  pour  exa- 
miner ces  deux  mémoires. 

Vil.  / 
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M.  Proosl  présente  à  la  seelion  des  épreuves  de  photographie 
microscopique  obtenues  par  M.  \^  ard. 

M.  Proost  émet  quelques  observations  sur  les  parasites  agri- 
coles. 

M.  Bâillon  soumet  à  Texamen  de  la  section  un  objet  en  grès 
argileux  qu'il  croit  préhistorique.  Cet  objet  a  été  trouvé  en 
France,  au  milieu  d'ossements  d'ours  des  cavernes  et  d'autres 
animaux  de  la  même  époque. 

M.  V^an  Segvelt  entretient  la  section  de  ses  recherches  sur  les 
Cynips. 

Jeudif  23  janvier  4883.  —  Le  secrétaire  donne  lecture  du 
rapport  sur  les  deux  travaux  présentés  par  M.  l'abbé  Bourgeat. 

La  section  vote  l'impression  de  ces  deux  travaux  aux  Annales 
de  la  Société. 

Le  P.  Renard  envoie  une  note  intitulée  :  Redherches  sur  la 
composition  des  ardoises  ardennaises.  L'auteur  y  rappelle  d'abord 
que  Sauvage,  dans  un  mémoire  publié  en  1845,  montra  que  les 
phyllades  et  les  schistes  de  l'Ardenne  sont  composés  de  trois 
éléments  essentiels  : 

1°  Une  substance  soluble  dans  l'acide  chlorhydrique  et  qu'il 
rapporte  à  la  ehlorite; 

2"  Une  substance  micacée  anhydre  (?)  soluble  dans  l'acide 
sulfurique; 

5°  Du  quartz  et  des  débris  feldspathiques  (résidu). 

Ces  résultats  reposent  sur  les  analyses  de  chacune  des  trois 
portions  indiquées.  Mais  il  est  évident  que  ces  analyses  partielles 
doivent  introduire  des  incertitudes  dans  le  calcul. 

Le  P.  Renard  a  fait  marcher  de  pair  l'examen  microsco- 
pique des  phyllades  ardennais  et  leur  analyse  chimique.  Avec 
M.  klément,  il  a  fait  douze  nouvelles  analyses  des  principaux 
types  de  phyllades  décrits  par  Dumont;  mais  au  lieu  de  procéder 
par  analyses  partielles,  il  a  préféré  analyser  les  roches  en  bloc 
et  discuter  les  valeurs  ainsi  obiennes.  Il  résulte  de  ce  travail  que 
tous  les  phyllades  des  Ardennes  analysés  renferment  : 

1°  Une  substance  contenant  du  prof  oxyde  de  fer  et  de  la  ma- 
i^nésie. 
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En  partant  des  valeurs  obtenues  pour  ces  deux  corps,  on  peut 
déduire  que  le  minéral  qui  les  renferme  est  de  la  chloritoïde; 

2^  Une  substance  renfermant  de  l'alumine,  des  alcalis  et  de 
Teau,  dont  la  formule,  calculée  d'après  la  teneur  en  potasse  et 
en  soude,  répond  à  la  sériciie. 

d""  Du  quartz  à  Tétat  libre,  auquel  s  ajoutent  des  minéraux 
accidentels  :  magnétite,  rutile,  tourmaline,  zircon,  grenat,  oligiste, 
limonite  et  des  matières  charbonneuses. 

Voici  les  valeurs  en  centièmes  obtenues  pour  les  trois  miné- 
raux essentiels  des  phyllades  : 

1"  La  chloritoïde  varie  de    8  à  33  p.  %  ; 

2«  La  séricite  »         23  à  56  p.  7»  ; 

3"  Le  quartz  »         14  à  45  p.  7o- 

Si  on  compare  ces  chiffres  aux  trois  éléments  de  Sauvage,  on 
voit  qu'ils  concordent  assez  bien  avec  les  résultats  de  ce  savant: 

1**  Partie  soluble  dans  Tacide  chlorhydrique  8  à  27  p.  7o; 

2"  Partie  soluble  dans  Tacide  sulfurique.     30  à  45  p.  7**; 

3«  Quartz 25  à  44  p.  7o. 

On  déduit  des  douze  nouvelles  analyses  que  la  composition 
moyenne  des  phyllades  ardennais  peut  s'exprimer  ainsi  : 

I»  Séricite        38  à  47  p.  7»  ; 

2»  Chloritoïde  20  à  24  p.  7o; 

3»  Quartz         32  à  39  p.  7o. 

La  composition  moyenne  calculée  par  Sauvage  est  : 

1**  Substance  micacée  anhydre  (?)  43  à  50  p.  7o; 

2»  Chlorite 17  à  27  p.  7o; 

3'  Quartz 40  à  44  p.  7o. 

L'auteur  communiquera  plus  tard  un  travail  complet  sur  le 
même  sujet. 

La  section  élit  trois  commissaires  chargés  de  désigner  la 
question  à  présenter  pour  le  concours  de  1884.  MM.  de  la  Vallée 
Poussin,  Delgeur  et  M"  de  Wavrin  sont  élus. 

Le  P.  Van  den  Gheyn  dépose  une  étude  sur  le  Yidghah 
et  le  Yagnobi,  deux  dialectes  de  l'Asie  centrale.  Le  premier  est 
en  usage  chez  les  Yidakhs,  peuplade  qui  habite  au  sud  de  l'Hin- 
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dou-koush;  le  Yagnobi  est  parlé  sur  les  rives  du  Yagnob,  dans  la 
vallée  de  Zerafseban,  au  nord  du  Pamir.  , 

Ces  deux  dialectes,  surtout  le  Yidgah,  sont  nettement  éraniens; 
pourtant  le  Yagnobi  est  moins  pur  de  tout  mélange.  Si  par  son 
vocabulaire  il  appartient  au  rameau  éranien,  ses  formes  gramma- 
ticales le  rapprochent  des  idiomes  hindous. 

L^origine  des  Yagnobis  donne  la  clef  de  ce  phénomène  lin- 
guistique, car  leurs  légendes  les  font  venir  du  Kashmir,  induction 
qui  est  confirmée  par  le  fait  que  le  lexique  des  Yagnobis  a 
emprunté  davantage  aux  dialectes  du  Pamir  méridional,  bien 
qu*ils  occupent  le  nord  du  plateau. 

Le  travail  du  P.  Van  den  Gheyn  a  pour  objet  principal 
d'établir  les  rapports  linguistiques  qui  unissent  le  Yagnobi  aux 
autres  langues  arj^ennes.  A  cet  effet,  il  a  entrepris  Tétude  parti- 
culière de  tous  les  termes  yagnobis  rapportés  par  M.  de  Ujfalvyy 
lors  de  son  dernier  voyage  en  Asie  centrale. 

Après  un  échange  d'observations  sur  ce  travail  entre  M.  de 
la  Vallée  Poussin  et  le  R.  P.  Van  den  Gheyn,  MM.  Delgeur  et 
Tabbé  Swolfs  sont  nommés  commissaires. 

M.  E.  de  la  Roche  présente  une  hache  danoise  néolithique, 
dont  lantiquilé  peut  être  reportée  à  environ  deux  mille  ans. 

Séapice  du  2  arril  t8S5.  —  MM.  Swolfs  et  Delgeur  proposent 
rimpression  aux  Annales  de  la  communication  du  P.  Van  den 
Gheyn  concernant  les  dialectes  Yidghah  et  Yagnobi.  (V.  2^*  part., 
p.  235.) 

M.  Delgeur  donne  lecture  de  sa  communication  sur  le  voyage 
du  lieutenant  Wismann  à  travers  TAfriquo,  dont  il  montre 
riiinèraire. 

M.  Proost  montre  de  nombreuses  photographies  microsco- 
piques intéressant  Tentomologie  et  la  botanique,  obtenues  par 
M.  John  Ward,  membre  de  la  première  section. 

Séance  dn  5  avril  tSS5.  —  Le  P.  \m\  den  Ghevn  donne 
lecture  d'une  conmiunication  intitulée  :  Exploration  du  D'  Regel 
au  Darvràz.  Cette  exploration  a  surtout  été  hydrologique,  le 
D'  Regel  s'ètant  spécialement  occupé  des  soun*t*s  de  TOxus. 
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Ce  travail  donne  lieu  à  un  échange  d'observations  entre 
MM.  le  marquis  de  Nadaillac,  le  D'  Delgeur  et  le  P.  Van  den 
Gheyn. 

La  section  procède  au  renouvellement  de  son  bureau. 

Sont  élus  au  scrutin  secret  : 

Président,  MM.  le  D'  Delgeur. 
/•^  Vice-Président,  Domet  de  Vorges. 

2^  Vice-Président,  R.  Storms. 

Secrétaire,  A.  Buisseret. 

M.  le  D**  Delgeur  expose  les  différentes  hypothèses  qui  ont 
été  avancées  pour  représenter  le  trajet  des  Israélites  lors  de  la 
sortie  d'Egyple. 

Séance  du  4  avril  1885.  —  M.  le  chanoine  Delvigne  donne 
lecture  d'une  communication  sur  les  pèlerinages  faits  en  Terre- 
Sainte  aux  XI%  XII*  et  XIII*  siècles;  Fauteur  de  cette  intéres- 
sante étude  rappelle  les  témoignages  des  pèlerins,  parmi  lesquels 
se  trouvent  vingt-huit  témoignages  provenant  de  pèlerins  belges. 

La  commission  chargée  de  désigner  la  question  du  concours 
donne  connaissance  de  ses  conclusions.  Un  certain  nombre  de 
questions  sont  exclues  à  cause  de  leur  caractère  trop  spécial. 

La  section  adopte  la  question  suivante  : 

«  Expliquer  la  dualité  des  deux  types,  Tun  brun  et  Tautre 
blond,  qui  se  constatent  dans  tous  les  grands  rameaux  de  la  race 
aryenne,  en  opposition  avec  Punité  linguistique.  » 

Cette  question  sera  soumise  à  l'approbation  du  conseil. 

Séance  du  3  avril  1885,  —  La  troisième  section  se  réunit  à  la 
première  pour  entendre  une  communication  de  M.  Mansion  à 
propos  de  recherches  récentes  sur  la  force  des  animaux. 

t.  Le  mot  force  s'emploie,  en  dynamique,  dans  deux  sens  diffé- 
rents que  Ton  ne  distingue  pas  toujours  suffisamment  dans  les 
sciences  biologiques. 

Si  un  homme,  un  animal,  une  chute  d'eau,  une  machine  à 
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vapeur,  un  moteur  quelconque,  en  un  mot,  agit  sur  un  corps 
pesant  P  kilogrammes  et  lui  imprime,  en  une  seconde,  une 
vitesse  de  v  mètres,  on  dit  que  ce  moteur  a  agi  avec  une  force 
égale  à  ^  kilogrammes,  g  étant  à  peu  près  égal  à  10  (exaete- 
ment,  à  la  latitude  de  Paris,  9.8088).  C'est  là  le  sens  propre  du 
mol  force. 

On  prouve,  en  dynamique  rationnelle,  que  la  force  —  aurait 
fait  parcourir  au  corps,  si  elle  agissait  seule,  une  longueur  égale 
à  I  mètres.  Le  produit  de  la  force  par  le  chemin  s'appelle  le 
travail  du  moteur,  et  Ton  dira  que  ce  moteur,  dans  le  cas  actuel, 
a  une  capacité  de  travail  égale  à  —  x  |==  ^  kilogrammèlres 
par  seconde.  Au  lieu  du  terme  capacité  de  travail,  on  emploie 
aussi  le  mot  force^  mais  d*une  manière  impropre.  C'est  en  ce 
sens  que  Ion  dit  d'une  machine  à  vapeur,  par  exemple,  qu elle  a 
une  force  de  deux  cents  chevaux-vapeur,  un  chevaKvapeur 
valant  75  kilogrammètres.  Cela  signifie  qu'elle  a  une  capacité  de 
travail  de  deux  cents  fois  75  kilogrammètres  par  seconde. 

En  pratique,  on  mesure  la  force  (premier  sens)  d'un  moteur, 
en  cherchant  directement  ou  indirectement  à  quel  poids  elle 
peut  faire  équilibre.  La  détermination  de  la  vitesse  v  qu'elle 
imprimerait  à  un  corps  de  poids  P  si  elle  agissait  seule,  présente 
de  grandes  difficultés  parce  que  le  mouvement  du  corps  est  ud 
phénomène  trop  complexe;  d'autres  forces,  la  pesanteur,  la  résis- 
tance de  l'air,  le  frottement  agissent  sur  le  corps  en  même  temps 
que  la  force  du  moteur  que  l'on  veut  étudier  et  en  masquent  les 
effets. 

La  mesure  de  la  capacité  de  travail  d'un  moteur  (ou  de  sa 
force,  dans  le  sens  impropre  du  mot)  est,  en  général,  un  pro- 
blème difficile,  même  quand  le  précédent  est  résolu,  puisqu^il 
implique  la  détermination  de  la  vitesse  v,  ou  de  quantités  équi- 
valentes. 

9.  Sur  la  force  des  insectes  comparée  à  celle  des  vertébrés 
(premier  sens).  Le  haimeton  commun  parvient  à  faire  équilibre 
à  environ  quatorze  fois  son  poids;  par  conséquent,  50  kilo- 
grammes de  hannetons  feraient  équilibre  à  420  kilogrammes  ou 
ont  une  force  de  420  kilogrammes. 


—  dlf  — 

Un  cheval,  au  contraire,  maintient  en  équilibre  un  poids  un 
peu  inférieur  aux—  de  son  propre  poids;  de  sor(e  que,  s'il  pèse 
600  kilogrammes,  on  peut  dire  qu'il  a  Bussi  une  force  de  420 
kilogrammes. 

Par  suite,  un  hanneton  est  à  égalité  de  poids  environ  vingt 
fois  plus  fort  qu'un  cheval.  Si  Ton  parvenait  à  faire  tirer,  en 
sens  contraire,  d'une  part,  des  hannetons  ayant  ensemble  un 
poids  égal  à  celui  d'un  seul  cheval,  d'autre  part,  vingt  chevaux, 
les  premiers  feraient  équilibre  aux  derniers,  au  moins  pendant 
un  certain  temps, 

S*  Sur  la  force  des  insectes  comparée  à  celle  des  vertébrés 
(second  sens).  Si  une  sauterelle  fait  un  saut  d'un  mètre  de  haut, 
Yoici  quelles  sont  les  forces  qui  sont  en  jeu  pendant  l'ascension: 
1*  la  force  propre  de  Tinsecte  pendant  un  temps  très  court,  tant 
que  ses  pattes  touchent  la  terre;  cette  force  tend  à  élever  Tin- 
secte;  2''  la  pesanteur,  qui  agit  en  sens  inverse  pendant  tout  le 
temps  de  lascension;  5®  la  résistance  de  l'air,  qui  agit  aussi  en 
sens  inverse,  pendant  tout  le  temps  de  l'ascension.  Le  travail  de 
la  première  force  pendant  le  temps  très  court  où  elle  agit  est 
égal  à  celui  des  deux  autres  forces  pendant  toute  la  durée  de 
l'ascension  (ce  dernier  travail  étant  pris  en  valeur  absolue).  Il 
semble  extrêmement  diflicile  de  déduire  de  là  la  capacité  de 
travail  de  l'insecte  par  seconde,  ou  sa  force  dans  le  sens  im- 
propre du  mot.  On  ne  connaît  pas,  en  effet,  la  loi  de  résis- 
tance de  l'air  au  n)ouvement  de  l'insecte. 

Si  un  cheval  fait  un  saut  de  même  hauteur,  sa  force  propre, 
la  pesanteur  et  la  résistance  de  l'air  agiront  encore  simultané- 
ment, mais  l'action  de  la  dernière  force  semble  négligeable.  Le 
travail  de  la  force  propre  du  cheval  sera  donc  sensiblement  égal 
à  celui  de  la  pesanteur,  en  valeur  absolue. 

Admettons  maintenant  que  la  force  propre  du  cheval  et 
celle  de  la  sauterelle  agissent  pendant  le  même  temps  et  qu'un 
cheval  pèse  autant  que  quarante  mille  sauterelles.  Le  travail  des 
quarante  mille  sauterelles  élevant  leur  poids,  c'est-à-dire  le 
poids  d'un  cheval  à  la  hauteur  d'un  mètre,  surpassera  le  travail 
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du  cheval  de  tout  Texcès  de  la  résistance  de  Tair  à  leur  mouve> 
ment  sur  la  résistance  de  Tair  au  mouvement  du  cheval,  c'est-è- 
dire  d'une  quantité  considérable.  La  capacité  de  travail  {h  force, 
dans  le  sens  impropre  du  mot)  de  la  sauterelle,  par  unité  de 
poids,  surpasse  donc  celle  du  cheval  dans  Thypothèse  faite  plus 
haut.  On  trouverait  une  différence  encore  plus  grande  si  l'on 
admettait,  comme  cela  semble  raisonnable,  que  la  force  propre 
de  la  sauterelle  agit  pendant  un  temps  plus  court  que  celle  du 
cheval.  Dans  aucun  cas,  d'ailleurs,  on  n'entrevoit  le  moyen 
d'arriver  à  des  déterminations  numériques  précises  de  la  capa- 
cité de  travail  soit  des  insectes,  soit  des  vertébrés. 

4.  Recherches  de  MM,  F.  Plateau  et  Delbceuf.  M.  F.  Plateau 
a  publié  dans  les  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique 
(2"*'  série,  t.  XX,  1865;  t.  XXII,  1866)  des  expériences  ingé- 
nieuses  par  lesquelles  il  a  déterminé  la  force  (dans  le  sens  propre 
du  mot)  de  plusieurs  catégories  d'insectes.  L'interprétation  des 
résultats  auxquels  il  est  arrivé  nous  semble  inattaquable  au  point 
de  vue  de  la  dynamique  rationnelle. 

L'intervention  de  la  résistance  de  l'air  comme  facteur  essen- 
tiel dans  ses  expériences  sur  le  saut  et  le  vol  chez  les  insectes 
explique  pourquoi  il  n'a  pu  en  tirer  des  conclusions  aussi  nettes 
que  des  expériences  relatives  aux  charges  maxima  auxquelles  ils 
peuvent  faire  équilibre. 

M.  Delhœuf  a  essayé  (Bulletins,  etc.,  3"*  série,  t.  IV,  1882)  de 
déduire  des  expériences  de  M.  F.  Plateau  une  détermination 
comparative  de  la  capacité  de  travail  (ou  de  la  force,  dans  le 
sens  impropre  du  mot)  des  insectes  et  de  certains  vertébrés.  On 
a  vu  plus  haut  les  difficultés  extrêmes  que  présentent  ces  déter- 
minations. Il  nous  semble  que  l'ingénieux  professeur  de  Liège 
n'en  a  pas  suffisamment  tenu  compte. 
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Quatrième  Section. 


Jewti,  26  octobre  1882.  —  M.  le  D'  Schneider  lit  un  travail 
qui  a  pour  titre  :  Considérations  sur  ta  syphilis  et  les  assurances 
sur  la  vie. 

Chargé  par  une  compagnie  d'assurances  d'examiner  un  homme 
qu'il  avait  des  raisons  de  croire  syphilitique,  mais  présentant 
actuellement  toutes  les  apparences  d'une  bonne  santé,  Fauteur, 
tout  en  rédigeant  un  rapport  favorable  au  proposant,  exprima 
cerfaines  réserves  sur  Téventualiié  d'accidents  syphilitiques  tar- 
difs. Il  expose  les  motifs  qui  ont  servi  de  base  à  ses  conclusions. 

Les  considérations  que  je  vais  avoir  l'honneur  de  vous  sou- 
mettre, dit-il,  m'ont  été  inspirées  par  un  fait  observé  vers  la  fin 
de  1879  et  dont  voici  les  traits  saillants  : 

A  ceUe  époque,  une  société  d'assurances  me  pria  d'examiner 
un  monsieur  de  cette  ville  qui  désirait  faire  assurer  sa  vie  pour 
une  somme  importante.  Je  me  livrai  à  cet  examen  avec  un  soin 
d'autant  plus  scrupuleux  qu'on  m'avait  recommandé  la  sévé- 
rité, eu  égard  à  l'importance  du  capital  à  engager.  Le  proposant 
était  d'une  excellente  santé,  chef  d'une  famille  bien  portante  et, 
de  plus,  vivait  dans  une  condition  qui  ne  semblait  devoir  con- 
stituer aucune  aléa  pour  les  assureurs.  Mon  avis  fut  donc  favo- 
rable, sauf  toutefois  sur  un  point.  En  scrutant  bien  ses  souvenirs, 
M.  X.  se  rappela  qu'il  avait,  en  1865,  contracté  un  accident 
vénérien  ulcéreux,  sur  les  allures  et  les  suites  duquel  il  ne  pou- 
vait donner  de  renseignements  bien  précis  ;  il  se  rappelait  seule- 
ment qu'il  avait,  pendant  quelque  temps,  fait  usage  de  prépara- 
tions iodurées.  Je  le  considérai  comme  atteint  autrefois  de  vérole, 
ou  tout  au  moins  suspect  et,  tout  en  déclarant  la  proposition 
d'assurance  acceptable,  je  formulai  certaines  réserves  motivées 
par  l'éventualité  possible  d'accidents  syphilitiques  tardifs.  Celte 
observation  ne  fut  pas,  semble-t-il,  du  goiU  de  la  compagnie,  car 
je  reçus  aussitôt  une  série   d'objections,   terminées  par  cette 


phrase  que  je  vous  livre  intacte,  parce  qu'elle  paraît  échappée 
de  la  phime  de  quelque  misanthrope,  ou  de  quelque  adorateur 
maltraité  par  la  perfide  déesse  qui  règne  à  Cythère  : 

«  Nous  insistons,  était-il  dit,  parce  que,  si  les  compagnies 
devaient  exclure  de  Tassurance  tous  ceux  qui  ont  eu  la  syphilis , 
nous  estimons  qu'elles  pourraient  fermer  leurs  bureaux.  » 

Dans  une  déclaration  nouvelle,  je  maintins  toutes  les  con- 
clusions de  mon  rapport  et  je  n'hésitai  pas  à  les  accentuer  encore. 
Ai-je  eu  tort?  Oui,  aux  yeux  de  la  compagnie  d'assurances, 
dont  je  n'ai  plus  jamais  entendu  parler  depuis.  Ai-je  eu  raison  ? 
C'est  ce  que  je  compte  vous  d(*mander,  après  vous  avoir  com- 
muniqué les  réflexions  que  ce  cas  me  suggère. 

Le  médecin  (d'une  société  d'assurances,  bien  entendu)  est 
consulté  par  une  eompagnicsur  la  recevabilité  d'une  proposition 
d'assurance  émanant  d'une  personne  qui  avoue  avoir  eu  la 
syphilis.  Quelle  sera  sa  ligne  de  conduite?  Conclura-t-îl  à  l'ac- 
ceptation pure  et  simple?  Conseillera-til  l'acceptation  limitée 
ou  sous  réserves?  Se  prononcera- t-il  po(n*le  rejet  ? 

Pour  aider  à  la  solution  de  ce  problème,  je  diviserai  les 
malades  en  deux  catégories  :  les  syphilitiques  non  guéris  et  les 
syphilitiques  guéris  ou  réputés  tels. 

La  première  catégorie  comprendra  tout  d'abord  ceux  qui  por- 
tent les  stigmates  évidents  de  la  maladie,  chancres,  adénopathies, 
plaques  muqueuses,  syphilides,  stomatite,  angine,  coryza,  etc. 
Ajoutons  qu'on  ne  les  rencontrera  guère,  le  syphilitique  avéré 
ne  se  souciant  pas  de  faire  dresser  procès-verbal  de  sa  souil- 
luie.  A  côté  d'eux  viendront  se  ranger  tous  ceux  chez  lesquels 
un  examen  minutieux  aura  fait  reconnaître  une  trace  quelcon- 
que de  la  diathèse;  j'y  comprendrai  également  ceux  qui  ont  pu 
se  croire  sullisamment  guéris  pour  s'engager  dans  les  liens  du 
mariage,  et  qui  ont  été  cruellement  désillusionnés  par  l'appa- 
rition de  la  syphilis  chez  l'épouse  et  par  la  naissance  préma- 
turée ou  à  terme  de  rejetons  auxquels  ils  ont  mfusé  leur  mal 
avec  la  vie. 

Tous  ces  malades  portent  en  eux  ime  tare,  je  dirai  même  un 
germe  de  mort  qui  peut  les  faire  succomber  prématurément  par 
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Fun  des  accidents  dont  je  parlerai  tout  à  Theure.  Pour  eux,  it 
n'y  a,  me  semble-t-il,  qu'une  conclusion  possible  :  ils  doivent 
être  rejetés  impitoyablement  et,  à  tout  le  moins,  soumis  à  une 
quarantaine  rigoureuse  comportant  un  délai  de  plusieurs  années  ; 
s'ils  se  représentaient  ensuite,  il  faudrait  les  inventorier  avec  le 
plus  grand  soin. 

Ma  seconde  catégorie  se  compose,  ai-je  dit,  des  syphilitiques 
guéris  ou  réputés  tels.  Ici,  la  question  que  j'ai  portée  devant 
vous  n'est  qu'une  des  faces  de  cette  autre  question  plus  générale 
et  toujours  renaissante  : 

La  syphilis  est-elle  curable  d'une  façon  complète?  celui  qui 
en  a  été  frappé  peut-il,  après  un  traitement  convenable,  se 
flatter  de  ne  plus  jamais  se  trouver  aux  prises  avec  elle?  ou 
bien,  comme  celte  tunique  des  âges  merveilleux,  la  vérole  s'at- 
tache»t*elle  à  sa  victime  pour  ne  plus  la  quitter? 

Au  point  de  vue  du  mariage  et  de  la  famille,  cette  question  est 
jugée.  Oui,  le  syphilitique  peut  ambitionner  le  droit  de  fonder 
une  famille,  sans  crainte  de  déposer  la  vérole  dans  la  corbeille 
de  mariage  ou  de  la  transmettre  comme  patrimoine  à  ses  enfants. 
Tous,  nous  en  avons  rencontré  des  exemples,  et  chacun  de  nous 
pourrait  citer  tel  ou  tel  homme  qu'il  a  vu  atteint  de  la  syphilis 
et  qu'il  retrouve  aujourd'hui  à  la  tète  d'une  famille  florissante  et 
parfois  nombreuse.  D'autres  fois,  ainsi  qu'on  l'a  dit,  ce  sont  des 
époux  qui  se  sont  partagé  la  vérole  comme  le  pain  quotidien,  et 
chez  lesquels  nous  assistons  à  des  avortements  très  précoces, 
puis,  sous  rinfluenee  du  temps  ou  d'un  traitement  approprié, 
à  des  fausses  couches  de  plus  en  plus  retardées,  suivies  elles- 
ménies  d'accouchements  à  terme. 

L'expérience  est  tellement  faite  sur  ce  point  que  nous  pouvons 
honnêtement  et  légitimement  promettre  au  syphilitique  de  l'ad- 
mettre au  mariage,  après  qu'il  se  sera  soumis  à  un  traitement 
convenable,  suflisamment  prolongé  et  à  une  observation  conti- 
nuée pendant  un  délai  d'années  voulu. 

Mais  cet  homme  que  nous  avons  admis  au  mariage  avec- 
patente  nette,  qui  a  justifié  notre  pronostic  en  ne  communiquant 
rien  ni  à  sa  femme,  ni  à  son  enfant,  pouvons-nous  le  regarder 
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comme  désormais  quitte  el  libre  envers  la  syphilis»  ou  le  consi- 
dérerons-nous comme  endetté  vis-à-vis  de  la  maladie  et  tenu  de 
s'acquitter  tôt  ou  tard  ? 

Bien  souvent,  je  m'empresse  de  le  dire,  la  créancière  se 
montre  miséricordieuse  et  ne  moleste  plus  jamais  son  débiteur; 
mais,  en  revanche,  que  de  fois  n  est-elle  pas  venue  troubler 
brusquement  une  quiétude  obtenue  au  prix  de  bien  des  années 
d'incertitudes  et  d'angoisses  et,  par  une  catastrophe  aussi  terrible 
qu'inattendue,  affirmer  que  ses  droits  n'étaient  pas  prescrits  ? 

«  Sauf  des  exceptions  très  rares,  dit  Fournier,  les  accidents 
mortels  n'arrivent  qu'à  une  époque  éloignée;  contractée  ordi- 
nairement dans  les  folles  années  de  la  jeunesse,  la  syphilis  ne 
devient  grave  qu'à  l'âge  mur,  lorsque  l'homme  est  devenu  père 
de  famille.  » 

Vous  l'entendez.  Messieurs,  lorsque  ^Thomme  est  devenu  père 
de  famille  ;  cela  veut  dire  qu'entre  l'infection  primitive  et  les 
accidents  mortels  ont  pu  se  placer  un  mariage  inoffensif,  des 
naissances  irréprochables  et....  une  assurance  sur  la  vie  acceprée 
avec  empressement  par  les  sociétés. 

Les  accidents  susceptibles  d'amener  une  catastrophe  se  mon- 
trent dans  différents  appareils,  mais  surtout  du  côté  du  système 
nerveux  et  d'habitude  fort  tard.  Les  gommes,  qui  peuvent  inté- 
resser le  cerveau,  la  moelle,  les  méninges,  ou  encore  la  trachée, 
le  foie  et  d'autres  viscères,  se  montrent  le  plus  souvent  après 
dix,  quinze,  vingt  ans.  Les  ostéites,  caries,  périostoses,  exosipses 
du  (trône  et  de  la  cavité  médullaire  sont  dans  le  même  cas. 

On  m'objectera  Tefficacité  du  traitement  passé  ou  à  venir;  je 
suis  loin  de  la  nier;  mais,  encore  avec  Fournier,  je  vous  ferai 
remarquer  ce  fait  presque  constant  que  les  syphilis  les  plus 
légères  aboutissent  plus  tard  aux  accidents  les  plus  fâcheux.  Cet 
auteur  a  toujours  constaté  un  contraste  singulier  entre  la  béni- 
gnité apparente  de  certaines  syphilis  et  la  gravité  des  accidents 
ultérieurs.  Or,  remarquez-le,  précisément  cette  bénignité  appa- 
rente favorise  l'insouciance  et  l'incurie  si  communes  aux  jeunes 
vénériens,  paralyse  Tintervention  et  les  efforts  du  médecin  et, 
en  tin  de  compte,  prive  le  malade  des  bienfaits  d'une  cure  suffi- 


^ian(e.  Dans  ces  conditions,  lorsque  des  accidents  cérébraux,  par 
exemple,  se  déclarent  après  un  long  intervalle,  un  nouvel  assaut 
thérapeutique  arrive  en  retard  sur  la  lésion  qui  a  pu  exister 
depuis  longtemps  et  évoluer  à  son  aise  sans  symptômes.  De  plus, 
ces  lésions  sont  alors  devenues  en  grande  partie  vulgaires 
(méningite,  méningo-encéphalite,  ankylose  cérébro-méningée), 
et  contre  elles  le  traitement  spécifique  est  désormais  impuissant. 

Ce  n'est  pas  tout.  La  syphilis,  dans  ce  voyage  circulaire  qu'elle 
effectue  au  travers  d'un  organisme  infecté,  ne  se  borne  pas  à 
marquer  de  son  empreinte  caractéristique,  spécifique,  tel  ou  tel 
organe.  Il  semble  qu'en  certains  endroits  elle  dépose  furtivement 
le  germe  d*un  processus  scléreux  ;  c'est  une  graine  qui  lève  len- 
tement, mais  sûrement,  et  dont  la  végétation  doit  étouffer  tôt  ou 
tard  les  éléments  qui  lui  ont  servi  de  support.  De  la  sorte  se 
constituent  les  rétrécissements  du  rectum,  les  scléroses  ménin- 
gées, encéphaliques  et  spinales. 

Je  ferai  bon  marché  du  rétrécissement  rectal,  quoique  sa  for- 
mation soit  assez  tardive  et  que  cette  lésion  mette  un  long  temps 
à  se  développer  et  à  s'accuser  par  des  symptômes  appréciés  du 
malade.  Mais  j'appellerai  plus  spécialement  votre  attention  sur 
les  scléroses  des  centres  nerveux. 

Dans  l'encéphale,  nous  voyons  ce  processus  s'attaquer  aux 
artères,  à  la  masse  cérébrale,  aux  méninges  et  constituer  des 
modalités  cliniques  aussi  variées  que  le  siège  précis  sur  lequel  il 
peut  se  fixer.  Parmi  ces  modalités  se  signale  au  premier  rang 
cette  maladie  redoutable  entre  toutes,  la  paralysie  générale.  Je 
n'ai  pas  besoin  de  vous  rappeler  quelle  haute  influence  tous  les 
pathologistes  reconnaissent  à  la  syphilis  dans  la  genèse  de  la 
périencéphalite  diffuse;  on  a  été  même  jusqu'à  affirmer  que 
toute  paralysie  générale  est  tributaire  d'une  syphilis  soit  hérédi- 
taire, soit  acquise. 

Dans  ces  dernières  années,  ce  sont  les  lésions  de  la  moelle  qui 
ont  eu  pitis  particulièrement  le  privilège  d'appeler  les  études 
des  syphiliograpbes.  On  en  est  venu  à  admettre  un  rapport 
presque  constant  entre  la  vérole  et  Tataxie  locomotrice.  Erb,  de 
Leipzig,  a  publié  une  statistique  comprenant  100  cas  de  tabès; 
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sur  ces  100  malades,  12  seulement  n  avaient  pas  eu  de  chancre  ; 
des  88  autres,  59  avaient  présenté  des  accidents  secondaires,  et 
chez  29  seulement  ces  accidents  avaient  ou  manqué  ou  passé 
inaperçus.  Encore  faut-il  ajouter  que,  parmi  ces  29,  12  avaient 
été  soumis  au  traitement  mercuriel  et  conséquemment  considérés 
comme  syphilitiques.  Quant  au  temps  écoulé  entre  le  chancre  et 
les  premiers  symptômes  de  Tataxie,  Erb  a  trouvé  qu'il  a  varié 
entre  3  et  5  ans  dans  17  cas,  6  et  10  ans  dans  37,  11  et  20  ans 
dans  24  et  qifil  s'étendait  au  delà  de  20  ans  dans  10  cas. 

Cet  auteur  conclut  de  sa  statistique  que,  dans  90  p.  c.  des 
cas,  Tataxie  est  causée  par  la  syphilis.  Fournier  est  du  même 
avis  et,  dans  des  leçons  récentes,  il  affirme  que  des  accidents  de 
vérole  se  rencontn;nt  chez  les  ataxiques  plus  de  91  fois  sur  100, 
la  date  du  chancre  pouvant  être  alors  très  éloignée. 

Sans  vouloir  attacher  aucune  autorité  à  ma  modeste  expé- 
rience, je  me  permettrai  d'ajouter  que  j'ai  rencontré  la  syphilis 
dans  le  bagage  anamnestique  de  bien  des  ataxiques:  chaque  fois 
elle  remontait  à  une  date  assez  éloignée.  En  ce  moment  même, 
j'en  observe  plusieurs  qui  se  souviennent  à  peine  de  Taccident 
initial  et  qui  se  considéraient  légitimement  comme  guéris,  puis- 
que leur  femme  est  saine  et  leurs  enfants  bien  portants. 

Avant  de  terminer.  Messieurs,  je  vous  demanderai  la  permis- 
sion (l'esquisser  en  quelques  mots  une  observation  qui  m'a  vive- 
ment frappé,  et  dans  laquelle  je  ne  puis  me  refuser  à  voir 
rinfluence  de  la  syphilis.  Je  me  trouvais  sous  son  impression 
récente,  lorsque  une  société  d'asstirances  m'a  demandé  cet  avis 
au  sujet  duquel  il  m'a  fallu  guerroyer. 

Cette  observation  concerne  un  médecin  que  j'ai  connu  de 
très  près.  Il  s'était  prêté  avec  trois  caniarades  à  des  inoculations 
qui  devaient  démontrer  la  non-contagiosité  des  accidents  secon- 
daires de  la  syphilis.  Mon  pauvre  ami  fut  victime  de  sa  foi  trop 
robuste;  il  prit  la  maladie  et  se  traita  pendant  longtemps.  Il  pra- 
tiqua la  médecine  avec  distinction  pendant  douze  années,  sans 
présenter  aucune  altération  ni  de  la  santé  phsyique,  ni  des  facul- 
tés inlellectnclles.  Au  bout  de  ce  temps,  il  devint  sujet  à  des 
accès  de  céphalnigie  qu  il  appelait  ses  migraines,  puis  l'une  des 


pupilles  se  dilata,  et  finalement  on  vit  se  dérouler  chez  lui  le 
tableau  complet  de  la  folie  paralytique.  J'ajouterai  qu'il  n'avait 
aucun  antécédent  héréditaire.  Vous  voudrez  connaître  le  sort  de 
ses  camarades  :  Tun  est  mort  quelques  années  avant  lui,  en  proie 
à  une  folie  que  j'ai  entendu  appeler  du  nom  de  manie  ambi- 
tieuse (?),  un  autre  souffre  d'une  dyspnée  qu'il  met  sur  le  compte 
de  ses  inoculations,  et  le  quatrième,  celui  dont  je  tiens  ces 
détails,  est  le  seul  qui  ait  échappé  à  la  syphilis,  grâce,  dit-il,  à  la 
succion  et  aux  cautérisations  qu'il  a  pratiquées  aussitôt  Tinocnla- 
tion  faite. 

Messieurs,  dans  cet  intervalle  de  12  années,  le  D"^  X.  aurait 
pu  se  marier  et  il  aurait  sans  doute  été  reçu  avec  enthousiasme 
par  les  compagnies  d'assurances.  Il  est  obstinément  resté  garçon, 
estimant  peut-être  sa  guérison  complète  impossible  et  jugeant 
honnêtement  que  lorsqu'on  a  la  syphilis,  on  la  garde  pour  soi. 
Peut-être,  cependant,  eùl-il  fait  un  bon  mari;  mais,  assuré,  il 
aurait  certes  fait  une  très  mauvaise  affaire  pour  les  sociétés 
d'assurances. 

Messieurs,  je  n'ai  fait  qu'eflleurer  les  différents  points  que  j'ai 
rencontrés  sur  ma  route  et,  dans  ces  quelques  lignes,  j'ai  frôlé 
déjà  quelques-unes  des  questions  les  plus  ardues  et  les  plus  épi- 
neuses de  rhistoire  de  la  syphilis.  Mon  intention  ne  pouvait  être 
de  les  approfondir  et  d'abuser  ainsi  de  votre  temps  et  de  votre 
patience.  Je  me  suis  donc  borné  à  poser  quelques  interrogations 
et  à  indiquer  les  solutions  qu'elles  me  semblent  comporter  le  plus 
légitimement;  mais,  au  point  de  vue  restreint  où  je  me  suis  placé, 
je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  justifier  les  conclusions 
suivantes  : 

i**  Les  individus  en  puissance  de  syphilis  ne  doivent  pas  être 
admis  à  l'assurance  sur  la  vie; 

2*"  On  admettra  ceux  qui  paraissent  guéris  ;  mais,  quand 
même  cette  guérison  remonterait  à  plusieurs  années  et  semble- 
rait démontrée  par  la  prospérité  de  leur  famille,  ils  seront,  dans 
les  polices  d'assurances,  l'objet  de  précautions  particulières,  des- 
tinées à  prémunir  les  compagnies  contre  les  risques  augmentés 
par  le  fait  de  leur  syphilis  ancienne. 
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Après  M.  Schneider,  M.  le  D*"  Matagne  traite  la  question  de 
remploi  de  Tipéca  dans  le  traitement  de  la  dyssenterie.  Sa  pra- 
tique, qui  comprend  de  nombreux  cas,  est  en  faveur  de  ce  médi- 
cament. Il  le  donne  en  infusion  à  la  dose  de  50  centigrammes 
pour  180  grammes  d'eau  ;  une  cuillerée  à  soupe  de  deux  en  deux 
heures.  11  est  ordinairement  bien  toléré  ou  du  moins  la  tolérance 
pour  ripéca  ne  tarde  pas  à  s'établir. 

Comment  agit  ce  médicament?  Est-ce  comme  astringeol, 
est-ce  comme  révulsif  sur  lestomac, est-ce  en  vertu  d'une  aetioo 
spéciale  sur  le  germe  ou  la  cause  du  mal?  Ce  sont  là  des  ques- 
tions que  l'expérience  n'a  pas  définitivement  tranchées. 

Enfin  le  R.  P.  Hahn  entreprend  une  étude  sur  l'hystérie.  Son 
travail  sur  les  phénomènes  hystériques  et  les  révélations  de  sairUe 
Thérèse  nous  promet  une  dissertation  des  plus  intéressantes. 
Mais  il  est  forcé,  vu  le  peu  de  temps  qui  nous  reste,  à  se  borner 
pour  le  moment  à  la  description  des  phénomènes  de  la  grande 
attaque  d'hystérie.  Son  exposé  démontre  chez  l'auteur  une  con- 
naissance profonde  de  son  sujet  et  des  moindres  détails  qui  s'y 
rapportent. 

Mercredi,  4  amil  1883, —  M.  le  D'  Willième,  médecin  de  l'hô- 
pital de  Mons,  fait  la  relation  de  trois  opérations  de  taille  hypogas- 
trique  chez  des  enfants,  dont  les  deux  aines  étaient  âgés  respecti- 
vement de  treize  ans  et  de  onze  ans;  le  troisième  était  plus 
jeune  encore.  Deux  des  calculs,  remarquables  par  leur  volume, 
atteignaient  les  poids  de  42  et  de  55  grammes.  M.  Willième 
obtint  un  succès  et  deux  insuccès.  Il  n'est  point  partisan  de  la 
sonde  à  demeure,  et  l'indocilité  des  enfants  le  força  à  délaisser 
le  cathétérismeetà  recourir  à  des  morceaux  d'épongé  introduits 
dans  la  plaie  pour  recueillir  l'urine. 

M.  le  D'  Guyiits  ne  craint  pas,  comme  M.  Willième,  la  sonde 
à  demeure,  et  il  préconise  dans  ce  cas  des  sondes  anglaises,  très 
molles  et  flexibles,  en  caoutchouc  et  que  l'on  enduit  de  glycérine 
pour  faciliter  leur  introduction,  l'huile  ordinaire  attaquant  le 
caoutchouc. 

M.  Willième  fait  ensuite  le  récit  d'un  cas  bien  regrettable  dû 


—  •!  — 

à  Terreur  d'un  pharmaeien.  Voulant  opérer  d'une  hydrocéle  un 
ouvrier  adulte,  il  avait  demandé  un  mélange  contenant  ^/^  de 
teinture  d'iode  et  ^/^  d'eau.  L'iodure  de  potassium  devait  main- 
tenir l'iode  en  dissolution. 

Au  moment  de  l'injection  l'opéré  éprouva  une  très  vive  dou- 
leur. On  favorisa  la  sortie  complète  du  liquide,  et  on  fit  un  pan- 
sement simple  avec  un  morceau  de  sparadrap.  Trois  jours  plus 
tard  le  scrotum  s'était  sphacelé  et  au  moment  de  sa  chute  on 
reconnut  aussi  un  sphacèle  du  testicule. 

Le  pharmacien,  au  lieu  de  mettre  dans  le  mélange  la  quantité 
d'iodure  de  potassium  suffisante  pour  dissoudre  l'iode,  l'avait 
complètement  saturé  de  ce  sel. 

M.  le  professeur  Hairion  se  refuse  à  croire,  dans  ce  cas,  comme 
M.  Willième,  à  un  effet  caustique.  Il  est  d'avis  que  l'iodure  de 
potassium  a  frappé  de  stupeur  les  filets  nerveux  qui  président 
à  la  nutrition  des  éléments  cellulaires  et  que  cette  paralysie  a 
déterminé  la  gangrène. 

Après  ces  communications  la  section  procède  à  l'élection  de 
son  bureau  pour  les  années  1883-84  et  1884-85. 

Sont  nommés  : 

Président,  MM.  \^'illiéme. 

Vice- Présidents,  VERRiESTetR.  P.  Hahn. 

Secrétaire,  Dumont. 
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ASSEMBLÉES  GÉNÉRALES 


ASSEMBLÉE    GÉNÉRALE    DU    JEUDI    26    OCTOBRE    1882. 

La  première  conférence  est  faite  par  M.  le  D'  Guylits.  Elle  a 
pour  sujet  les  Hallucinations. 
En  voici  un  court  résumé  : 

Prendre  Tombre  pour  la  réalité  est  un  malheur  assez  commun. 
Il  n'est  pas  moins  répandu  dans  le  domaine  de  la  pathologie,  où 
ce  phénomène  prend  le  nom  d'hallucination.  Il  n'épargne  pas 
rhomme  ordinaire,  à  quelque  classe  de  la  société  qu'il  appar- 
tienne, mais  quand  on  parcourt  l'histoire  de  ce  phénomène 
bizarre,  il  semble  qu'il  s'attache  spécialement  aux  génies,  aux 
intelligences  supérieures,  à  ceux  qui  ont  conquis  un  nom  dans 
les  arts  ou  les  sciences.  Le  cerveau  incessamment  fouetté,  sur- 
mené, ne  réagit  plus  d'une  manière  normale  et  l'expression 
morbide  apparaît. 

Socrate  croyait  entendre  la  voix  d'un  génie  conversant  avec  lui 
et  dirigeant  ses  actions  ;  et  il  n'est  pas  sur  que,  si  ce  grand 
homme  devait  revivre,  on  ne  lui  ouvrirait  pas  volontiers  les  portes 
d'un  asile. 

Tout  le  monde  connaît  les  hallucinations  qui  ont  tourmenté 
rexistence  de  Pascal. 

La  Sonate  du  diable  de  Tartini  n'est  que  le  produit  d'une 
hallucination.  A  la  suite  d'un  pacte  conclu  avec  le  diable  que 
l'artiste  voyait  en  rêve,  il  croit  entendre  les  mélodies  qu'il  avait 


en  vain  cherchées,  se  réveille,  court  i  sa  table  et  les  transcrit. 
La  Sonate  du  diable  existait. 

Non  moins  curieuses  les  hallucinations  du  Tasse  et  de  Luther, 
que  le  conféreneier  rappelle,  celles  de  Van  Helmont  que  rappelait 
récemment  une  fantaisie  de  M.  About  sous  le  nom  «  Du  nez 
d*un  notaire  > . 

Les  lycanthropès  ou  loups-garous  et  les  épidémies  de  démono- 
pathies  sont  les  conséquences  de  phénomènes  analogues. 

Qu'est-ce  donc  que  Thallucination  ? 

Après  avoir  rappelé  les  caractères  spéciaux  des  hallucinations 
dues  à  certaines  substances  comme  Talcool,  ropium,Ie  haschisch, 
celles  qu*on  constate  au  cours  d'états  fébriles  ou  de  névroses,  le 
conférencier  établit  la  nature  intime  du  phénomène  d'après  nos 
connaissances  actuelles.  Ce  n'est  pas  un  trouble  de  l'imagination, 
comme  on  le  croyait  généralement  ;  c'est  un  phénomène  psycho- 
sensoriel en  vertu  duquel  nait  une  sensation  visuelle,  auditive, 
gustative,  tactile,  odorante,  sans  que  cette  sensation  ait  pour 
origine  une  impression  sensorielle  externe.  Il  le  démontre  par 
l'analyse  attentive  des  phénomènes  qui  se  présentent,  rencon- 
trant certaines  objections,  reconnaissant  enfin  que  ce  qui  est 
anormal  est  sensoriel  et  non  psychique.  Il  rappelle  les  conditions 
favorables  à  l'explosion  des  symptômes  hallucinatoires,  ainsi  que 
celles  qui  sont  de  nature  à  les  enrayer. 

Craignant  d'avoir  employé  un  langage  trop  médical  pour  une 
partie  de  son  auditoire,  il  termine  par  une  description  fantaisiste 
de  M.  Taine,  qui,  pour  n'être  pas  en  langage  scientifique,  n'en 
rappelle  pas  moins  en  termes  heureux  les  principaux  caractères 
des  hallucinations. 

M.  le  D'  Mœller  a  parlé  ensuite  sur  VÊlectricité  statique  envi- 
sagée  au  point  de  vue  médical.  Dans  un  court  aperçu  de  Thistoire 
de  Félectricité,  le  conférencier  rappelle  que,  déjà  600  ans  avant 
l'ère  chrétienne,  on  connaissait  la  propriété  qu'a  Tambre  jaune 
frotté  d'attirer  les  corps  légers,  l'observation  curieuse  que  cette 
propriété  est  connue  des  peuples  sauvages  les  plus  dégradés. 
A.  de  Humboldt  raconte  avoir  vu,  à  son  grand  ét&nnement,  des 


enfaols  d*une  peuplade  des  bords  de  FOrénoque  s'amaser  è  attirer 
(les  eorps  légers,  tels  que  des  barbes  de  plumes,  avee  des  graines 
qu*ils  frottaient  les  unes  contre  les  autres. 

Le  conférencier  expose  ensuite,  avee  expériences  à  Fappui,  le 
mécanisme  de  la  machine  électro-statique  la  plus  employée 
aujourd'hui  (Carré),  et  il  énumére  les  principaux  effets  lumi- 
neux, calorifiques,  chimiques,  que  Ion  en  peut  obtenir. 

M.  le  D'  Mœiler  démontre  enfin  les  phénomènes  que  Télec- 
tricité  statique  produit  sur  Torganisme  humain  et  qu  i  varient  sui- 
vant le  mode  dappiication  de  cet  agent.  Cest  ainsi  qu*il  décrit 
le  bain  électrique,  consistant  exclusivement  à  isoler  le  sujet 
et  à  le  mettre  en  communication  avec  une  machine  électrique; 
ce  procédé  a  pour  but  d*agir  sur  le  corps  tout  entier;  ensuite 
quelques  autres  pratiques  permettant  de  localiser  le  point  d*ap- 
plication  de  réiectrieité;  tels  sont  le  souffle  électrique,  le  vent  ou 
le  courant  électrique,  les  étincelles,  les  frictions,  etc.  M.  Mœller 
explique  comment  il  s*est  fait  que  ce  genre  d'électricité,  dont 
Taction  est  si  douce  et  l'efficacité  si  évidente,  a  été  aban  donné 
pour  faire  place  à  Télectricité  dynamique;  il  constate  que  cet 
abandon  était  injuste,  et  il  se  félicite  que  des  spécialistes  émi- 
nenls,  tels  que  MM.  Charcot,  Vigouroux,  Legrand  du  Saulle,  etc., 
n'aient  pas  craint  de  revenir  sur  des  opinions  antérieurement 
émises,  et  de  rendre  à  Télectricilé  statique  le  rang  qu'elle  n'aurait 
jamais  du  perdre.  Il  termine  en  exposant  les  principales  appli- 
cations thérapeutiques  de  cette  médication,  telles  qu'elles  sont 
admises  par  les  spécialistes  les  plus  compétents;  il  n'hésite  pas 
à  dire  que  c'est  un  remède  puissant  dans  les  névroses,  telles  que 
l'hystérie,  la  chorée,  le  névrosisme,  etc.,  dans  les  névralgies,  les 
rhumatismes  musculaires,  la  chloro-anémie.  Il  estime  que  l'impos- 
sibilité de  donner  une  interprétation  scientifique  de  l'action  thé- 
rapeutique d'un  mode  de  traitement  ne  peut  jamais  être  invoquée 
contre  celui-ci. 
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—  tôt  — 


II 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE  DU  JEUDI  25  JANVIER  1883. 

La  première  conférence  de  ce  jour  avait  pour  sujet  les  Euro^ 
péens  dans  l'Afrique  méridionale,  M.  Delgenr  la  commencée 
par  un  résumé  substantiel  de  la  géographie  physique  de  la  terre 
africaine,  terre  d'un  abord  si  difficile  à  cause  de  ses  côtes  peu 
découpées  et  de  ses  rivières  interrompues  de  rapides  et  de  cata- 
ractes, mais  terre  d*une  fécondité  merveilleuse  qui,  une  fois  bien 
connue,  deviendra  le  grenier  de  TEurope,  et  fournira  à  celle-ci 
la  plupart  des  matières  premières  dont  elle  a  besoin. 

Après  ces'  généralités  communes  à  toute  TAfrique,  il  ne  s'est 
plus  occupé  que  de  la  grande  presqu'île  qui  s'étend  au  sud  de 
l'équateur.  Lorsqu'on  examine  une  des  vieilles  cartes  des  XVI* 
et  XVII*  siècles,  on  est  tout  étonné  d'y  retrouver  —  un  peu 
placés  au  hasard,  il  est  vrai  —  les  grands  lacs  qui  viennent 
d*étre  découverts,  il  y  a  peu  d'années,  et  qui  avaient  disparu 
depuis  deux  siècles.  C'est  que  tous  ces  détails,  enregistrés  d'après 
les  renseignements  des  indigènes,  avaient  été  effacés  par  la 
science  sceptique  du  XVIIP  siècle.  Depuis  une  trentaine  d'an- 
nées pourtant,  on  s'est  dit  qu'ils  devaient  avoir  leur  raison  d'être, 
et  les  voyages  des  Bur(on,  des  Speke  et  des  Grant,  mais  surtout 
ceux  de  Livingstone  et  de  Stanley,  ont  démontré  leur  réalité. 

L'Association  internationale  fondée  par  le  roi  des  Belges  a 
beaucoup  occupé  le  conférencier.  Il  a  rendu  un  juste  hommage 
au  dévouement  et  à  l'abnégation  de  ses  voyageurs  dont  six  sont 
tombés  victimes  de  leur  zèle,  sans  compter  les  quatre  qui  ont 
succombé  sur  le  haut  Congo. 

Le  conférencier  a  exprimé  la  crainte  que  le  traité  Brazza- 
Makoko,  converti  en  loi  par  les  Chambres  et  le  président  de  la 
République  française,  ne  repose  sur  un  malentendu,  et  n'occa- 
sionne plus  tard  de  sérieuses  difficultés  à  la  France.  Il  a  égale- 
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enfants  d*une  peuplade  des  bords  de  rOrénoque  s'amuser  à  attirer 
<les  eorps  légers,  tels  que  des  barbes  de  plumes,  avec  des  graines 
qu'ils  frottaient  les  unes  contre  les  autres. 

Le  conférencier  expose  ensuite,  avec  expériences  à  l'appui,  le 
mécanisme  de  la  machine  éleciro-statique  la  plus  employée 
aujourd'hui  (Carré),  et  il  énumère  les  principaux  effets  lumi- 
neux, calorifiques,  chimiques,  que  Ion  en  peut  obtenir. 

M.  le  D'  Mœller  démontre  enfin  les  phénomènes  que  l'élec- 
tricité  statique  produit  sur  l'organisme  humain  et  qu  i  varient  sui- 
vant le  mode  d  application  de  cet  agent.  C'est  ainsi  qu'il  décrit 
le  bain  électrique,  consistant  exclusivement  à  isoler  le  sujet 
et  à  le  mettre  en  communication  avec  une  machine  électrique; 
ce  procédé  a  pour  but  d'agir  sur  le  corps  tout  entier;  ensuite 
quelques  autres  pratiques  permettant  de  localiser  le  point  d'ap- 
plication de  l'électricité;  tels  sont  le  souffle  électrique,  le  vent  ou 
le  courant  électrique,  les  étincelles,  les  frictions,  etc.  M .  Mœller 
explique  comment  il  s'est  fait  que  ce  genre  d'électricité,  dont 
l'action  est  si  douce  et  l'efficacité  si  évidente,  a  été  abandonné 
pour  faire  place  à  l'électricité  dynamique;  il  constate  que  cet 
abandon  était  injuste,  et  il  se  félicite  que  des  spécialistes  émi- 
nenls,  tels  que  MM.  Charcot,  Vigouroux,  Legrand  du  Saulle,  etc., 
n'aient  pas  craint  de  revenir  sur  des  opinions  antérieurement 
émises,  et  de  rendre  à  Félectricité  statique  le  rang  qu'elle  n'aurait 
jamais  du  perdre.  Il  termine  en  exposant  les  principales  appli- 
cations thérapeutiques  de  cette  médication,  telles  qu'elles  sont 
admises  par  les  spécialistes  les  plus  compétents;  il  n'hésite  pas 
à  dire  que  c'est  un  remède  puissant  dans  les  névroses,  telles  que 
l'hystérie,  la  chorée,  le  névrosisme,  etc.,  dans  les  névralgies,  les 
rhumatismes  musculaires,  la  chloro-anémie.  il  estime  que  l'impos- 
sibilité de  donner  une  interprétation  scientifique  de  l'action  thé- 
rapeutique d'un  mode  de  traitement  ne  peut  jamais  être  invoquée 
contre  celui-ci. 


•  •• 


—  tôt  — 


II 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE  DL'  JEUDI  25  JANVIER  1885. 

La  première  conférence  de  ce  jour  avait  pour  sujet  les  Euro^ 
péefis  dans  l'Afrique  méridionale.  M.  Delgenr  la  commencée 
par  un  résumé  substantiel  de  la  géographie  physique  de  la  terre 
africaine,  terre  d*un  abord  si  difficile  à  cause  de  ses  côtes  peu 
découpées  et  de  ses  rivières  interrompues  de  rapides  et  de  cata- 
ractes, mais  terre  d*une  fécondité  merveilleuse  qui,  une  fois  bien 
connue,  deviendra  le  grenier  de  l'Europe ,  et  fournira  à  celle-ci 
la  plupart  des  matières  premières  dont  elle  a  besoin. 

Après  ces'  généralités  communes  à  toute  TAfrique,  il  ne  s'est 
plus  occupé  que  de  la  grande  presqu'île  qui  s'étend  au  sud  de 
réquateur.  Lorsqu'on  examine  une  des  vieilles  cartes  des  XYP 
Cl  XVIP  siècles,  on  est  tout  étonné  d'y  retrouver  —  un  peu 
placés  au  hasard,  il  est  vrai  —  les  grands  lacs  qui  viennent 
cfétre  découverts,  il  y  a  peu  d'années,  et  qui  avaient  disparu 
depuis  deux  siècles.  C'est  que  tous  ces  détails,  enregistrés  d'après 
les  renseignements  des  indigènes,  avaient  été  effacés  par  la 
science  sceptique  du  XVIII*  siècle.  Depuis  une  trentaine  d'an- 
nées pourtant,  on  s'est  dit  qu'ils  devaient  avoir  leur  raison  d'être, 
et  les  voyages  des  Burlon,  des  Speke  et  des  Grant,  mais  surtout 
ceux  de  Livingstone  et  de  Stanley,  ont  démontré  leur  réalité. 

L'Association  internationale  fondée  par  le  roi  des  Belges  a 
beaucoup  occupé  le  conférencier.  Il  a  rendu  un  juste  hommage 
8U  dévouement  et  à  l'abnégation  de  ses  voyageurs  dont  six  sont 
tombés  victimes  de  leur  zèle,  sans  compter  les  quatre  qui  ont 
succombé  sur  le  haut  Congo. 

Le  conférencier  a  exprimé  la  crainte  que  le  traité  Brazza- 
Makoko,  converti  en  loi  par  les  Chambres  et  le  président  de  la 
République  française,  ne  repose  sur  un  malentendu,  et  n'occa- 
sionne plus  tard  de  sérieuses  difficultés  à  la  France.  Il  a  égale- 


—  too  — 

enfants  d*une  peuplade  des  bords  de  rOrénoque  s'amuser  à  attirer 
(les  corps  légers,  tels  que  des  barbes  de  plumes,  avec  des  graines 
qu'ils  frottaient  les  unes  contre  les  autres. 

Le  conférencier  expose  ensuite,  avec  expériences  à  l'appui,  le 
mécanisme  de  la  machine  électro-statique  la  plus  employée 
aujourd'hui  (Carré),  et  il  énumère  les  principaux  effets  lumi- 
neux, calorifiques,  chimiques,  que  Ion  en  peut  obtenir. 

M.  le  D^  Mœller  démontre  enfin  les  phénomènes  que  Télec- 
tricité  statique  produit  sur  l'organisme  humain  et  qu  i  varient  sui- 
vant le  mode  d'application  de  cet  agent.  C'est  ainsi  qu'il  décrit 
le  bain  électrique,  consistant  exclusivement  à  isoler  le  sujet 
et  à  le  mettre  en  communication  avec  une  machine  électrique; 
ce  procédé  a  pour  but  d'agir  sur  le  corps  tout  entier;  ensuite 
quelques  autres  pratiques  permettant  de  localiser  le  point  d'ap- 
plication de  l'électricité;  tels  sont  le  souffle  électrique,  le  vent  ou 
le  courant  électrique,  les  étincelles,  les  frictions,  etc.  M.  Mœller 
explique  comment  il  s'est  fait  que  ce  genre  d'électricité,  dont 
l'action  est  si  douce  et  l'efficacité  si  évidente,  a  été  abandonné 
pour  faire  place  à  l'électricité  dynamique;  il  constate  que  cet 
abandon  était  injuste,  et  il  se  félicite  que  des  spécialistes  émi- 
nents,  ïels  que  MM.  Charcot,  Vigouroux,  Legrand  du  SauUe,  etc., 
n'aient  pas  craint  de  revenir  sur  des  opinions  antérieurement 
émises,  et  de  rendre  à  Félectricité  statique  le  rang  qu'elle  n'aurait 
jamais  dû  perdre.  Il  termine  en  exposant  les  principales  appli- 
cations thérapeutiques  de  cette  médication,  telles  qu'elles  sont 
admises  par  les  spécialistes  les  plus  compétents;  il  n'hésite  pas 
à  dire  que  c'est  un  remède  puissant  dans  les  névroses,  telles  que 
l'hystérie,  la  chorée,  le  névrosisme,  etc.,  dans  les  névralgies,  les 
rhumatismes  musculaires,  la  chloro-anémie.  Il  estime  que  l'impos- 
sibilité de  donner  une  interprétation  scientifique  de  l'action  thé- 
rapeutique d'un  mode  de  traitement  ne  peut  jamais  être  invoquée 
contre  celui-ci. 
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II 


ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE  DU  JEUDI  25  JANVIER  1883. 

La  première  conférence  de  ce  jour  avait  pour  sujet  les  Euro^ 
péeiis  dans  l'Afrique  méridionale.  M.  Delgenr  la  commencée 
par  un  résumé  substantiel  de  la  géographie  physique  de  la  terre 
africaine,  terre  d'un  abord  si  difficile  à  cause  de  ses  côtes  peu 
découpées  et  de  ses  rivières  interrompues  de  rapides  et  de  cata- 
ractesy  mais  terre  d'une  fécondité  merveilleuse  qui,  une  fois  bien 
connue,  deviendra  le  grenier  de  l'Europe ,  et  fournira  à  celle-ci 
la  plupart  des  matières  premières  dont  elle  a  besoin. 

Après  ces'  généralités  communes  à  toute  l'Afrique,  il  ne  s'est 
plus  occupé  que  de  la  grande  presqu'île  qui  s'étend  au  sud  de 
l'équateur.  Lorsqu'on  examine  une  des  vieilles  cartes  des  XVI'' 
et  XVIP  siècles,  on  est  tout  étonné  d'y  retrouver  —  un  peu 
placés  au  hasard,  il  est  vrai  —  les  grands  lacs  qui  viennent 
d'être  découverts,   il  y  a  peu  d'années,  et  qui  avaient  disparu 
depuis  deux  siècles.  C'est  que  tous  ces  détails,  enregistrés  d'après 
les  renseignements   des  indigènes,   avaient  été  effacés  par  la 
science  sceptique  du  XVIIP  siècle.  Depuis  une  trentaine  d'an- 
nées pourtant,  on  s'est  dit  qu'ils  devaient  avoir  leur  raison  d'être, 
elles  voyages  des  Burlon,  des  Speke  et  des  Grant,  mais  surtout 
ceux  de  Livingstone  et  de  Stanley,  ont  démontré  leur  réalité. 

L'Association  internationale  fondée  par  le  roi  des  Belges  a 
beaucoup  occupé  le  conférencier.  Il  a  rendu  un  juste  hommage 
*u  dévouement  er  à  l'abnégation  de  ses  voyageurs  dont  six  sont 
tombés  victimes  de  le  ur  zèle,  sans  compier  les  quatre  qui  ont 
succombé  sur  le  haut  Congo. 

Le  conférencier  a  exprimé  la  crainte  que  le  traité  Brazza- 
Makoko,  converti  en  loi  par  les  Chambres  et  le  président  de  la 
République  française,  ne  repose  sur  un  malentendu,  et  n'occa- 
sionne  plus  tard  de  sérieuses  difficultés  à  la  France.  Il  a  égale- 
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ment  parlé  d'un  article  du  Mémorial  diplomatique  —  attribué  à 
une  plume  officielle  portugaise  —  qui,  se  basant  sur  un  article 
du  Précurseur  (!),  prétend  que  la  Belgique  a  Tintention  de  s'em- 
parer du  Congo  et  de  fonder  des  colonies  dans  un  pays  apparte- 
nant au  Portugal.  Il  termine  en  exprimant  le  vœu  que,  propice 
aux  efforts  tentés  de  lous  côtés  pour  relever  TAfrique  et  les  Afri- 
cains, Dieu  les  relève  enfin  de  la  malédiction  qui  semble  peser 
sur  eux  depuis  le  temps  de  Noé. 

Le  R.  P.  Vanden  Gheyn,  professeur  au  collège  Saint-Michel, 
a  traité  ensuite  du  Séjour  de  l'humanité  postdiluvienne. 

Un  orientaliste  français  bien  connu,  M.  François  Lenormant, 
a  essayé  naguère  d'ébranler  lopinion  traditionnelle  sur  ce  séjour, 
qu'il  recule  considérablement  à  r«st,  au  centre  même  de  TAsie, 
sur  le  vaste  plateau  de  Pamir. 

Le  R.  P.  Vanden  Gheyn  s'est  donné  la  tâche  de  défendre  l'an- 
tique tradition.  Après  une  revision  sérieuse  des  arguments  invo- 
qués, il  constate  que  le  texte  biblique,  les  interprétations  d'une 
sévère  exégèse  et  les  témoignages  de  l'antiquité  se  réunissent 
pour  identifier  l'Aràràt  de  la  Genèse  avec  l'Arménie.  Pourtant, 
au  sujet  du  sommet  où  l'arche  vint  atterrir,  l'accord  ne  règne 
pas.  Si  quelques  auteurs  désignent  le  Massis  ou  Agri-Dagh,  vul- 
gairement appelé  Arâràt,  d'autres  penchent  pour  la  chaîne  du 
Kurdistan. 

M.  Lenormant  se  refuse  à  placer  en  Arménie  le  séjour  des 
Noachides  après  le  déluge,  parce  que,  d'après  le  chapitre  xi  de 
la  Genèse,  les  fils  de  Noé,  pour  arriver  en  Babylonie,émigrèrent 
de  l'est;  condition  irréalisable,  si  leur  point  de  départ  est  l'Ar- 
ménie. A  la  suite  de  l'abbé  Vigouroux  et  du  P.  Delattre,  le  P. 
Vanden  Gheyn  a  facilement  démontré  que  celte  émigration  ne 
fut  pas  le  fait  de  tous  les  descendants  de  Noé,  et  qu'en  outre  le 
cours  du  Mourad  trace  de  l'est  à  l'ouest,  sur  une  distance  de 
plus  de  500  kilomètres,  une  route  naturelle  d'Arménie  en  Baby- 
lonie. 

Que  faut-il  penser  des  légendes  aryennes  et  des  découvertes 
récentes  de  l'anthropologie  et  de  l'archéologie  préhistorique, qui. 
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aux  yeux  de  M.  Lenormant,  démontrent  Torigine  pamirieniie 
des  grandes  races  humaines? 

Le  P.  Vanden  Gheyn  a  fait  bonne  justice  de  la  géographie 
fantaisiste  des  Hindous  et  des  Eraniens.  Quant  à  Tanthropulogie, 
91  elle  conduit  à  placer  en  Asie  la  première  apparition  de  Tespèce 
humaine,  elle  déclare  par  le  plus  autorisé  de  ses  représentants, 
M.  de  Quatrefages,  qu*une  solution  plus  précise  du  problème 
est  une  chimère  par  les  seules  ressources  de  cette  science. 

L'archéologie  préhistorique  laisse  une  entière  liberté  d  attri- 
buer les  plus  anciennes  exploitations  de  Tétain,  soit  aux  mines 
du  Caucase,  soit  i  celles  de  THindou-Kousch.  En  arrêtant  son 
choix  sur  les  premières,  et  on  en  a  bien  le  droit,  on  reste  dans 
les  limites  tracées  par  la  tradition  pour  le  séjour  de  l'humanité 
postdiluvienne  en  Arménie. 

On  peut  donc  conclure  ayec  le  conférencier  que,  s'il  n  y  a  pas 
certitude  absolue  pour  la  localisation  de  Tarrèt  de  Tarche  sur  les 
cimes  de  TArârât,  il  faut  pourtant  restreindre  à  TArménie  le  ber- 
ceau des  Noachides  sauvés  du  déluge.  En  aucun  cas,  Thypothèsc 
qui  fait  atterrir  le  vaisseau  de  Noé  sur  THindou-Kousch  ne  doit 
être  admise. 


III 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE    DU    LUNDI    2   AVRIL    18S3. 

Le  R.  P.  Carbonnelle,  secrétaire  de  la  Société  scientifique,  lit 
le  rapport  suivant  : 

Messieurs, 

L'usage  veut  que  le  Secrétaire  prenne,  dans  la  session  annuelle, 
les  premières  minutes  de  la  première  assemblée  générale  pour 
lire  son  rapport.  L'expérience  a  justifié  cet  usage,  parce  qu'il  a 
Tavantage  de  prolonger  quelque  peu  ce  quart  d'heure  de  grâce 
que  tout  auditoire  exige  pour  se  former  et  se  recueillir.  Mais 
je  n'oublierai  pas  que,  cette  année,  le  commencement  de  nos 
séances  de  l'après-midi  a  été  retardé  d'une  demi-heure;  je  serai 
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bref  pour  ne  pas  trop  différer  le  plaisir  délicat  que  vous  êtes  venu 
chercher  aujourd'hui,  et  que  le  savant  auteur  de  V Amérique  pré- 
historique s'apprête  à  vous  faire  goûter. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  que  bien  peu  de  renseignements  nouveaux 
à  donner  sur  la  marche  de  nos  travaux  pendant  l'année  sociale 
qui  vient  de  s'écouler.  La  plupart  d'entre  vous  ont  pu  constater, 
non  seulement  que  nos  assemblées  générales  ont  été  bien  rem- 
plies, mais,  chose  plus  importante  encore,  que  le  travail  des  sec- 
tions, ou  du  moins  des  quatre  premières  sections,  a  été  des  plus 
satisfaisants,  au  point  de  nous  faire  entrevoir  une  pléthore  mena- 
çante pour  le  septième  volume  de  nos  Annales.  L'année  prochaine 
peut-être,  la  cinquième  section  contribuera  elle-même  à  au|<- 
menter  cet  heureux  embarras. 

Nos  Annaks  forment  déjà  une  collection  respectable  de  six 
volumes,  fort  recherchée  par  les  bibliothèques  scientifiques. 

La  Revue  des  questions  scientifiques  a  aussi  parfaitement 
maintenu  la  belle  position  qu'elle  a  conquise  depuis  longtemps, 
et  elle  se  répand  encore  au  delà  de  nos  frontières,  en  Europe  et 
en  Amérique.  Le  nombre  des  abonnes  de  l'étranger  dépasse  déjà 
notablement  celui  des  abonnés  belges;  et  nous  la  voyons  de  plus 
en  plus  appréciée  dans  les  journaux  et  les  recueils  les  plus 
sérieux. 

Le  nombre  des  membres  est  aujourd'hui  de  629,  dont  174 
hors  de  Belgique.  Ces  nombres  étaient  l'année  dernière  647  ei 
173.  Il  y  a  donc  une  légère  diminution,  qui  porte  tout  entière 
sur  le  nombre  des  membres  belges.  Neuf  membres  sont  décédés 
depuis  notre  dernier  rapport. 

Il  n'y  a  guère  que  deux  changements  à  vous  signaler.  Le  pre- 
mier est  assez  insignifiant.  II  a  pour  auteur  M.  le  Ministre  de 
l'intérieur,  qui,  à  son  grand  regret  sans  doute,  s'est  vu  dans  la 
nécessité  de  supprimer,  à  partir  de  cet  exercice,  le  modeste  sub- 
side que  l'État  belge  accordait  chaque  année  à  la  Société  scien- 
tifique. Vous  avez  peut-être  remarqué  que  ce  subside  figurait 
jusqu'ici  dans  le  rapport  du  Trésorier  pour  une  somme  de 
1,000  francs.  Avouons  aujourd'hui  que  dans  cette  manière  de 
compter,  il  y  avait  de  notre  part  un  peu  de  courtoisie  envers  le 
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Mécène  officiel  ;  car  nous  lui  fournissions  en  retour,  et  même 
généralement  en  avance,  pour  600  francs  de  publications;  ce  qui 
réduisait  ses  largesses  annuelles  à  la  somme  de  400  francs.  Nous 
sommes  bien  capables  de  supporter  un  pareil  retranchement 
sans  mourir  ;  puisse  le  budget  national  s'équilibrer  par  cette 
économie  ! 

Le  second  changement,  vous  Tavez  déjà  remarqué,  consiste 
dans  la  suppression  du  concert.  Le  Conseil  a  pensé  qu'il  serait 
plus  agréable  et  plus  utile  de  fournir  à  ceux  de  nos  membres  qui 
demeurent  à  Bruxelles  pendant  la  session  le  moyen  de  se  voir 
autrement  que  dans  les  réunions  sérieuses  du  matin  et  de  Taprès- 
midi.  La  réunion  de  ce  soir  à  Thôtel  Mengellc  montrera  si  vous 
approuvez  cette  inspiration.  C'est  la  Société  qui  vous  invite;  nous 
espérons  que  vous  viendrez  en  grand  nombre  à  cette  soirée  de 
famille. 

M.  H.  Lefebvre,  trésorier,  lit  le  rapport  suivant  : 

Messieurs, 

J'ai  l'honneur  de  vous  présenter  le  compte  des  recettes  et  des 
dépenses  de  l'exercice  écoulé,  arrêté  au  31  mars  1883. 

Recettes. 

Encaisse  au  15  avri M 882 fr.  48,213  02 

72S  cotisations 10,885 

1  rachat  perpétuel ....  150 

Vente  de  publications 445  50 

1625  abonnements  à  la  Revue  des  questions  scien- 
tifiques à  15  francs  et  plus 29,637  85 

Coupons  du  portefeuille 1,171     » 

Remboursement  d'une  action  sortie  au  pair  .     .     .  500     » 

Intérêts  en  banque  au  31  décembre  1882     .     .     .  1,158  70 

Dons 30     » 

Divers 325  29 

Total.     .     .  fr.     92,516  36 


» 


» 


Dépenses. 

Frais  de  bureau fr.  459  34 

Frais  de  recouvrement 218  05 

Impression  des  Annales  et  des  circulaires  et  frais 

d'expédition 4,08i  07 

Frais  de  sessions 933  82 

Direction  de  la  Revue  (années  1 880, 1 881  et  1 882).  3,000  - 
Indemnité  au  secrétaire  (années  1880,  1881    et 

1882) 1,500     . 

Indemnités  aux  secrétaires  de  sections     ....  800     » 

Revue  des  questions  scientifiques  : 

a)  Impression .  10,113  35 

b)  Honoraires 5,371  25 

Achat  de  fonds  publics,  y   compris   les   intérêts 

bonifiés 22,734  60 

Divers 61   80 

Encaisse  au  31  mars  1883 43,243  08 


Total.     .     .     .  fr.     92,516  36 


Vous  remarquerez.  Messieurs,  dans  le  compte  des  dépenses, 
un  poste  de  fr.  22,734  60  c'  pour  achat  de  valeurs  mobilières. 
Je  crois  nécessaire  de  vous  donner  un  mot  d'explication  à  ce 
sujet. 

Outre  que  nous  avions  à  remployer  l'argent  provenant  du 
remboursement  au  pair  d'une  action  du  chemin  de  fer  Bruxelles- 
Lille-Galais,  ainsi  que  les  fonds  provenant  de  8  rachats  perpé- 
tuels, le  Conseil  a  décidé  de  convertir  en  capital  de  réserve  une 
partie  notable  du  compte  courant.  Cette  opération  a  été  effectuée 
au  mois  de  septembre  dernier. 

Voici  la  situation  du  capital  social  et  du  capital  de  réserve  au 
25  mars  1883. 
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Capital  social. 


Actif.  7,400  francs.  Emprunt  de  TÉtat 
belge  A  7o  ancien  à  fr.  1 04  50  c*, 
intérêts  non  compris   .     .     .     .  fr.       7,733     «• 

1,500  francs.  Emprunt  de  TÉtat 
belge  3  Vo,  à  fr.  82  20  C,  iniéréts 
non  compris 1,233     » 

30  actions  privilégiées  du  chemin 
de  fer  Bruxelles- Lille-Calais,  à 
fr.  592  50  c%  intérêts  non  compris.     H, 775     » 

1  rachat  perpétuel  effectué  en 
1883  (espèces  à  placer  en  fonds 
publics) 150 

20,891 

Passif,   29    parts   de   fondateurs    de 

500  francs fr.     14,500 

28  rachats  perpétuels  de  150 
francs 4,200     » 

1 8,700     H 


__  j —  _ 


Excédent  d'actif fr.       2,191 


M 


Réserve. 

10,000  francs.  Emprunt  de  TÉtat  belge  4  '/o  (nou- 
veau) à  fr.  104  15  c',  intérêts  non  compris   .  fr.     10,415     » 

10,000  francs.  Obligations  de  la  Caisse  d'annuités 
dues  par  l'État,  4  '/j  7o>  ^  '^5  francs,  intérêts 
non  compris 10,500     » 

Total.     .     .  fr.     20,915     » 

L'assemblée  nomme,  pour  vérifier  le  compte  rendu  de  M.  le 
Trésorier,  MM.  L.  De  Beys  et  Jean  Otto. 
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La  parole  est  ensuite  donnée  à  M.  le  marquis  de  Nadaillac, 
qui  avait  bien  voulu  se  charger  de  faire  à  la  Société  une  confé- 
rence sur  V Amérique  préhistorique, 

M.  le  marquis  de  Nadaillac  débute  par  une  description  dé- 
taillée de  la  faune  et  de  la  flore  américaines  au  moment  de 
la  découverte  de  rAmôrique  par  les  Espagnols  :  cette  faune  et 
cette  flore  différaient  complètement  de  leurs  correspondantes 
dans  Tancien  continent.  Aux  temps  quaternaires,  la  même  diffë> 
renée  existait  entre  les  deux  mondes.  Et  cependant,  sur  ces  deux 
théâtres  si  divers  vivaient  des  hommes  physiologiquement  et 
pathologiquement  semblables.  Il  y  a,  dans  ce  fait,  une  réponse 
péremptoire  aux  théories  transformistes  à  la  mode.  Comment  se 
peut-il,  en  effet,  que  des  conditions  climatériques  et  biologiques 
différentes,  une  flore  différente,  une  faune  différente  aboutissent 
ù  un  homme  absolument  semblable? 

Les  fouilles  des  Kjœkkenmœddings  entiévksiins  ont  montré  une 
population  encore  peu  civilisée;  les  armes,  les  outils  sont  de 
misérables  silex;  la  poterie  n'apparaît  que  dans  les  couches 
supérieures;  les  ornements  sont  inconnus;  Thomme  est  absorbé 
par  la  dure  lutte  pour  la  vie. 

D'autres  races  apparaissent  à  leur  tour  sur  le  vieux  sol  de 
l'Amérique.  Leur  origine,  leur  histoire,  leur  nom  même  sont 
inconnus;  mais  les  31ound-Builder8  (littéralement,  les  construc- 
teurs de  tertres)  ont  laissé  d'immenses  constructions  en  terre, 
fortifications,  autels,  lieux  consacrés,  sépultures,  qui  restent  leurs 
témoins  pour  la  postérité.  Ces  amoncellements  de  terre,  souvent 
d'une  importance  qui  étonne,  s'étendent  de  TAtlantique  au  Paci- 
fique, des  grands  lacs  au  nord  jusqu'au  golfe  du  Mexique  au 
sud.  Les  Mound-Builders  étaient  évidemment  un  grand  peuple  : 
ils  cultivaient  la  terre  sur  des  levées  qui  mettaient  leurs  cultures 
à  l'abri  des  inondations;  ils  creusaient  des  canaux;  ils  exploi- 
taient les  mines  de  cuivre  du  lac  Supérieur;  ils  se  livraient  au 
commerce,  tout  au  moins  aux  échanges  ;  ils  fabriquaient  une 
poterie  remarquable  par  ses  décorations,  par  les  figures 
d'hommes  et  d'animaux,  plus  encore  par  ses  formes,  qui  se 
rapprochaient  singulièrement  de  celles  encore  en  usage  parmi 
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nous.  Les  pipes  en  poterie,  celles  taillées  dans  la  stéatite,  dans  le 
marbre,  dans  le  porphyre,  les  grains  de  collier,  les  ornements 
en  cuivre  sont  caractéristiques.  Tout  montre  chez  ces  hommes, 
hier  encore  absolument  inconnus,  une  civilisation  avancée,  ana- 
logue probablement  à  celle  de  l'Europe  vers  la  même  époque. 

A  côté  des  Mound-Builders  vivaient  les  Ctiff-Bwellers  (les 
habitants  des  rochers).  Ceux-ci  avaient  établi  leurs  demeures 
dans  les  anfractuosités  de  rochers,  sur  les  pics  les  plus  élevés, 
sur  des  points  aujourd'hui  inaccessibles.  On  croit  rêver  en  con- 
templant ces  habitations  humaines,  qu'on  ne  saurait  mieux  com- 
parer qu'à  des  nids  d'hirondelles.  A  côté  de  ces  demeures 
aériennes  s'élevaient,  dans  les  vallées,  les  pueblos,  vastes  con- 
structions rectangulaires,  souvent  à  plusieurs  étages,  semblables 
à  des  phalanstères,  et  où  l'on  comptait  jusqu'à  cinq  ou  six  cents 
chambres  ou  plutôt  cellules  de  la  plus  extrême  exiguïté.  Nous 
mentionnons  à  dessein  les  pueblos  à  côté  des  Cliff-Houses,  bien 
qu'ils  soient  sans  doute  plus  modernes,  parce  que  dans  les  uns 
comme  dans  les  autres  nous  trouvons  les  estufas  :  c'est  le  nom 
donné  par  les  Espagnols  à  des  tours  d'un  accès  difficile  où  l'on 
entretenait  le  feu  sacré  avec  un  soin  superstitieux.  Les  habitants 
des  pueblos  avaient  donc  le  même  culte  religieux  que  les  Cliff- 
Dwellers. 

Les  fouilles,  presque  impossibles,  à  raison  de  la  férocité  des 
Apaches,  ont  été  peu  productives.  Quelques  haches  et  de  nom- 
breuses pointes  de  flèches  en  silex,  d'innombrables  fragments 
de  poterie  ont  été  jusqu'à  présent  les  seuls  objets  recueillis.  La 
poterie,  plus  fine  que  celle  des  Mound-BuilderSy  porte  l'orne- 
mentation si  fréquente  en  Europe,  dès  les  temps  les  plus  recu- 
lés, et  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  grecques.  Il  est  bien 
curieux  de  voir  le  génie  de  l'homme  toujours  semblable  à  tra- 
vers le  temps  et  à  travers  l'espace. 

Cette  similitude  est  plus  frappante  encore  quand  on  étudie 
les  palais,  les  temples,  les  pyramides,  les  monuments  de  tout 
genre,  dont  les  ruines  couvrent  le  Yucatan  et  le  Mexique.  Nous 
retrouvons  tous  les  styles  qui  nous  sont  familiers.  Ici  c'est  l'As- 
syrie et  l'Egypte,  plus  loin  la  Chine  ou  l'Inde.  A  Kabah  (Yuca- 


(an),  â  Ctizco  (Pérou),  un  aqueduc  sur  te  Rodadero  rappelle  k 
s'y  méprendre  les  constmclions  de  la  campagne  de  Rome. 
Nous  ne  pouvons  que  citer  Palenque  et  Chichen-ltza,  Copan  et 
dmal,  dont  les  ruines  encore  debout  attestent  el  l'importance 
et  la  magnificence.  Rien  d'auircs  resieni  inconnues.  Hier  encore, 
.M.  Charnay  décoii\  rait  une  ville  considérable  sur  la  rive  gauche 
de  ITsumacinta,  à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  Lorillard-Cily, 
et  ceux  qui,  la  liache  à  la  main,  se  frayeni  un  passage  à  travers 
lies  forêts  presque  impénétrables,  se  flattant  dans  leur  nair 
orgueil  de  fouler  les  premiers  ces  terres  vierges,  voient  se  dres- 
ser devant  eux  des  monuments,  des  sépultures,  muets  téiiioins 
de  siècles  écoulés,  de  générations  disparues. 

Ces  constructions,  ces  villes  remontent  aux  Nahuas,  race 
féconde  entre  toutes,  d'où  sont  sortis  les  Mayas,  les  Toltecs,  les 
Chichimccs  et  les  Astecs,  qui,  lour  à  tour,  ont  dominé  l'Amé- 
rique i-enirale.  La  civilisation  des  Toliecs  était  surtout  remar- 
quable :  rien  n'égalait  la  magnificence  des  rois  de  Tezcuco; 
celle  des  Asiecs,  dont  la  capitale  était  Mexico,  ne  leur  était  guère 
inférieure,  el  les  chroniqueurs  espagnols  nous  en  ont  conservé 
des  récits  qui  paraissent  fabuleux,  mais  dont  chaque  décotiverle 
nouvelle  prouve  la  complète  exactitude. 

L'Amérique  du  Sud  est  moins  connue  que  l'Amérique  du 
Nord.  Au  moment  de  la  conquête,  les  Galibis,  les  Gitaranis,  les 
Tupis,  les  Patagnns  étaient  plongés  dans  la  barbarie.  Ils  erraient 
nus  et  sans  abri  dans  les  régions  les  plus  fertiles  du  globe,  et  par 
un  coiitrasti'  frappant,  les  Péruviens  et  les  Cliibclias  qui  vivaient 
dans  des  montagnes,  è  des  altitudes  de  4,000  â  S.OOO  mètres, 
dans  des  régions  froides  el  déshéritées,  où  les  céréales  pouvaient 
à  peine  germer,  présentaient  ta  civilisation  la  plus  remarquable 
des  deux  Amériques.  Les  ruines  de  Cbimu,  de  Tiaguanaco,  de 
l'ile  de  Tîlicaca,  qui  remontent  aux  Aymaras,  celles  de  Cuico,  la 
capitale  des  Incas,  montrent  un  an  avancé,  une  civilisation  k  son 
apogée.  Ces  peuples  élaienl  riches  et  industrieux,  et  on  serait 
véritablement  surpris  de  la  facilité  avec  laquelle  ils  furent  con- 
quis par  une  poignée  d'Espagnols,  si  l'histoire  ne  nous  avait  fait 
connaître  le  triste  gouvernement  auquel  ils  étaient  soumis  :  le 
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despotisme  en  haut,  le  communisme  en  bas.  C'est  là  un  régime 
auquel  nul  peuple,  quelque  intelligent,  quelque  doué  qu'il  soit, 
ne  peut  longtemps  résister. 

D*où  venaient  ces  populations?  Quelle  était  forigine  des  races 
qui  ont  peuplé  les  deux  Amériques?  Etaient-elles  autochtones, 
nées  sur  le  sol  même  qu'elles  habitaient,  ou  sortaient-elles  des 
anciens  continents  par  une  suite  d'immigrations  qui  se  sont 
renouvelées  durant  une  longue  suite  de  siècles? 

La  première  de  ces  hypothèses,  en  nous  plaçant  uniquement 
au  point  de  vue  scientifique,  ne  parait  guère  fondée.  Les  variétés 
si  tranchées  que  l'on  relève  dans  le  type,  dans  les  mœurs,  dans 
la  civilisation  des  anciennes  races  américaines  ne  permettent 
point  de  les  rattacher  à  une  souche  unique.  Il  faudrait  donc, 
comme  pour  les  animaux,  supposer  plusieurs  centres  de  créa- 
tion, et  c'est  là  une  hypothèse  qu'aucune  des  données  connues 
ne  permet.  «  L'homme,  dit  excellemment  M.  de  Quatrefages,  ce 
type  à  part,  cette  espèce  privilégiée  entre  toutes,  alors  même 
qu'on  ne  voit  en  lui  que  l'être  physique,  pouvait-il  naître  à  la 
fois  en  tous  lieux?  Non,  ou  il  eût  constitué  une  de  ces  excep- 
tions uniques,  dont  nous  ne  connaissons  pas  encore  d'exemple.  » 

Il  faut  donc  admettre  les  immigrations  venues  des  anciens 
continents  comme  la  source  unique  des  populations  améri- 
caines. Sans  parler  ici  soit  des  aventuriers,  soit  des  naufragés  qui 
ont  débarqué  dans  le  nouveau  monde,  avant  la  découverte  de 
Christophe  Colomb,  mais  qui  n'ont  pu  modifier  la  race  ni  influer 
sur  la  population,  il  est  certain  que  durant  de  longs  siècles  les 
Asiatiques  ont  passé  d^Asie  en  Amérique  par  le  détroit  de  Beh- 
ring :  il  est  certain  que  les  Malais  et  les  Polynésiens,  de  tout 
temps  hardis  navigateurs,  ont  peuplé  les  côtes  du  Pacitique. 

Mais  toutes  ces  immigrations,  si  haut  qu'on  veuille  les  faire 
remonter,  ne  peuvent  embrasser  les  hommes  au  crâne  dolicho- 
céphale, contemporains  des  grands  mammifères  quaternaires. 
Leur  origine  est  un  problème  difficile  :  peut-être  pourrait-on  le 
résoudre  par  de  grands  changements  dans  la  superficie  des 
terres  et  des  mers;  l'immersion,  par  exemple,  d'un  grand  conti- 
nent qui  se  serait  étendu  à  travers  l'Atlantique  et  aurait  rapproché 
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le  nouveau  monde  de  Tancien.  Ce  serait  cette  mystérieuse  Atlan- 
tide, dont  les  prêtres  égyptiens  avaient  révélé  à  Solon  la  dispari- 
tion, à  raison  des  forfaits  de  ses  habitants,  et  dont  certains  faits 
géologiques,  que  l'on  peut  encore  constater  aujourd'hui,  sem- 
blent confirmer  Texistence  :  c'est  là  une  hypothèse  plausible, 
mais  dont  la  démonstration  reste  à  faire. 

America  is  a  great  mystery,  disait  un  historien  récent,  en  étu- 
diant tout  ce  vieux  passé.  Quelque  sujet  qu'il  embrasse,  quelque 
problème  qu'il  aborde,  l'homme  est  rapidement  arrêté,  il  apprend 
à  connaître  combien  sa  science  est  vaine,  combien  ses  théories 
sont  incertaines.  L'infini  est  devant  lui,  son  œil  ne  peut  le  con- 
templer, son  intelligence  ne  saurait  le  pénétrer. 


IV 


ASSEMBLÉE   GÉNÉRALE   DU    MARDI    3   AVRIL    1883. 

M.  Aimé  Witz,  professeur  aux  Facultés  catholiques  de  Lille,  fait 
une  conférence  sur  les  Moteurs  à  gaz, 

M.  Witz  étudie  les  machines  à  gaz  tonnant  en  ingénieur  et  en 
physicien;  mais  c'est  à  ce  second  point  de  vue  qu'il  faut  se  placer 
pour  apprécier  tout  l'intérêt  que  présente  cette  nouvelle  classe 
de  moteurs.  En  effet,  la  théorie  complète  de  la  machine  à  gaz 
repose  sur  les  lois  du  refroidissement  et  de  la  dissociation;  faute 
de  connaître  suffisamment  ces  lois,  les  ingénieurs  qui  ont  exa- 
miné jusqu'ici  les  moteurs  à  explosion  n'ont  pu  donner  la  clef 
des  nombreuses  anomalies  révélées  par  la  pratique  :  peut-être 
même  les  succès  obtenus  par  quelques  constructeurs  n'élaient-ils 
pas  bien  expliqués. 

Pour  M.  Witz  il  y  a  quatre  types  de  moteurs  à  gaz  : 

1""  Les  moteurs  à  explosion  sans  compression; 

2*'  Les  moteurs  à  explosion  avec  compression; 

Z"*  Les  moteurs  à  combustion  avec  compression; 

4*  Les  machines  atmosphériques. 
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Au  premier  type  appartiennent  les  machines  Lenoir  et  Hugon  ; 
au  second  celles  de  Dugald  Glerk,  de  Wittig  et  Hees,  de  Lieck- 
feld,etc.;  dans  la  troisième  catégorie  seront  rangées  les  machines 
de  Brayton  et  de  L.  Simon  et  fils.  Enfin  les  moteurs  Otto  et 
Lanzen  et  celui  très  connu  de  M.  de  Bisschop  appartiennent  au 
type  des  machines  atmosphériques.  Le  moteur  Otto  serait  mixte. 

Nous  ne  pouvons  suivre  le  conférencier  dans  la  comparaison 
des  cycles  de  ces  divers  types  :  constatons  toutefois  qu'ils  sont 
parfaitement  caractéristiques  et  qu'il  est  possible  de  calculer  le 
coefficient  économique  de  chacun  d'eux.  Le  rendement  générique 
des  trois  derniers  types  est  égal  à  0,66,  0,56  et  0,69;  il  est  donc 
supérieur  à  celui  de  la  machine  à  vapeur;  celui  des  moteurs  du 
type  Lenoir  lui  est  au  contraire  notablement  inférieur.  Les  avan- 
tages de  la  compression  ressortent  ainsi  d'une  façon  très  claire  et 
absolument  indiscutable. 

Quand  on  passe  à  la  pratique,  on  constate  des  pertes  d'effets 
dues  à  l'imperfection  des  cycles  réels;  il  est  difficile  d'en  calculer 
exactement  la  valeur:  mais  en  comparant  les  diagrammes  relevés 
à  Taide  d'un  indicateur  Richard  sur  les  moteurs  eux-mêmes  aux 
cycles  théoriques  étudiés  précédemment,  on  peut  se  rendre 
compte  des  différences  observées  entre  les  rendements  calculés 
et  les  rendements  pratiques.  La  perte  d'effet  la  plus  considérable 
provient  de  ce  que  les  pressions  et  les  températures  réalisées 
dans  le  cylindre  sont  considérablement  moindres  que  celles  qui 
correspondent  aux  formules  :  alors  que  le  calcul  conduit  a  des 
pressions  de  12  atmosphères  et  à  des  températures  de  5,000  de- 
grés, on  constate  à  peine  5  atmosphères  et  1,200  degrés. 

Quelques  ingénieurs  ont  attribué  ces  écarts  à  la  dissociation, 
mais  M.  Witz  démontre  qu'ils  sont  produits  uniquement  par  l'ac- 
tion refroidissante  de  la  paroi.  Des  expériences  spéciales  lui  ont 
permis  de  mettre  ce  fait  hors  de  doute. 

Il  semblerait  qtie  les  ingénieurs  de  Deutz  qui  ont  conçu  le 
type  connu  sous  le  nom  d'Otto  se  soient  parfaitement  rendu 
compte  de  l'influence  exercée  par  les  phénomènes  de  refroidis- 
sement dans  le  cylindre  des  moteurs.  En  effet,  pour  diminuer  les 
pertes,  ils  ont  cherché  à  ralentir  la  vitesse  avec  laquelle  l'explo- 
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sion  se  propage  dans  la  masse  du  gaz  tonnant;  dans  ce  but,  ils 
ont  mêlé  à  ce  gaz  les  produits  de  l'explosion  précédente.  Cette 
tentative,  parfaitement  rationnelle,  les  a  menés  au  succès. 

En  somme,  c'est  aux  moteurs  du  troisième  type  que  parait 
due  la  palme.  Le  conférencier  leur  prédit  un  bel  avenir  et  il 
n'hésite  pas  à  les  mettre  en  parallèle  avec  la  machine  à  vapeur. 
Comparant  le  prix  de  revient  du  cheval-heure,  par  les  diverses 
machines  employées  dans  l'industrie,  machines  à  vapeur,  ma- 
chines à  air  et  machines  hydrauliques,  il  montre  que  le  moteur 
à  gaz  a  une  supériorité  marquée  pour  les  petits  ateliers.  Ce 
moteur  pourrait  même  lutter  avantageusement  avec  les  machines 
à  vapeur  de  la  grande  industrie,  si  la  consommation  était  abaissée 
à  500  litres  de  gaz  par  cheval-heure  et  si  le  mètre  cube  ne  coû- 
tait que  5  centimes.  Or,  il  semble  que  l'une  et  l'autre  condition 
puissent  être  réalisées  dans  un  avenir  prochain.  Les  cornues  à 
gaz  ou  les  gazogènes  Siemens  et  Dowson  remplaceraient  donc 
un  jour  les  chaudières  à  vapeur.  Ce  serait  une  révolution  indus- 
trielle, et  M.  Witz  pense  que  ce  serait  un  progrès  :  révolution  et 
progrès  sont  assez  rarement  synonymes  pour  que  nous  acceptions 
l'augure  et  les  conclusions  du  professeur  des  Facultés  de  Lille. 
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M.  Amédée  V  isart,  membre  de  la  chambre  des  Représentants 
et  bourgmestre  de  Bruges,  a  pris  pour  sujet  de  la  conférence  de 
ce  jour  la  possibilité  d'établir  un  port  en  eau  profonde  sur  le 
littoral  belge.  Voici  le  résumé  de  cette  conférence  qui  a  paru  in 
extenso  dans  la  Revue  des  questions  scientifiques  (juillet  1883). 

Le  conférencier  demande  à  la  réunion  de  considérer  comme 
résolue  d'avance  la  question  des  avantages  économiques  et  natio- 
naux du  port  projeté.  La  situation  de  cette  côte,  les  manifesta- 
lions  de  I  opinion  publique,  Texemple  des  pays  voisins  (Bou- 
logne, Dunkerque,  Flessingue,  Rotterdam,  Ymuiden ,  etc.)  le 
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dispensent  de  traiter  le  problème  à  ce  point  de  vue.  II  lui  suffit 
de  rappeler  les  paroles  éloquentes  prononcées  par  le  Roi  en 
1881,  lors  de  Tinauguration  du  canal  de  Terneuzen.  Le  discours 
royal  se  résume  dans  la  phrase  suivante  : 

«  Dès  Tantiquité  et  jusqu^à  nos  jours,  les  petits  peuples  qui 
se  sont  faits  grands  dans  Thistoire  ont  beaucoup  usé  de  la  mer. 
C*est  qu'il  est  permis  à  toutes  les  nations,  quelle  que  soit  Texi- 
guïté  de  leur  territoire,  d'occuper  sur  la  mer  une  place  qui  n'a 
d'autres  limites  que  leur  activité  et  leur  audace.  Mais  celles  qui 
sont  arrivées  à  ces  hautes  destinées  ont  compris  qu'il  leur  fallait 
de  faciles  et  sûrs  accès  à  la  côte.  Ces  accès,  nous  ne  les  avons  pas, 
il  nous  ks  faut.  » 

Le  conférencier  fait  d'abord  une  description  rapide,  mais  inté- 
ressante, de  la  côte,  de  sa  situation  hydrographique  et  du  régime 
des  marées  et  des  courants.  II  montre  que  sur  le  littoral  il  ne 
peut  pas  y  avoir  de  ports  naturels,  et  que  les  ports  de  marée  y 
sont  nécessairement  très  défectueux  à  cause  de  la  profondeur 
incertaine,  insuffisante,  et  de  la  difficulté  des  accès. 

II  n'y  a  donc  d'autre  ressource  qu'un  port  en  eau  profonde 
plus  ou  moins  semblable  à  ceux  de  Kingstown,Ymuiden  et  Bou- 
logne. Une  grande  partie  de  la  côte,  de  Dunkerque  à  Blanken- 
berghe,  se  prête  peu  à  l'exécution  d'un  travail  de  ce  genre.  Les 
profondeurs  régulières  sont  à  1800  mètres  du  pied  des  dunes; 
les  sables  sont  très  abondants  et  les  communications  avec  la  haute 
mer  interceptées  par  des  bancs  dangereux.  C'est  pourquoi  M.  A.  de 
Maere-Limnander  a  proposé  de  construire  un  port  en  eau  pro- 
fonde entre  Blankenberghe  et  Hcyst,où  ces  inconvénients  n'exis- 
tent pas.  Les  études  approfondies  de  la  commission  de  Bruges 
port  de  mer  ont  démontré  que  cet  emplacement  offrait  les  avan- 
tages suivants  : 

1*  Les  jetées  du  port  devront  s'avancer  jusqu'à  800  mètres 
seulement  du  pied  des  dunes  pour  trouver  les  profondeurs  de 
7  mètres  sous  marée  basse,  indispensables  pour  la  navigation 
actuelle.  Cette  circonstance  diminue  dans  une  grande  proportion 
les  frais  de  construction  et  d'entretien  du  port.  Le  conférencier 
établit  par  des  comparaisons  concluantes  que,  dans  ces  condi- 
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tions,  Favant-port  ou  Tensemble  des  constructions  maritimes  ne 
coûtera  pas  plus  de  16  000  000  de  francs  ; 

^  Des  passes  parfaitement  régulières  et  stables  assurent  de 
bonnes  communications  avec  la  haute  mer  ; 

3"*  Aucun  ensablement  extérieur  n'est  à  craindre  (et  c'est  un 
point  capital),  vu  le  régime  envahissant  de  la  mer  sur  cette  côte 
et  l'absence  des  sables  qui  pourraient  se  déposer; 

4°  Ce  point  n'est  séparé  de  Tintérieur  du  pays  que  par  une 
plaine  basse,  souvent  inférieure  au  niveau  des  hautes  marées  à 
travers  laquelle  il  est  facile  de  tracer  des  canaux  maritimes.  Cet 
emplacement  permet  de  mettre  le  nouveau  port  en  communication 
avec  Bruges  et  même,  s'il  le  faut  plus  tard,  avec  Gand  et  Anvers. 

C'est  un  avantage  immense. 

L'enceinte  d'un  port  en  eau  profonde  situé  à  Heyst  n'aura 
qu'un  seul  danger  à  craindre.  C'est  Yenvasement  intérieur.  Sur 
toutes  les  côtes  de  la  mer  du  Nord,  les  eaux  tiennent  en  suspen- 
sion une  quantité  plus  ou  moins  grande  de  troubles  soulevés  par 
les  vagues  et  les  courants.  Une  partie  de  ces  troubles  se  déposent 
aussitôt  que  l'agitation  des  eaux  diminue,  ce  qui  est  le  cas  dans 
une  enceinte  où  règne  un  calme  relatif.  Les  ports  établis  sur  ces 
côtes  sont  donc  toujours  sujets  à  un  certain  envasement.  Le 
quantum  est  la  question. 

Il  n'y  a  pas  de  raison  de  croire  que  cet  envasement  soit  plus 
considérable  à  Heyst  qu'à  Flessingue  ou  à  Ymuiden.  On  peut  le 
diminuer  en  donnant  à  louverture  du  port  une  plus  grande  lar- 
geur, ce  qui  maintiendra  plus  d'agitation  des  eaux  à  l'intérieur. 
Cela  peut  se  faire  provisoirement  parce  que  c'est  un  simple  port 
d'accès  et  non  une  rade.  On  peut  aussi  sans  inconvénient,comme 
à  Ymuiden,  réduire  la  partie  maintenue  à  profondeur  à  un  chenal 
central,  et  dans  ce  cas  il  n'y  aurait  que  24  hectares  à  draguer. 
Les  hommes  les  plus  compétents  déclarent  que  ce  dragage  ne 
donnera  pas  lieu  à  des  frais  excessifs,  d'autant  plus  que  les 
moyens  dont  on  dispose  se  perfectionnent  sans  cesse  et  devien- 
nent moins  coûteux. 

Toutes  ces  considérations  donnent  au  conférencier  la  convic- 
tion qu'on  peut  construire  et  maintenir  à  Heyst  un  port  excellent. 
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Les  deux  commissaires  nommés  lundi  dernier  pour  examiner 
les  comptes  de  M.  le  Trésorier,  MM.  L.  De  Beys  et  J.  Otto,  pro- 
posent à  rassemblée  d'approuver  ces  comptes,  et  de  voter  des 
remerciments  à  M.  le  Trésorier  pour  sa  gestion. 

L'Assemblée,  approuvant  les  comptes,  s'associe  à  ce  vœu  par 
d'unanimes  applaudissements. 

M.  le  Président  donne  ensuite  la  parole  à  M.  Léon  l'Serstevens, 
qui  fait  une  conférence  sur  la  nécessité  d'un  haut  enseignement 
scientifique  pour  l'agriculture. 

Malgré  l'impopularité  de  la  question,  et  quoiqu'il  constate 
combien  il  est  dangereux  de  dire  la  vérité  en  semblable  matière, 
M.  t'Serstevens  croit  devoir  exposer  la  situation  de  l'agriculture 
sous  son  vrai  jour. 

Les  revenus  du  pays  diminuent,  la  rente  du  sol  et  la  valeur  vé- 
nale baissent  rapidement;  et  cette  situation  menace  de  s'aggraver. 

Le  domaine  agricole  valait  en  1870  dix  milliards,  dont  le  pro- 
duit brut  s'élevait  à  un  milliard  et  dont  la  valeur  locative  repré- 
sentait trois  cents  millions.  Que  valent  aujourd'hui  ce  domaine 
et  cette  rente  foncière  ? 

Les  droits  de  mutation,  succession  et  enregistrement  étaient 
portés  au  budget  de  1882  pour  une  somme  globale  sur  produit 
d'environ  30  millions  ;  l'Etat  en  a  touché  24  seulement.  Or,  en 
reportant  ces  chiffres  sur  la  valeur  locative,  nous  pouvons  dire 
que  nous  avons  perdu  environ  50  millions  de  rente  foncière. 

Il  n'y  a  aucun  équilibre  entre  la  situation  faite  par  les  impôts, 
les  tarifs  de  chemins  de  fer  et  les  travaux  publics,  aux  agricul- 
teurs et  à  leurs  concurrents  les  importateurs. 

On  dépense  50  millions  en  quatre  ans  pour  améliorer  les 
VU.  h. 


—  118  — 

installations  maritimes  d'Anvers  et  Ion  dépense  1  ^2  million 
pour  améliorer  les  routes. 

On  semble  oublier  que  nous  avons  en  Belgique  une  foule  de 
petits  propriétaires  cultivateurs  qui  sont  de  simples  ouvriers,  mais 
qui  constituent  la  force  vitale  et  la  richesse  du  pays;  veut-on  en 
faire  par  la  misère  des  révoltés  ou  des  émigrants? 

L'agriculteur,  comme  Findustriel,  est  un  gagne-petit;  Tun  et 
lautre  prélèvent  un  léger  bénéfice  entre  le  prix  de  revient  et  le 
prix  de  vente. 

Le  fer  battu  et  le  blé  ont  la  même  valeur  en  Belgique  :  Tun  et 
l'autre  se  vendent  de  23  à  33  francs  les  100  kilos. 

Je  parle  des  fers  dont  on  fait  usage  pour  les  constructions 
rurales  ou  pour  une  partie  du  matériel  agricole. 

Frappez  les  fers  belges  d'un  droit  de  3  francs  aux  100  kilos 
et  exonérez  de  ce  droit  les  fers  provenant  de  l'étranger,  vous 
verrez  s'éteindre  toutes  vos  forges. 

C'est  cependant  une  opération  de  ce  genre  que  l'on  fait  subir 
à  l'agriculture  pour  fournir  du  pain  à  bon  marché. 

Gomme  si  l'ouvrier  n'était  pas  plus  heureux  de  voir  son  travail 
bien  rémunéré,  lui  permettant  de  se  payer  un  peu  plus  que  du 
pain,  cl  comme  s'il  n'était  pas  intéressé,  lui,  l'ouvrier  industriel 
ou  habitant  la  ville,  à  ce  que  le  campagnard  consomme  beaucoup. 

Si  l'équilibre  économique  est  rompu,  c'est  parce  que  les  agri- 
culteurs n'ont  pas  su  user  des  forces  et  des  droits  du  régime 
social  et  économique  de  notre  pays.  Il  leur  a  manqué  l'inslruc- 
lion.  On  n'a  presque  rien  fait  pour  la  répandre  parmi  eux,  et 
ce  que  Ton  a  fait  ne  peut  être  comparé  à  ce  qui  a  été  fait  pour 
toutes  les  autres  branches  de  l'activité  humaine. 

Les  classes  soi-disant  dirigeantes  dans  la  propriété  foncière  ne 
dirigent  plus  rien,  elles  sont  absolument  sans  influence.  A  elles 
surtout  l'instruction  spéciale  a  manqué.  On  peut  être  juriscon- 
sulte, philosophe,  médecin,  ingénieur,  prêtre  ou  soldat,  mais  nul 
n'ose  se  dire  agronome. 

La  force  des  choses  s'imposera  de  telle  sorte  qu'il  faudra  bien 
que  l'on  retourne  à  la  terre,  la  prospérité  ou  la  ruine  auront  le 
même  effet.  Les  progrès  de  la  science  et  tout  particulièrement  de 
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la  chimie  ont  armé  le  travailleur  de  forces  nouvelles;  sous  peine 
de  subir  les  conséquences  les  plus  ruineuses  de  son  indifférence, 
le  propriétaire  devra  suivre  la  marche  des  opérations  agricoles. 
Ce  sera  un  grand  bien  pour  la  famille. 

Aujourd'hui  nous  voyons  partout  dans  les  classes  élevées  de 
la  société  les  jeunes  gens  qui  ne  veulent  être  ni  prêtre,  ni  soldat, 
ni  avocat,  ni  médecin,  réduits  h  une  inaction  à  peu  près  forcée. 
S'ils  avaient  une  instruction  spéciale,  ils  seraient  des  proprié- 
taires accomplis,  ils  gouverneraient  leur  domaine,  ils  seraient 
dotés,  ils  ne  seraient  plus  rentes. 

A  Tàge  de  lactivité,  de  la  force  et  de  la  jeunesse,  ils  seraient 
à  même  de  conduire  leurs  propres  affaires  sans  passer  par  des 
intermédiaires  qui  les  desservent  souvent  plus  qu'ils  ne  les  ser- 
vent; ils  reprendraient  bientôt  Tinfluence  que  possédaient  leurs 
pères.  Ils  verraient  revenir  à  eux  les  sympathies  qui  se  sont 
dévovées. 

Il  est  donc  indispensable  que  Ion  établisse  au  plus  tôt  un 
haut  enseignement  qui  permette  à  Tagriculture  de  reprendre  sa 
légitime  influence  et  à  toutes  les  forces  sociales  de  s'utiliser  pour 
la  prospérité  du  pays. 

M.  le  Président  proclame  ensuite  le  résultat  des  élections 
(v.  page  45). 

M.  le  M*'  de  Nadaillae,  Président  élu  pour  1883-84,  prend 
place  au  fauteuil,  au  milieu  de  vifs  applaudissements.  Après  avoir, 
dans  une  brillante  improvisation,  exprimé  la  sympathie  que  lui 
ont  toujours  inspirée  le  but  et  les  travaux  de  la  Société  scienti- 
fique et  remercié  rassemblée,  il  déclare  la  session  close. 
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OFFERTS   A    LA    SOCIÉTÉ   SCIENTIFIQUE   DE    BRUXELLES. 


Géologie.  —  Note  orographique  sur  la  région  du  Jura  comprise  entre  Genève 
et  Poligny,  par  M.  Bourgeat. 

Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  M.  Edouard  Roche,  par  M.  J.  Boussinesq, 
professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lille.  —  Lille,  4883. 

Nota  omirent  de  vccrendc  wisselstangcn  (stelsel  Bussing),  door  G.  Braet. — 
s  Gravenhage,  4885. 

Note  sur  un  appareil  servant  à  débarrasser  de  leurs  incrustations  calcaires 
les  tubes  des  chaudières  tubulaires  de  locomotives,  par  MM.Bract,  Tirange 
et  Denis,  ingénieurs.  —  Bruxelles. 

Noie  sur  la  détermination  des  dimensions  des  murs  de  soutènement,  par 
M.  G.  Braet. 

Note  sur  la  détermination  des  dimensions  principales  des  voûtes  dos  ouvrages 
d'art  supportant  des  remblais,  par  M.  Braet,  ingénieur. 

L'art  de  rémaillerie,  chez  les  Educns,  avant  Tcre  chrétienne,  par  J.-G.  Bul- 
liot  et  Hcnrv  de  Fontenav.  —  Paris,  4875. 

Notice  scientifique  sur  Tabbé  Pierre-Théophile  Richard,  par  Tabbé  H'«  Cau- 
déran,  deuxième  édition.  —  Bordeaux,  4882. 

Cercle  des  installations  maritimes.  —  Bruxelles  port  de  mer.  —  Résumé 
comprenant  les  principaux  arguments  qui  militent  en  sa  faveur,  |>ar 
L.  Cavens.  —  Bruxelles,  4883. 

La  arqueologia  y  la  Biblia,  por  Teodoro  Creus  Corominas.  —  Barcelona, 
4883. 

Cercle  des  installations  maritimes.  —  Bruxelles  port  de  mer.  —  Projet 
Teichmann.  —  Mémoire  à  Tappui  du  projet,  traduit  du  néerlandais  et 
publié  par  les  soins  de  J.  De  Blois  et  A.  Goret,  secrétaires  du  Cercle  des 
installations  maritimes. 

D'  J.-B.-L.  Décès.  —  Science  et  Vérité;  deuxième  édition.  —  Paris,  4883. 
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Essai  d'une  théorie  générale  sopéricure  de  philosophie  naturelle  et  de 
thermo-chimie,  avec  une  nouvelle  nomenclature  binaire  notative  pour  la 
chimie  minérale  et  organique,  par  E.  Delaurier.  I*'  fascicule.  —  Paris, 
1883. 

Essai  de  métaphysique  positive,  par  Domet  de  Vorges.  —  Paris. 

Il  calendario  Gregoriano,  pel  P.  Gaspare  Stanisiao  Ferrari,  2*  edizione.  — 
Roma,  4882. 

G.-S.  Ferrari,  S.  J.  I  recenti  progressi  delP  astronomia.  —  Roma,  4882. 

La  reforma  gregoriana  del  calendario.  ~~  Discorso  scientifico  tenuto  dal 
P.  Gaspare  Stanisiao  Ferrari,  d.  c.  d.  G.,  nciia  basiiica  di  S.  Lorenzo  in 
Damaso.  —  Roma,  4883. 

L'industrie  verrière  en  Italie,  par  Henry  de  Pontenay  (extrait  de  la  revue 
Le  monde  de  la  science  et  de  l'industrie).  —  Fribourg- Paris,  4879. 

Note  sur  les  couleurs  antiques  trouvées  à  Autun  et  au  Mont  Beuvray,  par 
Henry  de  Fontenay.  —  Autun,  4874. 

Note  sur  le  bleu  égyptien,  par  M.  Henry  de  Fontenay  (extrait  des  Annales 
de  chimie  et  de  physique),  —  Paris. 

Société  d'encouragement  pour  l'industrie  nationale.  —  Statistique  de  la  ver- 
rerie, par  Henry  de  Fontenay.  —  Paris,  4877. 

La  diphtérie,  considérée  principalement  au  point  de  vue  de  ses  causes,  de 
sa  nature  et  de  son  traitement,  par  le  D'  X.  Francotte.  —  Bruxelles, 
4883. 

De  la  caféine  dans  les  maladies  du  cœur,  par  le  D'  X.  Francotte.  —  Liège, 
4883. 

Une  lettre  à  Flammarion  :  Causerie  sur  la  queue  d'une  comète,  par  René 
Galles.  —  Vannes,  4883. 

Cours  de  mécanique  analytique,  par  Ph.  Gilbert,  professeur  à  l'Université 
catholique  de  Louvain,  deuxième  édition.  ~  Louvain-Paris,  4882. 

Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  à  divers  problèmes  de 
mouvement  relatif,  par  Ph.  Gilbert,  professeur  a  l'Université  catholique 
de  Louvain.  —  Bruxelles,  4883. 

Cercle  des  installations  maritimes.  —  Bruxelles  port  de  mer,  considéré  au 
point  de  vue  de  l'intérêt  national.  —  Réponse  au  capitaine  Verstraete, 
professeur  i  l'école  de  guerre ,  par  A.  Gobert,  ingénieur  des  mines.  — 
Bruxelles,  4882. 

Les  griefs  de  Bruxelles  contre  l'État  belge,  en  matière  de  transports  par 
chemin  de  fer  et  par  eau.  par  A.  Gobert  (extrait  de  la  Revue  de  Belgique), 
—  Bruxelles,  4883. 
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El  primer  raido  fisiologico  del  corazon,  por  D.  Antonio  de  Gordon.  Habana, 
4882. 

L'âge  de  la  pierre  et  rhomrac  primitif,  par  l'abbé  Hamard,  de  Toratoire  de 
Rennes.  —  Paris,  i  883. 

Mémoires  présentés  par  divers  savants  h  FAcadémie  des  sciences  de  Tln- 
titut  de  France.  —  Problème  inverse  des  Brachistochrones,  par  M.  J.-N. 
Haton  de  la  Goupillicre.  —  Paris,  i885. 

Construccion  de  mapas,  por  Enrique  Heriz.  —  Barcelona,  4883. 

Malaca,  Flnde  méridionale  et  le  Cathay.  —  Manuscrit  original  autographe 
de  Godinho  de  Eredia,  appartenant  à  la  Bibliothèque  royale  de  Bruxelles, 
reproduit  en  fac-simile  et  traduit  par  M.  Léon  Janssen,  membre  de  la 
Société  de  géographie  de  Bruxelles,  avec  une  préface  de  M.  Ch.  Ruelens, 
conservateur  à  la  Bibliothèque  royale,  membre  du  comité  de  la  Société  de 
géographie  de  Bruxelles.  In-is  tiré  à  cent  vingt  exemplaires.  Bruxelles, 
4882. 

Monografia  paleontologica  del  Piso  âptico  de  Tortosa,  Chert  y  Benifazà,  por 
José  J.  Landerer.  —  Madrid,  1872. 

Principios  de  geologîa  y  paleontologia,  por  José  J.  Landerer.  —  Barcelona» 
1878. 

Las  rcvoluciones  del  globo  lunar,  por  José  J.  Landerer. 

(luurs  de  minéralogie,  par  A.  de  Lapparent.  Fascicule  1.  —  Paris,  1883. 

OEuvres  posthumes  de  Marie  Rouaull,  publiées  par  les  soins  de  P.  Lebcs- 
coule.  —  Rennes-Paris,  1883. 

La  campagne  de  Moïse  pour  la  sortie  d'Egypte,  par  E.  Lecointre,  ingénieur  de 
la  marine  en  retraite,  officier  de  la  Légion  d'honneur.  —  Paris. 

Les  passages  de  Vénus  sur  le  disque  solaire,  par  l'abbé  B.  Lefcbvre.  —  Lou- 
vain,  1885. 

Essais  de  géométrie  supérieure  du  troisième  ordre,  par  C.  Le  Paige.  — 
Bruxelles,  1882. 

Histoire  de  l'Académie  impériale  et  royale  des  sciences  et  belles-lettres  de 
Bruxelles,  par  Ëd.  Mailly,  membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique.  — 
Bruxelles,  1883. 

Ëtudc  sur  les  indicateurs  de  Watt,  par  L.  de  Maupeou,  ingénieur  de  la 
marine  (extrait  du  Mémorial  du  génie  maritime).  —  1882. 

Actualités  scientifiques  de  M.  l'abbé  Moigno.  —  Enseignement  de  tous  par 
les  projections.  —  Les  dix-sept  splendeurs  de  la  foi,  illustrées  par  mille 
tableaux  photographiques  sur  verre.  —  Paris. 
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Actualités  scientifiques  de  M.  l'abbc  Moigno.  ~  Enseignement  de  tous  par 
les  projections.  —  Les  sciences,  les  industries,  les  arts  enseignés  et  illus- 
trés par  quatre  mille  cinq  cents  photographies  sur  verre.  —  Paris. 

M'*  de  Nadaillac.  —  L'Atlantide  et  les  oscillations  de  Técorce  terrestre 
(extrait  du  Correspondant),  —  Paris,  1882. 

Matériaux  pour  Thistoire  primitive  et  naturelle  de  Phorome.  —  Empreintes 
de  pieds  humains  dccoiivertes  dans  une  carrière  auprès  de  Carson  (Nevada), 
par  le  M^'  de  Nadaillac.  —  Paris,  1882. 

M'*  de  Nadaillac.  —  L'Amérique  préhistorique.  —  Paris,  1885. 

Étude  des  machines  à  vapeur,  principalement  basée  sur  les  expériences  de 
MM.  6.-A.  Hirn  et  0.  Hallaucr,  par  Ernest  Pasquier,  professeur  à  PUni- 
versité  de  Louvain.  —  Louvain-Bruxelles-Paris,  1885. 

Il  poterc  temporale  dei  papi.  —  Questioni  varie,  per  Mons.  Giuseppe 
Patroni.  —  Siena,  1885. 

Méthode  pour  obtenir  les  intégrales  algébriques  des  équations  différentielles 
linéaires  du  second  ordre,  par  le  P.  Th*<>  Pépin,  S.  J.  (extrait  des  Atti  delP 
Accademia  pontificia  de'  nuovi  Lincei).  —  Rome,  1 882. 

L'avenir  de  l'agriculture  en  Belgique,  par  A.  Proost,  professeur  à  l'Univer- 
sité de  Louvain.  —  Bruxelles,  1883. 

Le  chloroforme  destiné  à  l'anesthésie,  par  Ch.-E.  Schmitt.  —  Paris,  1885. 

Jomal  de  sciencias  mathematicas  c  astronomicas ,  publicado  pelo  Dr. 
P.  Gomes  Teixeira,  IV«  vol.,  n»'  4  à  6.  —  Coïmbre,  1882. 

La  preuve  morale  de  l'existence  de  Dieu,  par  Ch.  Trotin^  professeur  au 
séminaire  de  Laval.  —  Amiens,  1885. 

L'étymologie  du  mot  Pamir,  par  J.  Van  den  Gheyn,  de  la  compagnie  de 
Jésus  (extrait  de  V Athénée  oriental),  ^  Paris,  1882. 

Nouvelles  recherches  sur  le  berceau  des  Aryas,par  J.  Van  den  Gheyn,de  la 
compagnie  de  Jésus  (extrait  de  la  revue  Précis  historiques).  —  Bruxelles, 
1882. 

Du  cycle  des  moteurs  à  gaz  tonnant,  par  A.  Wilz. 

Météorologie  pratique.  —  Du  temps  qu'il  fera  demain.  —  Conférence  faite 
à  Lille,  à  la  salle  Ozanam,  par  A.  Witz.  —  Rixheim,  1885. 

Société  géologique  de  Belgique,  21  janvier  1885.  ~  Adresse  aux  Chambres 
législatives  au  sujet  de  la  carte  géologique  de  la  Belgique.  —  Liège. 

Annales  de  l'Observatoire  impérial  de  Rio  de  Janeiro.  —  T.  L  Description 
de  l'Observatoire.  —  Rio  de  Janeiro,  1882. 
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Berichtc  des  naturwissenscliaftlich-mcdizinîschen  Vereines  in  Innsbruck. — 
XII  Jahrgang  4881-82.  ~  Innsbruck,  1882. 

Bulletin  astronomique  et  météorologique  de  TObservatoire  impérial  de  Rio 
de  Janeiro.  7-12,  1882.  —  1-5,  1883. 

Bulletin  de  la  Compagnie  internationale  des  téléphones;  n"'  10  à  48.  — 
Paris,  1882  et  1883. 

L*lnstitut  agronomique  de  Louvain. 

Journal  de  TÉcolc  polytechnique,  51 ''  cahier.  —  Paris,  1882. 

Mémoires  de  la  Société  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

—  l'«  série  :  t.  VIII  à  X  ;  —  2«  série  :  1. 1  à  IV,  t.  V,  1«'  et  2«  fasci- 
cules. 

Den  norskcNordhavs-Expedition,  1876-78,  —  VI,  VII,  VIIÏ,  IX,  X.  — 

Christiania,  1882-1883. 

Real  Universidad  de  la  Habana.  ~  Oracion  inaugural  y  Memoria-Anuario. 

—  Habana,  1882. 

Revue  de  bolanique,  I,  n»  10.  —  Auch,  1883. 

Revue  des  Conférences  politiques  et  littéraires,  n^  7.  ~  Paris,  1882. 

St.  Xavier  *s  Collège  Observa  tory.  Observations  météorologiques,  juillet- 
décembre  1882. 

L'Union  scientifique,  revue  mensuelle,  organe  de  TUnion  scientifique  inter- 
nationale, 15  décembre  1882.  —  Amiens-Paris. 


FIN    DE    LA    PREMIKRE    PARTIE. 


SECONDE  PARTIE 


MÉMOIRES 


SUR    UNE    TRANSFORMATION 


DES 


ÉQUATIONS    DE    L'HYDRODYNAMIQUE 


PAR 


Ph.  GILBERT, 

ProfegMor  à  rcotvertiië  catholique  de  Loavaln. 
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t.  Parmi  les  formes  très  nombreuses  sous  lesquelles  on  a 
mis,  dans  ces  dernières  années,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  des  fluides,  nous  n'avons  pas  remarqué  que  Ton  ait 
donné  celle  qui  fait  Fobjet  de  celte  note.  Elle  rappelle  beaucoup 
la  forme  donnée  par  Lagrange  aux  équations  générales  de  la 
dynamique,  et  elle  a  l'avantage  de  conduire  avec  une  grande  sim- 
plicité aux  équations  en  coordonnées  polaires,  cylindriques,  etc., 
et  même  aux  formules  plus  générales  données  par  A.  Glebsch 
dans  son  célèbre  mémoire  (*). 


(•)  Ueber   eine    allgemeine    Tramjormation  der  hydrodynnmischen  Gleichungen 
(iOVRlI.  DE  CBELLE,  t.  LIV,  p.  !293}. 

VIL  i 
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t.  Si  nous  désignons  par  p  la  pression,  par  p  la  densité,  par 
u,  v,  w  les  composantes  de  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
(x,  y  y  z)  du  fluide  et  à  Tépoque  /;  par  X,  Y,  Z  les  composantes 
rectangulaires  de  la  force  extérieure  rapportée  à  Tunité  de 
masse,  on  sait  que  les  équations  générales  se  présentent  dans  la 
forme 

\  i)w  du 

p  Dx  dt 

0) \    i^-?=Y-$. 

1  dp  dw 

p   Dz  r/( 

les  dérivées  ^'57'  ^  ^^^nl  des  dérivées  complètes  par  rapport 
au  temps,  c  esl-à-dire  que  Ton  y  considère  m,  v,  w  comme  se 
rapportant  à  une  molécule  déterminée  du  fluide. 

On  suppose  d'ordinaire  que  X,  Y,  Z  sont  les  dérivées  par- 
tielles en  X,  // ,  z  d'une  même  fonction  U,  qui  peut  même 
contenir  le  temps  explicitement;  de  plus,  que/)  et  p  sont  dans 
une  relation  déterminée,  en  sorte  que 


=/ 


dp 


soit  une  fonction  de  p  et,  par  suite,  de  x,  y,  r,  ^ 

On  a  alors,  en  posant  û  =  U  —  P  dans  les  équations  (i). 


du      on      dv      on      dw      ^a 

(2)    .... 


di        ^x        dt        D?/         dt        :)z 


Il  sagit  de  transformer  ces  équations  en  y  introduisant,  au 
lieu  des  coordonnées  x,  y,  2,  trois  nouvelles  variables  (^,  >?,  Ç, 
liées  aux  précédentes  par  trois  équations  données 

(5)     .     .  X  =  î>  (ê,  If,  Ç),      y  —  •;^,  (v,  f,  Cm       -  ==  yi  (Ç,  »/,  î;). 
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Pour  cela,  poso  ns 

(4) T  =  i  (u' -♦- r« -^  ti7*) 

et  observons  que  l*on  a,  quand  on  regarde  x  comme  se  rappor- 
tant à  une  molécule  déterminée, 

dx 
u  =  — > 
dt 

d'où  Ton  tire 

,                 Dx     .         Dx  Dx     . 

(O)       .      .      .      .      (       1?==—  ÇH ,^^_-.Ç 

^  '  ^  DÇ  Di/  dî; 

D;2r   ^,         DZ     ,         D;2r     , 
DÇ  Djf  DÇ 

i'f  ^'9  Xt'  désignant  les  dérivées  par  rapport  à  t  de  ^,  >;,  Ç,  consi- 
dérés aussi  comme  se  rapportant  à  une  molécule  fluide. 

Multiplions  les  équations  (2)  respectivement  par  5!'  je'  4' 
et  ajoutons-les;  il  vient 

du  Dx      dv  Df/      dw  ^z      Da 
dt  DS       dï  DÇ      ~di  ^'^W 

ou,  par  une  transformation  facile, 

d  (    ^x  Dw  Dz\        /     d  Dx  d  Dy  d  Dz\       DQ 

^  '      dA    De  D?  De/        \    dfDê  dt:i^  dt^^l      DÇ 

Mais,  d*après  les  formules  (5),  u,  v,  w  sont  des  fonctions 
explicites  de  |,  )?,  ^,  £',  >?',  ^',  dont  on  déduit  les  relations 

Dti         Dx        Dv        Dt/        Du;       Dz 
DT'^D?'      DT^^Dê'      ^'^V^' 

d*où 

Dx  Di/  Dz  Du  Dv  Du;        DT 

^  DÇ  De  DÇ  DÇ'  DÇ'  DÇ'        DÇ' 
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en  supposant  T  exprimé  immédiatement  en  {,  >7,  ^,  |\  r{^  X^ 
D'autre  part,  ces  mêmes  relations  (5)  donnent 


TiU       d'x  d'x  d'x    .       d  Dx 

DÇ        Df»  DÇDif  DÇDÇ  df  DÇ 


et  de  même 


Dv         d   Dt/        Dti;        d   D^r 
Di""5ÏDf'       DÇ"~"diDÇ 


d'où 


d  Dx  d  Dt/  d  Dz  '^u  Dv  Dte?       DT 

^^  deDf  (if  De  c/fDÇ  DÇ  DÇ  DÇ         Df 


En  transformant  Téquation  (6)  au  moyen  de  (7)  et  (8),  et 
opérant  de  même  sur  les  deux  autres  équations  (2),  on  aura 
donc  les  équations  du  mouvement  des  fluides  sous  la  forme 


(9) 


d  DT 

DT        DQ 

di  Dr 

DÇ"*   Df  ' 

1    d   DT 

DT       Dn 

rf^Dif' 

Dif         D)^  ' 

d  DT 

DT      Dn 

i    d%  DÇ' 

:)?  "~  oç  ' 

qui  rappelle  évidemment  les  équations  bien  connues  de 
Lagrange.  Gomme  T  n'est  autre  chose,  d'après  Téquation  (4), 
que  la  moitié  du  carré  de  la  vitesse  du  fluide,  Texpres- 
sion  de  T  au  moyen  des  coordonnées  |,  >î,  Ç  se  fera  directement 
par  l'expression  de  l'élément  de  Tare  dans  ce  système  de  coor- 
données, et  Q,  étant  aussi  exprimé  dans  ce  système,  ces  for- 
mules (9)  se  prêtent  bien  à  aborder  chaque  problème  d'hydro- 
dynamique dans  le  système  de  coordonnées  le  plus  convenable. 

S.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  veuille  employer  les  coor- 


V 
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données  sphériques  r,  0,  ^,  auquel  cas  les  équations  (3)  devien- 
nent 

X  asx  r  cos  0,      y  =s  r  sin  6  cos  «i^ ,      z  =  r  sin  a  sin  f. 

A  cause  de  la  formule  connue 

ds^  =  dr^  -f-  r'dfl*  -♦-  r'  sin*  e  .  d^\ 

qui  donne  la  différentielle  de  Tare  dans  ce  système  de  coordon- 
nées, on  a 

T  =  -  (r'«  -♦-  r*ô'*  -♦.  r*  sin*  ô  .  <^'*), 

et  les  équations  (9)  deviennent  immédiatement 

dr'  ^a 

r  (e"  -4-  sin*  e .  ^'*)  =  —  , 

dt         ^  ^  ^      :ir 

,  d(rV)  Dn 

<10) {  --^ r'sinôcosô.f*  =  — , 

'  ^      dt  Dd 

d  (rV  sin'  e)       lia 
dt  d^ 

De  même,  si  Ton  adopte  les  coordonnées  q/lindriques  r,  0,  z, 
savoir,  la  distance  à  Taxe  des  z,  l'angle  que  fait  cette  droite  avec 
Taxe  des  x,  la  hauteur  au-dessus  du  plan  XY,  on  a  évidemment 

(fe«  =  rfr*  -♦-  r^do''  H-  dz\      T  =  i  (r'*  +  r'e'*  -♦-  z'*), 

et  les  équations  du  mouvement  des  fluides  en  coordonnées  cylin- 
driques s'obtiennent  sous  la  forme 


(ii) 


dr' 
dt 

r«" 

= 

DQ 

Dr' 

d  (r*«' 
dt 

)^ 

De 

1 

dz' 

ia 

dt 

Dz 

î  î 

qui  se  prête  bien  à  Tétude  des  mouvements  symétriques  autour 
d'un  axe. 
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4.  On  sait  qu'aux  équations  (2)  il  faut  joindre  l'équation  de 
continuité  du  fluide,  qu'il  est  utile,  par  conséquent»  d'obtenir 
aussi  en  coordonnées  ^,  >?,  Ç  Pour  cela,  considérons  la  particule 
fluide  P  qui  occupait,  à  l'époque  t  =  0,  la  position  (Çq»  ^o^  ^o)'  ^^ 
à  l'époque  t  la  position  (Ç,  );,  Ç)  ou  (x,  j/,  z).  La  particule  qui,  à 
l'origine  du  temps,  occupait  la  position  infiniment  voisine 
(îo  "*"  ^^o>  \9  ^)>  ^ura  pour  coordonnées  à  l'époque  t 

Dx  Dy  «)2^ 

«Ço  «^Ç*  ^^0 

X,  y,  z  étant  supposés  des  fonctions  continues  de  {o>  'lO'  ^>  ^ 
comme  on  le  fait  suivant  le  point  de  vue  de  Lagrange.  La  droite 
qui  joint  les  positions  actuelles  de  ces  deux  particules  a  donc 
pour  projections  sur  les  axes  coordonnés 

Dx  Dv    .  Dz    . 

-de.,    fd§„   -rf§.. 

o^o  ^Ço  ^^0 

On  verrait  de  même  que  les  distances  actuelles  de  la  parti- 
cule P  à  celles  qui  occupaient,  à  Tintant  t  =  0,  les  positions 

(io»  no  -*-  rf>îoi  Ço)>  (^0»  *^o>  ^0  -^-  d^o\  ont  respectivement  pour 
projections  sur  les  axes 

Dx  Dv  ^Z 

Difo  oijo  Djfo 

Dx  Df/  Dz 

—  aÇoï      —  «^)»       —  «Ço» 
DÇo  ^^  î>Ço 

d'où  l'on  conclut  que  la  masse  du  parallélipipède  infiniment 
petit  dont  ces  distances  sont  les  arêtes  est  égale,  d'après  une 
formule  de  Lagrange,  à 


d^O  rfifo  d<Oy 

0^ 


D  désignant  le  déterminant  fonctionnel  formé  avec  les  dérivées 
partielles  de  x,  y,  z  par  rapport  à  {q,  ïjq,  ^,  et  p  la  densité  en 
Xy  y,  z  k  l'époque  t.  Or,  cette  masse  est  constante ,  puisqu'elle 
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renferme  les  mêmes  molécules  matérielles  qu'à  Tépoque  /  ==  0. 
On  a  donc  la  relation 


'■'(f7T)--''(fv 

»SOi  '70r  *9«/  \  ÇOï   '701 


Co 


Mais  Xy  y  y  z  sont  des  fonctions  données  de  |,  >;,  ^  par  les  for- 
roules  (3),  et  ^,  >7, 2;  des  fonctions  de  ^q,  )7o)  ^q  P^^  '^^  formules 
du  mouvement  du  fluide.  On  a  donc,  en  vertu  d'une  pro- 
priété connue  des  déterminants  fonctionnels, 

^  /x,y,z\  ^  ^  /a:,  y,  z\  ^^/^,»f,g, 

et  réquation  de  continuité  prend  ainsi  la  forme  convenable 
(«2).    .     .    pDfA."'ll]D(ï^]=p.Dffîl^^"' 

ft.  On  trouve  aussi  cette  équation  sous  une  autre  forme  en 
introduisant  les  éléments  d'arc  des  courbes  d'intersection  des 
surfaces  coordonnées  f  ==  const,,  y)  =  const,,  Ç  =  const.  Si  l'on 
pose,  en  effet, 


H, 


-©■-( 


Dx\* 

:>xV 

ixV 
3t 


il 


(I3)^H,=   -     +  h^     ^ 


H,=  - 


,0Ç, 


■Jz\ 
Jz\' 

sz\' 


K,  =  --r 


;>xDx 

D)^DÇ 

DzDz 

:)xDx 

^Z^Z 

00$ 

Dx  Dx 

Dzdz 

Ks  =  -r H  — H  — — 


on  aura,  par  les  propriétés  connues  des  déterminants. 


D  fflll^V= 


Dx    Dy    Dz 
DÇ    DÇ    De 

Dx   Dy    Dz 
D)^    Dif    D)^ 

X 

Dx   Dy    :iz 
DÇ    DÇ    DÇ 

Dx   Dt/   Dz 

De  dç  dç 

Dx    Dt/    Dz 

D)f    Djj    D)/ 

=s 

Dx    Dy    Dz 

DÇ    D^    DÇ 

H|  Ks  Kt 


7"   7"  r~     =     Kj  H,  K| 


Kf  Kj  Hj 
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L*équation  de  continuité  (12)  s*écrit  alors  comme  il  suit  : 


(14). 


D 


<soy  >fo»  So^ 


H|  Ks  K, 

i 

Ks  Ht  Kl 

—  h 

K{  K|  Hj 

"40    K50    Kgo 

Kio  Hjo  Kio 
Kfo  Kio  Hso 


le  second  indice  0  indiquant  que  les  valeurs  des  fonctions  se 
rapportent  à  l'époque  t=0. 

Cette  équation  se  simplifie  dans  le  cas  des  coordonnées  ortho- 
gonales, où  Ton  a  évidemment 

K|  =  0,        K,  =  0,        K3  =  0. 
Elle  devient  alors 


(15)    .     . 


De  plus,  les  Hf,  H2,  H3  ont  une  signification  géométrique 
simple,  car  on  a  évidemment 


ds]  d$\  dsl 


c(5|,  ds^,  ds^  désignant  respectivement  les  éléments  des  arcs 
normaux  aux  surfaces  orthogonales  |  =  const,,  yj  =  const,, 
^  const.  Ainsi,  dans  le  cas  des  coordonnées  sphériques,  on  voit 
immédiatement  que 


H,  =  1,         H,  =  r«,         H5  =  r*sin'^ 
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et  que  Téquation  de  continuité  (IS)  a  la  forme 


^^0,  Oo,  ^J  r  sin  6 


0 

sin  9 


Dans  le  cas  des  coordonnées  cylindriques, 


H,=i,        H,  =  r*,        H3  =  i. 


et  réquation  de  continuité  se  réduit  à  la  forme  très  simple 


••  II  nous  reste  à  déduire  de  nos  équations  (9)  les  formules 
de  Clebsch.  Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  la  combinaison 
des  égalités  (4),  (5)  et  (13)  donne 

et,  dans  le  cas  des  coordonnées  orthogonales, 

T=i(Hir-f-H,:,'*H-H3r). 

Les  équations  (9)  deviennent  évidemment 


(16).    .    .    .    ^   Î^Ë!l)_iPJ!r-.^-ÎL%"-.^'ç")=^. 
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Ce  sont  les  équations  de  Clebsch  (*).  Il  n  y  a  pas  plus  de 
difficultés  à  former  les  équations  pour  le  cas  des  coordonnées 
obliques,  ni  à  les  transformer  pour  le  cas  où,  adoptant  le  point 
de  vue  de  Lagrange,  on  prendrait  pour  variables  indépendantes 

so>  ^o>  ^* 


'*)  V.  AUERBACH,  Die  theoretische  Hydrodynamik,  p.  49. 
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MEMOIRE 


SUR 


L'APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAGRANGE 

A  DIVERS  PROBLÈMES  DE  MOUVEMENT  RELATIF 


PAK 


Ph.  GILBERT, 

ProfMMur  i  rUnivertlté  cailiollque  de  Loofiin. 


(Suite) 

Lorsque  l'on  applique  la  méthode  générale,  exposée  au  §  I  de 
ce  Mémoire  (*),  aux  mouvements  relatifs  d'un  corps  ou  système 
pesant  à  la  surface  d'une  planète,  animée  d'un  mouvement  de 
rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  et  que  l'on  regarde  la 
pesanteur  comme  constante  en  grandeur  et  en  direction  pour 
tous  les  points  du  corps,  on  obtient  l'équation  de  Bour,  et  par 
conséquent  les  équations  différentielles  du  mouvement,  sous  une 
forme  très  simple  qui  renferme  un  théorème  général  remar- 
quable. L'équation  se  simplifie  encore  lorsqu'on  suppose,  ce  qui 
est  le  cas  dans  les  expériences  faites  à  la  surface  de  la  terre  avec 
le  gyroscope  de  Foucault,  que  le  centre  de  gravité  du  corps 
coïncide  avec  l'origine  0  du  système  de  comparaison  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement.  On  n'a  plus  alors  à  calculer,  en 
fonction  des  coordonnées  que  l'on  choisit  les  plus  convenables 
d'après  la  nature  du  problème,  que  la  force  vive  2T  du  système 


(*)  Voir  les  Annales,  sixième  année,  p.  274. 
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dans  son  mouvement  relalif  et  la  quanlité  V,  produit  géomé- 
trique de  l'axe  d'impulsion  relatif  par  l'axe  instantané  US  du 
système  de  comparaison.  Tel  est  l'objet  du  §  \1. 

Dans  lus  paragraphes  suivants ,  nous  appliquons  cette  méthode 
à  l'ëliide  du  mouvement  apparent  du  gyroscope,  en  tenant 
compte  des  termes  de  l'ordre  du  carré  u^  de  la  vitesse  de  rota 
tion  de  la  planète,  dans  les  différents  cas  considérés  par  les 
géomètres.  Seulement,  par  suite  d'une  différence  dans  le  choix 
de  l'hypothèse,  nos  équations  diffëreni  de  celles  de  Bour  et  de 
M.  Lollner,  par  des  termes  de  l'ordre  de  u*,  ce  qui  nous  donne 
l'occasion  d'intégrer  par  les  fonctions  elliptiques  certaines  équa- 
tions dilTérentielles  qui  n'avaient  pas  été  traitées;  nous  obtenons 
en  fonction  explicite  du  temps  les  valeurs  des  angles  8,  -p,  <p  dont  { 
dépend  la  position  du  tore  et  de  ses  anneaux. 

Lorsque  l'axe  du  lore  est  assujelli  à  se  mouvoir  dans  un  plai 
(ixe  par  rapport  a  la  planète,  ou  sur  la  surface  d'un  cane  fixe,  ' 
nous  déterminons  facilement  les  positions  d'équilibre  relalif  de 
l'aie,  ce  qui  nous  ramène  aux  résultats  signalés  par  Foucault. 
Si  cet  équilibre  n'a  pas  lieu,  c'est  encore  le  mouvement  d'un 
point  pesant  sur  un  cercle  qui  tourne  autour  d'un  diamètre  ver- J 
lical  qui  représente  le  type  auquel  se  ramène  l'oscrllalion   del 
l'axe  ilu  lore,  et  une  simple  application  des  formules  de  notrel 
problème  I  donne  la  loi  exacte  de  celte  oscillation.  On  trouvai  f 
enire  autres  résultats  curieux,  que  si  la  roialion  de  la  planète  était  1 
assez  rapide  et  celle  du  lorc  assez  lente,  son  axe,  maintenu  dans  J 
un  plan  horizontal, oscillerait  en  restant  toujours  du  mémecôléfl 
du  plan  méridien. 

On  n'a  guère  considéré  jusqu'ici,  dans  l'élude  des  mouv«- 
inenis  apparents  à  la  surface  de  la  terre,  les  cas  où  la  pesanteur 
intervient  dans  le  phénomène  de  la  dévialion  de  l'axe  du  tore 
sous  l'influence  de  la  rotation  dr  la  plairëie  ;  c'est  à  quoi  noua  , 
consacrons  la  quatrième  partie  de  noire  mémoire.  Le  pendi 
de  M.  Sire  se  prête  à  une  élude  de  ce  genre  : 

Concevons  un  pendule  formé  d'un  lore  D  et  d'une  chape  E  ] 
qui  oscille  librement  autour  d'un  axe  horizontal  ab,  fixe  par  I 
rapport  6  la  planète,  mais  que  l'on  peut  orienter  de  manière  à  I 
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donner  au  plan  d'oscillation  tel  azimut  que  Ton  veut.  Le  pendule 
ayant  une  inclinaison  donnée  et  le  tore  une  rotation  initiale 
connue 9  notre  méthode  fournit  de  suite  les  formules  du  mouve- 
ment apparent.  On  en  déduit  d'abord  cette  conclusion,  que  la 
position  d'équilibre  stable  du  pendule  fera  un  petit  angle  avec  la 
verticale^  dans  un  sens  ou  dans  Tautre  suivant  le  sens  de  la  rota- 
tion imprimée  au  tore,  la  valeur  de  cet  angle  dépendant  d  ailleurs 
de  Tazimut  du  plan  d^oscillation  du  pendule.  Si  la  vitesse  du 
tore  était  assez  grande,  cet  appareil  fournirait  un  signe  sensible 
de  la  rotation  de  la  terre. 

En  dehors  de  cette  position  d'équilibre,  le  pendule  exécutera 
des  oscillations  dont  la  loi  se  ramène  encore  à  celle  du  mouve- 
ment d'un  point  pesant,  sur  un  cercle  qui  tourne  uniformément 
autour  d'une  sécante  verticale.  Nos  formules  donnent  tous  les 
éléments  de  ce  pendule  de  comparaison  en  fonction  des  données 
du  pendule  gyroscopique. 

L'inertie  d'un  tel  système  par  rapport  à  l'axe  ab  serait  trop 
grande  pour  que,  même  avec  des  vitesses  énormes  du  tore,  l'écart 
du  pendule  par  rapport  à  la  verticale  fût  appréciable  sur  la  terre. 
Mais  des  tâtonnements  successifs  nous  ont  conduit  à  un  appareil 
assez  simple,  dont  la  réalisation  fournit  des  signes  manifestes  de 
la  rotation  terrestre,  et  dont  la  théorie  est  d'ailleurs  fort  intéres- 
sante au  point  de  vue  mécanique. 

Concevons,  sur  la  planète  en  rotation  uniforme,  un  tore  D 
monté  dans  une  chape  mobile  autour  d'un  axe  horizontal  ab  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité  du  tore  et  perpendiculaire  à  son  axe. 
La  chape  porte,  sur  le  prolongement  inférieur  de  l'axe  du  tore, 
une  aiguille  sur  laquelle  glisse  à  frottement  dur  un  petit  poids 
curseur  qui,  lorsque  le  tore  est  au  repos,  assure  à  l'aiguille  et  à 
Taxe  du  tore  une  position  verticale  d'équilibre  stable.  Le  tore 
ayant  reçu  une  rotation  rapide,  il  résulte  des  formules  que  nous 
obtenons  très  simplement  par  la  méthode  indiquée  plus  haut 
1*  que,  pour  que  la  chape  soit  en  équilibre  stable,  l'aiguille  doit 
faire  avec  la  verticale  un  angle  d'autant  plus  grand  que  son  plan 
d'oscillation  est  plus  rapproché  du  plan  du  méridien,  et  que  la 
vitesse  rotatoire  du  tore  est  plus  considérable  ;  S""  que  cette  dévia- 
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tion  a  lieu  vers  te  nord  ou  vers  le  sud,  suivant  que  le  lore  tourne 
de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche,  vu  de  dessus,  la  dévia- 
tion élan)  plus  grande  dans  le  premier  cas,  toutes  choses  égales 
d'ailleurs;  3*  que  la  déviation  cesse  et  que  laiguille  reprend  la 
position  verticale,  lorsque  le  plan  d'oscillation  est  normal  au 
méridien;  i°  que  le  système,  écarté  de  sa  position  d'équilibre 
stable,  exécute  des  oscillations  dont  la  loi  est  encore  donnée  par 
■  le  problème  VI. 

Les  formules  obtenues  fournissent  d'ailleurs  les  indications  les 
plus  précises  pour  déterminer  les  formes  et  les  dimensions  les 
plus  convenables  de  l'appareil,  assurer  au  phénomène  tout  son 
développement  et  manifester  la  rotation  de  la  terre.  Nous  avons 
donné  à  cet  instrument  le  nom  de  barogyroscope. 

On  peut  aussi  associer  deux  tores  à  axes  parallèles  dans  une 
même  chape.  Cette  disposition,  qui  donne  lieu  à  des  calculs 
analogues  aux  précédents,  a  l'avantage  de  fournir  une  déviation 
plus  grande  avec  une  vitesse  moindre  des  tores,  et  en  outre,  de 
se  prêter  à  une  expérience  de  contrôle  indiquée  par  la  théorie 
elle-même  :  si  les  vitesses  de  rotation  initiales  des  tores  sont 
égales  et  de  sens  contraire,  l'aiguille  reste  verticale  dans  tous  les 
azimuts. 

Un  trouve  dans  les  OËuvres  de  Foucault  l'indication  d'une' 
expérience  sur  l'inlluenee  que  la  rotation  de  la  lerre  exercerait 
sur  la  position  d'équilibre  apparent  de  l'axe  d'une  toupie  ordinaire, 
la  pointe  étant  lîxe.  L'application  de  la  méthode  à  celle  question 
nous  a  conduit  à  divers  résultais  intéressants,  bien  que  les  équa- 
tions ne  paraissent  pas  intégrables  en  général.  On  obtient,  entre 
autres,  ce  résultat  signalé  par  Foucault,  que  l'axe  en  équilibre 
fait  un  petit  angle  avec  la  verticale  dans  le  plan  méridien,  vers  le 
nord  ou  vers  le  sud  suivant  le  sens  de  la  roiaiion.  Si  t'axe  n'élail 
pas  libre,  mais  guidé  dans  un  plan  lîxc,  on  retrouverait  encore 
le  pendule  à  plan  tournant  comme  type  du  mouvement  oscilla- 
toire de  l'axe  du  tore. 


I 
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SUR   L'APPLICATION 


DB 


LA   MÉTHODE    DE   LAGRANGE 


AUX  MOUVEMENTS  RELATIFS 


TROISIEME   PARTIE. 

MouTcmeato  relatifs  à  la  surface  d'une  planète  douée  d'un  mouvement 

de  rotation  uniforme. 


§  XI. 

4ft.  Nous  allons,  en  vue  de  traiter  diverses  questions  se  rap- 
portant aux  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  terre,  consi- 
dérer ce  que  deviennent  les  équations  (2)  et  suivantes,  §  I, 
lorsque  le  système  de  comparaison  OXYZ  est  lié  à  une  planète, 
animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  AB 
Gxe  dans  Tespace  (nous  ferons  abstraction  du  mouvement  de 
translation  de  Tastre),  et  agissant  par  attraction  sur  les  corps 
placés  à  sa  surface. 

La  pesanteur,  en  un  point  quelconque,  sera  la  résultante  de 
Tattraction  de  la  planète  et  de  la  réaction  centrifuge  due  à  la 
rotation  de  Tastre  ;  Taccélération  qu^elie  détermine  sera  désignée 
par  g.  Nous  regarderons  la  pesanteur  comme  constante  en  gran- 
deur et  en  direction  par  rapport  à  la  planète,  dans  toute  l'étendue 
du  corps  S  (dont  les  dimensions  sont  d  ailleurs  supposées  fort 
restreintes)  et  à  toute  époque.  Nous  savons  qu'il  n'en  est  pas 
rigoureusement  ainsi  sur  la  terre,  et  que  lorsqu'on  tient  compte, 
comme  nous  le  ferons  ici,  des  quantités  de  Tordre  du  carré  co^ 
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de  la  vitesse  de  rotation  de  la  planète,  on  ne  peut  négliger  les 
variations  d'intensité  et  de  direction  de  la  force  centrifuge  dans 
un  petit  espace,  pas  plus  que  de  Fattraction.  Mais,  sans  dévelop- 
per ici  les  raisons  pour  lesquelles,  parmi  les  diverses  hypothèses 
simplilicatrices,  nous  avons  choisi  celle-là  (*),  nous  dirons  que 
nos  calculs,  entendus  conime  étant  rigouretisetnent  exacts,  ne 
s'appliquent  que  dans  Thypothèse  formulée  plus  haut. 

Ce  point  admis,  cherchons  la  fonction  U  des  forces  absolties, 
qui  correspondent  ici  à  Tattraction  de  la  planète  sur  le  corps  S. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  ci -dessus,  l'attraction  sur  un  point  de 
masse  m  est  la  résultante  de  la  pesanteur  mg  et  de  la  force  cen- 
tripète due  à  la  rotation  autour  de  AB  ;  U  est  donc  la  somme 
des  fonctions  correspondantes  à  ces  deux  forces  pour  tous  les 
points  matériels  du  système  S.  La  première  est  égale,  comme  on 
le  voit  sans  peine,  à 

Mgfp  cos  pg, 

M  étant  la  masse  de  S,  p  le  rayon  mené  du  point  0  à  son  centre 
de  gravité  G,  pg  Tangle  que  fait  la  direction  OG  avec  celle  de  la 
pesanteur. 

Quant  à  la  seconde,  pour  un  point  m  situé  à  la  distance  r  de 
Taxe  AB,  le  travail  élémentaire  de  la  force  centripète  dans  le 
mouvement  relatif  a  pour  expression 


—  mJ'rdr  =  d  ['-—']  ^ 


donc  la  fonction  de  ces  forces,  pour  le  corps  S  tout  entier,  sera 


«*H« 


>  mr  = 

2  ^  2 


» 


H^  étant  le  moment  d'inertie  du  système  S  par  rapport  à  AB,  i 
l'instant  considéré. 


(*}  Voir,  à  la  fin  du  mémoire,  la  note  1. 
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Mais  il  vaut  mieux  introduire  ici  le  moment  d*inertie  H  du 
corps  par  rapport  à  la  parallèle  NOS  à  Taxe  de  rotation  AB  de  la 
planète,  menée  par  le  point  0.  Or»  d'après  un  théorème  bien 
connu,  si  i  désigfie  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur 
Taxe  ABy  pd  Tangle  compris  entre  cette  droite  et  le  rayon  vecteur 
06  du  centre  de  gravité,  ces  deux  moments  d'inertie  H  et  H^ 
sont  liés  par  la  relation 

H,  ==  H -f.  McJ»  —  âMJp  cos  ^ 

On  a  donc,  pour  la  fonction  des  forces  due  à  Tattraction  de  la 
planète  sur  le  corps  S, 

U  ==  Mjfp  cos  pjf  —  i  w*H  -f-  MwV/9  ces  pâ  —  i  w'M^.. 

Pour  évaluer  K,  observons  que  Forigine  0  du  système  de 
comparaison  OXYZ  décrit,  par  suite  de  la  rotation  de  la  planète, 
un  cercle  de  rayon  S  autour  de  AB,  avec  une  vitesse  angulaire 
constante  co.  L'accélération  J  a  donc  pour  valeur  co'd  et  sa  direc- 
tion est  celle  de  la  perpendiculaire  S  ;  donc,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3), 

K  =  —  M«Vp  cos  p(y, 

et  si  Ton  néglige  le  terme  ^^^*  qui,  étant  constant,  disparaîtra 
dans  les  différentiations,  on  trouve  enfin 

U  -H  K  =  Mgp  cos  pjf  —  i  Hû)'. 

Substituons  dans  Téquation  (2)  du  n**  1  cette  valeur  de  U-hK, 
ainsi  que  l'expression  de  T^  donnée  par  la  formule  (4);  observons 
que  iH(ù^  n'est  autre  chose  que  la  quantité  G;  que  d'ailleurs  6, 
ne  dépendant  que  des  positions  actuelles  des  points  du  corps  par 
rapport  à  NOS  et  nullement  de  leurs  vitesses,  ne  saurait  ren- 
fermer les  variables  q'  dans  son  expression,  mais  seulement  les 
variables  q,  et  nous  trouverons  que  l'équation  (2)  se  réduit  à 

dD(T-^V)        D(T-f-V)  D.pcos^ 

(92).     .     . =  Mo • 

^  dt         Dç'  0^  ^  Dç 

VII.  2 
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Telle  est,  dans  Thypothëse  que  nous  avons  acceptée,  Téquation 
qui  déterminerait  le  mouvement  relatif  d*un  corps  oud*un  système 
de  corps  S  par  rapport  à  la  planète  en  rotation  uniforme,  agis- 
sant par  attraction  sur  ce  corps.  S'il  existait  d'autres  forces 
motrices,  il  faudrait  naturellement  ajouter  dans  la  valeur  de  U 
les  termes  correspondants.  L'équation  (92)  renferme  ce  théorie 
important  : 

On  peut,  dans  la  supposition  admise,  appliquer  les  formuki 
dynamiques  de  Lagrange  au  mouvement  apparent  d*un  oorp$ 
pesant  à  la  surface  d'une  planète  en  rotation  uniforme,  loommè 
si  celle-ci  était  en  repos,  pourvu  V  que  l'on  ajoute  à  la  demt» 
force  vive  T  du  corps  le  produit  géométrique  de  l'axe  instantané 
OS  du  système  de  comparaison  par  Vaxe  d'impulsion  relatif  OQ 
du  corps  {*)  ;  2"*  que  l'on  remplace,  dans  l'évaluation  de  la  ftmc- 
tion  des  forces,  l'attraction  de  la  planète  par  la  pesanteur. 

4o.  Lorsque  le  centre  de  gravité  G  du  système  mobile  S 
occupe  une  position  invariable  par  rapport  à  la  planète,  on  peut 
placer  en  ce  point  Torigine  0  du  système  de  comparaison  OXYZ. 
On  a  donc  p  =  o,  et  Téquation  (92)  se  réduit  à  celle-ci  : 

rf  D  (T  -f-  V)       D  (T  ^  V) 
(95) -r- — ^  —  - ^  =  0. 

Tout  ce  qui  va  suivre  repose  sur  Tapplication  des  équations 
(93)  et  (92),  remarquables  par  leur  simplicité. 


§xn. 

MOUVEMENT  APPARENT  d'uN  GYROSCOPE  COMPLET  DE  FOUCAULT. 

ftO.  L'équation  (93)  conduit  rapidement  aux  équations  diffé- 
rentielles du  mouvement  relatif  d'un  gyroscope  de  Foucault 


(•)  Voir  au  n*  2. 
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complet,  par  rapport  à  une  plaoète  toiirnanl  d'un  mouvement 
uniforme  autour  d'un  axe. 

L'appareil  n'est  autre  que  le  gyroscope  composé  d'un  lore  D 
e(  de  deux  anneaux  E  et  I, 
décrit  au  §  IV  et  au  §  VU 
propos  du  polytrope  (fig.  3 
el  5) ,  Le  système  de  compa- 
•aison  OXYZ(fig.  19).  fixe 
relativement  à  la  planète,  a 
son  origine  au  centre  de 
I  gravité  commun  Odes  (roia 
corps  D,  I,  E;  l'axe  OZ  coïn- 
cide avec  l'axe  de  rotation, 
lixe  également,  de  l'anneau 
extérieur  E;  OX  avec  la 
projection,  sur  le  plan  XY,  de  la  parallèle  ON  à  l'axe  AB,  menée 
dans  un  tens  tel  que  la  relation  de  l'astre  s'effectue  de  ta  droite 
vers  la  gauche  relativement  à  ON  (négativement}.  Pour  abréger, 
ON  sera  appelé  la  ligne  boréale.  OY  est  perpendiculaire  à  OX, 
OZ;  ^est  l'angle  XON  dont  la  ligne  boréale  est  inclinée  surOX. 
Nous  conservons  d'ailleurs  aux  angles  S,  i}*,  f  et  aux  moments 
A,  C,  A,,  Cf,  Aj,  C,  la  même  significntion  qu'au  n°  36,  mais  y, 
^/^,  fi  eeronl  ici  les  angles  compris  entre  les  axes  principaux  OX,, 
OYi,  OÇ  du  tore  et  la  ligne  boréale  ON.  Dès  lors,  il  est  clair  que 
les  expressions  de  T  et  de  U  resteront  les  mêmes  qu'au  n'  26, 
avec  ce  seul  changement  que,  ON  n'étant  plus  la  direction  propre 
de  l'axe  instantané  de  la  rotation  d'enlrainement,  mais  son  pro- 
longement ('),  il  faudra  changer  le  signe  de  ùi  dans  les  Tormules. 
On  aura  donc,  par  un  calcul  identique, 

T=i[(A-t-A,)a''-H(A-t-C()*'^in*a-i-A,if."eos*S-»-A,f'4-C(f'-i-if'cosSy]. 
y— t — a[{A-*-&,)é'cOAY-*-  [A-f-C,]^'£În9eos^, -t- A,^'cosjco-r, 

».  C (r' -*- +  ■  COB 8) CQS y,  ■*- Av^'sin  a]. 
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De  là,  si  Ton  pose  encore  pour  abréger 

A  -+-  Ai  =  o,      A  -+-  Ci  —  Ai  =  6,      A|  -♦-  Aj  =  o', 
et  si  Ton  a  égard  aux  relations  (55)  qui  subsistent,  savoir 

icos  r  =  cos  A  cos  ^, 
cos  ri  =  sin  À  sin  e  —  <îos  a  cos  6  siii  ^, 
cos  r«  =  sin  A  cos  g  -*-  cos  A  sin  û  sin  ^, 
on  déduira 

T  -♦-  V  =  i  [o9'*  -f-  (o'  -♦-  6  sin  e)  /.'*  -h  C  (ç>'  ^  ^'  cos  «)«] 

(94)  j   — «ftte'cosr  ^-(a  ^-fcsin*ô)';/'sinA  -  6f'cos  Asinflcosflsinf 

-+-  C  (î>'  -+-  ^'  cos  e)  cos  r«]. 

En  substituant  cette  valeur  de  T  +  V  dans  Téquation  (93) 
et  prenant  successivement  q  égal  à  (p,  à  vp  et  à  6,  on  en  déduira 
les  équations  différentielles  du  mouvement  relatif  du  gyroscope, 
dans  les  différents  cas  considérés  par  MM.  Quet,  Resal,  Lottner, 
Bour,  etc.,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

St.  Problème  VIII.  —  Les  trois  corps  D,  1,  E,  pouvant  se 

mouvoir  librement  autour  de  leurs  axes  respectifs  OJJ,  OX-i,  OZ, 

on  fixe  ce  dernier  dans  la  direction  ON  de  la  ligne  boréale,  on 

imprime  au  tore  une  vitesse  rotatoire  n,  positive  ou  négative^ 

autour  de  son  axe  OZ  maintenu  en  repos   apparent,   puis  on 

abandonne  l'appareil  à  lui-même.  Déterminer  le  mouvement  des 

diverses  pièces  du  gyroscope,  ou  les  valeurs  de  0,  ^,  ç,  en  fonction 

du  temps. 

Gomme  on  a  ici 

X  =  90% 
il  en  résulte 

cos  r=  0,    cos  ri  =  sin  e,    cos  ra  =  cos  6, 
et  la  valeur  de  T  -h  V  s'écrit  sous  la  forme 

T  4-  V  =  i  [ae"  -+-  (a  -+-  b  sin^  0)  /'^  -f-  C  (-/  -t-  f  cos  e/] 

—  w  I  (tt'  -♦-  6  sin*0)  <^'  -+-  C  (f>'  -♦-  <f  '  cos  e)  cos  ô], 


—  Î2i   -  M. 

ou  sous  celle-ci,  plus  commode  dans  le  problème  actuel, 

T^  V  =  i[aO"-t-(a'  +  6 sin' d) (^' —  6?)*  -4-  C(/  ^TTir^cose)'] 

(a'  -4-  6  sîn'  6  -f-  C  cos'  fl). 

On  a  donc,  en  vertu  de  Téquation  (93),  comme  T  -h  V  ne 
renferme  explicitement  ni  9,  ni  ip, 

d  n 


d 


(<^K\  J  T  [(^'  ■*"  ^  *'"'  ^^  (^'  —  ûj)  -»-  C  (y'  -♦-  ^'  —  w  008  d)cos  ôj=  0, 

db'  r  - 

a  •- (^* — w)*6sin^cosâ  «-CL^'-i-  (^' — w)co8eJ(<f' — w)sine 

-  -  û)'  (C  —  6)  sin  5  cos  0  =  0. 

Les  deux  premières  donnent  évidemment,  /|  et  ^  étant  des 
constantes  arbitraires. 


(96). y'  -t-  (^'  —  w)  cos  0  =  /„ 

(97).     .     .     .[a-^b  sin*  6)  (^p'  —  «)  ^-  C/i  cos  ô  =  /j. 


(98) 


On  déduit  de  la  seconde  Tégalité 

/,  —  C/|  cos  5 


u7 


a'  -+-  6  sin"  0 


et  cette  valeur  de  ^'  —  &),  substituée  dans  la  troisième  des  équa- 
tions (98)  avec  celle  de  9'  -+-  {^'  —  w)  cos  6,  la  transforme  comme 
il  suit  : 

/      db'        (/,  —  C/,  cos  ô)* ,    ,  (/,  —  CZ,  cos  6)  eu  sin  Ô 

la u  sin  ô  cos  0  -h ; 

(99)  \      dl         (a' -♦- 6siii*ô)*  a'-+-6sin''tf 

^  —  oj*  (C.  —  b)  sin  ô  cos  ô  =  0. 
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L'intégrale  de  cette  équation  est  évidemment 

000).     .     .aô"^<^'7^J*'^'^^'-^'(C-6)sin'ô  =  /„ 

Il  désignant  une  nouvelle  constante  a  déterminer. 

Les  conditions  du  problème  fournissent,  pour  t^^O^  les 
valeurs 

ce  qui  donne  pour  les  constantes  l^,  l^y  /s,  d'après  les  égalités 
(96),  (97)  et  (100),  les  expressions 

!/i  =  n  —  û)  ces  6o, 
/,  =  C/i  cos  5,  —  »  (a  -+-  6  siii*  ôo)? 
/,  =  ««[a'^(26  — C)sin*ôo] 

On  peut  aussi  tirer,  de  la  troisième  équation  (9S),  la  valeur  de 

d'B  _  dB' 
d?^di' 

pour  /  -»  0,  en  y  remplaçant  ^\  9',  6  par  leurs  valeurs  initiales. 
On  trouve,  réductions  faites, 

i(Pb\        Cwi' sin '^o 

^'''^ y  0= -T- 

*>•  Ce  qui  précède  donne  lieu  déjà  à  quelques  remarques 
intéressantes  : 

!•  Si  Ion  veut  que  Taxe  du  tore  reste  en  repos  apparent  par 
rapport  à  la  planète,  il  faut  que  G  soit  constant,  et  pour  cela,  le 
second  membre  de  Téquation  (102)  doit  éure  nul.  On  est  donc 
conduit  à  Tune  ou  à  lautre  de  ces  deux  conditions  : 

sin  e^  =  0,     tt  =--  0, 

cest-è-dire  que  Taxe  du  tore  doit  être  dirigé  parallèlement  à 
Taxe  de  rotation  de  la  planète,  ou  bien  la  vitesse  initiale  du  tore 
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doit  être  nulle.  Si  Tune  de  ces  conditions  est  réalisée,  il  suit  de 
Féquation  (98)  que  ^'  sera  constant,  et  par  conséquent  nul 
puisque  ({/ô«=0;  Taxe  0^  gardera  donc  une  direction  relative 
invariable; 

2*  Les  équations  (100)  et  (102)  diffèrent  de  celles  qui  leur 
correspondent  dans  le  mémoire  de  M.  Lottner  (*),  tandis  qu'elles 
s'accordent  avec  celles  de  M.  Quet  (**).  Cela  tient  à  ce  que 
M.  Quet  admet  la  même  hypothèse  que  nous,  en  ce  qui  concerne 
la  pesanteur,  tandis  que  M.  Lottner  regarde  seulement  comme 
constante  Vattractiony  et  pour  lui,  le  centre  de  gravité  devient  le 
point  d'application  de  la  résultante  des  forces  attractives.  Il  en 
résulte  que,  tandis  que  dans  notre  hypothèse  le  système  mobile 
reste  en  repos  apparent  lorsque  le  tore  n'a  reçu  aucune  rota- 
tion initiale  (n  =  0),  dans  le  système  d'idées  de  M.  Lottner,  il 
prendrait  un  mouvement  déterminé. 

Il  va  sans  dire  que,  lorsqu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  de  w*, 
les  deux  hypothèses  conduisent  à  des  résultats  concordants.  Mais 
il  est  assez  curieux  de  rechercher  la  condition  de  construction 
dans  l'appareil  qui,  si  elle  était  réalisée,  ferait  disparaître  de 
notre  équation  (100)  le  terme 

««  (C  -.  6)  sin'  0, 

et  la  rendrait  ainsi  identique  à  celle  de  M.  Lottner.  Or,  cette 
condition  est  évidemment  celle-ci  : 

C  —  6  =  0,    ou    C  —  A  =  C|  —  Al, 

c'est-à-dire,  que  l'excès  du  moment  d'inertie  axial  sur  le  moment 
d^inertie  équatorial  ait  la  même  valeur  dans  le  tore  et  dans  Van- 
neau intérieur. 

Nous  avons  déjà  rencontré  cette  condition  dans  deux  problèmes 
antérieurs  (n"  15  et  33); 
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3**  L'intégration  de  Téquation  (100)  dépend,  en  général,  des 
fonctions  hyperelliptiques,  mais  on  peut  indiquer  des  particula- 
rités de  construction  ou  de  circonstances  initiales  pour  lesquelles 
le  problème  se  simplifie.  Par  exemple,  supposons  que  Ton  ait  à 
là  fois  les  conditions 

6=0,    /,  =  0, 

d*où  résulteraient  les  relations 

a'u 


C  ces  00 
ou 

«  (o'  -+-  C  cos'  do) 


n  = 


C  cos  dfl 


La  première  condition  peut  être  réalisée,  comme  nous  Favons 
déjà  vu  au  n""  20,  par  une  construction  exceptionnelle  de  Tinstru- 
ment  ;  la  seconde  le  serait  par  une  rotation  convenable  imprimée 
au  tore.  L'équation  (100)  se  réduit  alors  à 

o'oj'cos'e 
ae"  -♦- ; C«'  sin'  d  =  «*  (a'  —  C  sin*  bX 

d'où  Ton  lire 

cos  ôq  I/o  dB 

wl/a'  -H  C  cos*  Ôq   l/cos*  Ùq  —  cos*  ù 

équation  facile  à  intégrer  par  les  fonctions  elliptiques. 

ftS.  Développement  de  la  solution  dans  le  cas  où  l'on  néglige 
les  masses  des  anneaux. 

La  détermination  du  mouvement  du  gyroscope  s'effectue  encore 
par  les  fonctions  elliptiques  lorsque  Ion  néglige  les  masses  des 
pièces  I  et  E.  On  a  alors  évidemment,  A^,  G^,  A2,  C2,  étant 
regardés  comme  insensibles, 

a  =r=  A,    6=  A,    o'  =  0. 
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L'équation  (iOO)  se  réduit  à 

A  sin*  6  —  =r  [/j  -♦-  ««  (C  —  A)  sin«  ô]  A  sin*  «—(«,  —  C/|  cos  ^*, 

et  les  constantes  /|,  Z^,  ^3  aux  expressions  suivantes  : 

!/,  s=3  n  —  ûj  cos  Bqj 
/,  =3  C/|  cos  00  —  Au)  sin*  d©, 
/3  =  (2A  —  C)  ««  sin*  60. 

Si  nous  posons 

X  =  cos  0, 

réquation  différentielle  s'écrira 

(104)  A—  =[/5-4-û)'(C— A)(i— x«)]A(I— X»)— (/,— C/,x)'=X, 

X  désignant»  pour  abréger,  le  polynôme  du  quatrième  degré 
en  X  qui  figure  au  second  membre  de  Téquation. 

Il  est  nécessaire,  pour  la  solution  du  problème,  de  connaître 
les  racines  de  Téquation  X  =  0.  Admettons,  comme  c'est  le  cas 
pour  tous  les  gyroscopes  employés,  que  Ton  ait 

C  —  A  >  0. 

Le  coefficient  de  x*  dans  le  polynôme  X,  savoir  A  (C  —  A)  w^, 
étant  positif^  X  prendra  successivement  les  signes  que  voici  : 

pour  x=»  —  00,  X  >  0; 

pour  x  =  — 1,  X  =  — (Z, -4-C/,)*<0; 

pour  X  =  cos  80,  X  =  0  (puisque  6Ô  est  nul); 

pour  x=.-+-l,  X  =  —  (/,  —  €/,)*<  0; 

pour  X  =  -+-  00,  X  >  0. 

Il  y  a  donc  une  racine  réelle  Xj  entre  —  00  et  —  1 ,  une  racine 
réelle  Xq = cos  6^  entre — 1  et  -1- 1  ;  une  racine  réelle  Xj  entre  ■+•  i 
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et  -f-  00,  et  comme  X  a  le  même  signe  pour  x  =  —  i  eta:=a-4-l, 
la  quatrième  racine  réelle  X|  est  aussi  comprise  entre  —  1  et  +  1. 
On  pourra  donc  poser 

Xi  =  cos  d|. 

Il  n*arrivera  pas,  d'ailleurs,  que  les  racines  x^  et  x,  soient 
égales,  car  on  trouve,  pour  la  dérivée  X'  du  polynôme  X, 

(a)    i  X'  =  -«  2A  (C  —  A)  «»x  {i  —  X*)  —  A/jX  H-  C/,  ((,  —  C/|X), 

et  pour  x  =  Xq  =  cos  6^,  eu  égard  aux  valeurs  de  Z^,  /j,  ^^ 

(a') X;  =  —  2ACfto  siuH. 

Si  Xq  était  une  racine  double,  X^  serait  nul,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  pour  n  =s  0  ou  sin  6^  =  0.  Nous  tombons  alors 
dans  Fun  des  cas  où  Taxe  Oç  reste  en  équilibre  relatif  (n*  52,  !•). 

Ainsi  les  quatre  racines  de  la  fonction  X  sont  réelles  et  iné- 
gales. Nous  les  supposerons  actuellement  connues.  De  plus,  la 
fonction  X  est  positive  lorsque  x  est  compris  entre  x^  et  X| ,  et 
devient  négative  lorsque  x  sort  de  ces  limites;  or,  comme  x  part 
de  la  valeur  Xq  pour  /  =  0,  que  X  doit  demeurer  positif  puisque 
le  premier  membre  de  Téquation  (104)  est  un  carré,  on  voit  déjà 
que  X  restera  toujours  compris  entre  x^  et  x^  sans  pouvoir 
dépasser  ces  deux  valeurs  extrêmes.  L'angle  6  oscille  donc  indé- 
finiment entre  6^  et  6|,  ce  qui  fait  prévoir  une  oscillation  pério- 
dique de  Taxe  Oi;.  Mais  il  faut  déterminer  le  plus  grand  de  ces 
deux  angles  et,  pour  cela,  recourir  à  Téquation  (102),  qui 
devient  ici 


( 


(P9\        Cfitf  sin  6o 


A  Tinstant  /  =»  0, 6'  est  nul;  son  signe,  à  partir  de  cet  instant, 
sera  donc  celui  de  ^,  c'est-à-dire  celui  de  n,  puisque  C,  A,  a>, 
sin  6q  sont  positifs.  Donc 

1*  Si  n  est  positif,  ou  si  la  rotation  initiale  du  tore  est  de 
gauche  à  droite  par  rapport  à  la  portion  Oz  de  son  axe,  0'  aéra 


V 
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d*abord  positif,  Tangle  6  ira  en  croissant  et  cos  6  en  décroissant; 
on  aura  donc 

fli  >  âo,      cos  e,  <  cos  do,      X|  <  Xo; 

^  Si  n  est  négatif,  on  aura,  au  contraire, 

flj  <  «0»         cos  6|  >  cos  âo,         X|  >  Xq. 

Nous  discuterons  successivement  ces  deux  hypothèses. 

54.  I^  cas,  n  >  0.  —  L'angle  6  varie  entre  Ôq,  limite  infé- 
x-*ieure,  et  6^,  limite  supérieure.  Les  racines  de  X,  rangées  par 
ordre  de  grandeur,  sont 

^  t  Ton  a  d'ailleurs 

<-! 05)     X  ==  A  (C  —  A)  «' (x  —  Xo) (x  —  x,)  (x  —  x,)  (x  —  x,). 

On  tire  de  Péquation  (104),  en  déterminant  le  signe  par  la 
^considération  que^  x  étant  d'abord  décroissant,  ^  doit  être  négatif. 


dx 


\/\  «    '^      ^  — -^l/lX  — Xo)(X  — X,)(X— X,)(X— X5) 

Posons,  suivant  la  transformation  de  Richelot, 


\  —  k        m   /(x,  —  X,)  (Xs— x„) 


(406)...'    '"*  (x,-x.)(.o-a:,) 


x  —  x^^       \/^^' 

X Xo  ^     (Xn 


—  X4)(X,  — X,)        i—Z 


(Xo Xj)  (Xj Xo)        i    -+-  Z 

en  choisissant  ^  négatif  pour  que  z  varie  dans  le  même  sens 
que  t,  et  depuis  —  1  jusqu'à  +  1.  Ces  substitutions  nous 
donnent,  d*après  le  calcul  connu, 


-'Wé 


2  i^k  dz 


A  l/(x„  —  x.)  (x,  -  X,)  l/n_z»)({_/fc«z«) 
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Posons,  pour  plus  de  simplicité, 


(P).  .  .  .  p=|\/ 


(C  —  A)  (x,  —  X,)  (a;,  —  x,) 


et  intégrons  l'équation  précédente,  en  observant  que,  pour  /  ss  0, 
on  a  xb^Xq  et,  par  suite,  z  =  —  1.  Il  viendra 

r"  dz  „         P'  dz 

J    1/(1  -  2')  (i -IrV)  J    V/(i  -  z«)  (1  - 1"*^ 

d^où 

(107)     .     .     .     z  =  sn(pt  — K)  =  — sn(pt-i- K). 

On  a  donc  z  en  fonction  elliptique  du  temps.  Cette  formule 
montre  bien  que  z  varie  périodiquement  entre  —  1  et  -+•  1,  et 
par  conséquent  0  entre  6^  et  6|.  Pour  déterminer  la  durée  t  de 
loscillation  de  Tangle  6,  il  suffit  d'observer  que  z,  et  par  consé- 
quent 6,  reprend  la  même  valeur  lorsque  l'argument  pr  +  K 
augmente  de  4K  ;  donc 

4K  SKl/ÂÏ 


P         «l/(C  — A)(xo  — x,)(X3— X,) 


Substituant  la  valeur  de  z  dans  la  seconde  équation  (106), 
nous  aurons,  pour  déterminer  6  en  fonction  du  temps,  Téquation 


cose  — 
ces  6o 


—  ces  0,        *    /(xj  —  X,)  (xj  —  X,)     i  -4-  sn  {pt  -4-  K) 

—  ces  e        ^    (Xo  —  Xj)  (xj    -  Xo)     i  —  sn  {pt  -4-  K) 


Mais  elle  peut  être  simplifiée.  En  effet,  en  vertu  de  Téquation 
(105),  si  Xi  et  XJ  désignent  les  valeurs  de  la  dérivée  X'  pour 
x  =  XQei  xc=^Xji  respectivement,  on  a 

X;  =  A  (C  —  A)  «'  (xo— -  Xi)  (xo  —  X,)  (Xo  —  Xj), 
X;  =  A  (C  —  A)  w'  (xi  —  Xo)  (x,  —  X,)  (X|  —  Xj), 

(*)  K  reprend  ici,  comme  au  n«  8,  la  signification  que  lui  attribue  Jacobi. 
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d*où 

(x,  —  X,)  (xj  —  X,)        x; 

(Xo  —  X,)  (X5  —  Xo)  Xi 

Or,  la  fonction  X'  est  connue  par  Téquation  (a),  et  sa  valeur 
X^  pour  x  =  Xq  par  Téquation  (a');  nous  aurons  donc,  sans  qu*il 
soit  besoin  de  connaître  x^  et  Xs, 


(108)        m /(xi  —  X,) (x^  —  xQ ^ _i_ %/  x; 

•^   (Xo  —  x,)(x8  —  Xo)       sinOo  ^   2ACnû) 
D*ailleurs,  on  a  la  formule 

doncy  enfin, 

,. -_,     oofî  e  —  ces  S  \     •  /    X;      1/A  Ô3(p0  -+-  fl,(pt) 

(109}     = \/  '  ' » 

CCS  eo—  ces  ô       sin  (9o  V    2ACncù    [/^ ^^ (p^j  __  ^^(^^^ 

équation  qui  exprime  cos  6  en  fonction  du  temps  au  moyen  des 
fonctions  de  Jacobi. 

On  peut  aussi  écrire  Téquation  (109)  sous  une  autre  forme, 
en  partant  de  la  relation  connue 

1  —  sn  ti       rn'  i  (K  -+-  u) 
1  -4-  sn  M       en'  i  (K  —  w) 

d^où  Ton  déduit 

1  —  z       1  —  sn  (p<!  —  K)  en»  (i  pt) 


1  -4- z       1-4-sn(p(  — K)       cn»(K  — ipO 
_      cn'aoO      _  ôl  (i  pt)  (ii  U  pt) 

""cn*(ipf-4-K)""«»(i/,Oôî(ipO' 
En  substituant  on  aura 

cos  Oo  —  cos  e       sio  ©o  V  2ACn«  [m  i  pO  »*  (i  pOj 
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Enffn,  si  Pon  yeat  csicirier  eo9  6  par  des  séries  très  conver- 
gentes, on  remarquera  simplement  que  la  formule  eomnie 


U  -  I 

27r"^-      q    '            .    (2w  — i)irx 
sn  X  =  —    >   Z-— :  sin : 


donne  immédiatement  pour  z  Texpression 


lu-  I 

27t"^-,        ,       9   '  (2fi— 1)27r< 


SS.  La  détermination  des  racines  Xj  et  Xs  est  facilitée  par  les 
remarques  suivantes  : 

l""  Supposons  que  Ton  ait  calculé  x^.  Le  terme  en  Xs  manque 
dans  le  polynôme  X  ;  on  a  donc 

Xq  -4-  X|  H-  Xj  -4-  Xj  =  0, 

d*où 

(112) Xj-+-X5  = (Xo  -H   X,). 

De  plus,  le  terme  du  premier  degré  en  x  se  réduit  à 
2G/>|/2X,  en  sorte  que  Ton  a 

2C/,/, 

XqXi  (x,  -4-  Xs)  -4-    (Xo  -4-  X,)  Xj  Xs  =  —  — ---5; 

A  (t.  —  A)  a 

par  suite,  eu  égard  à  la  relation  (112), 

2C/,/, 


XfXj  =  XqXi  — 


A  (C  —  A)  «*  (xo  -♦-  X,) 


Il  sera  donc  très  facile  de  trouver  x^  et  Xs  lorsque  X|  sera 
connu. 

2"*  Si  Ton  suppose  que  la  pièce  D  soit  un  disque  homogène 
extrêmement  aplati,  de  façon  que  le  carré  du  rapport  de  son 
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épaisseur  à  son  diamètre  soit  négligeable,  on  sait  que  Ton  a 
alors,  entre  les  moments  d*inertie  G  et  A,  la  relation 

C=:2A, 

et  il  suit  immédiatement  des  équations  (103)  que  I2  est  nul. 
L'équation  X  =»  0  se  réduit  donc  à 

««A»  (i  —  x«)«  —  (/,  —  C/,x)*  =  0, 
ou 

[oA  (i  —  a:«)  +  /j  —  C/,x]  [«A  (i  —  x»)  —  /,  -4-  Ci,x]  =  0. 

Elle  se  décompose  donc  en  deux  équations  du  second  degré 
el  sa  résolution  devient  fort  simple. 


§  XIII. 


(Suite).   DÉTERMINATION   DES    ANGLES   ^   ET  9  EN   FONCTION  DU  TEMPS. 


Pour  exprimer  Tangle  ^  en  fonction  du  temps,  on  part 
de  réquation  (98),  qui  se  réduit,  lorsqu'on  néglige  les  masses 
des  anneaux,  à 

/,  —  Cil  COS  B  /,  —  C/|X 

^  Asin'ô  A(i— X*) 

d*où,  par  décomposition. 


df  Z,-4-C/,     1  Z,  — a,     i 


dt  2A      i  -«-  X  Î2A     i  —  X 


Intégrant,  et  désignant  par  ^q  la  valeur  initiale  de  ^,  on  a 


/,-*-€/,  /'     dt         If  —  CIi  r'     dt 

tf»  =  tj'o  -*-  ot  -¥• 


r'     dt         If  — Cil   r'     dt 
/     \  -4tX  "*       2Â^,/     i  — X  * 


0  0 
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Introduisons  une  variable  u,  proportionnelle  au  temps,  savoir 

u  =  p(  -4-  K, 

et  posons,  pour  abréger  récriture. 


^  =  \/^*'-^y 


(ii5).  '  "°-^' 


Xz  —  Xi 

G  =  crXo  -4-  a'X|,  Gj  =  ctXq  —  ct'Xi. 

Les  relations  (106)  nous  donneront  alors  facilement 


(M  5) 


k^ 

1 

i  -*- 

X  = 

G  — 
F  — 

G,2 

F.z 

i 

F 

-F,z 

1    -4-  X 

(F 

-4-G)- 

-{F.H- 

G,)z 

1 

F 

-F,z 

i  — x       (F  — G)  — (F,  — G,)z 

En   y  mettant  pour  z  sa  valeur  —  sn  u,  substituant  dans 
l'expression  de  ^  donnée  plus  haut,  on  trouvera 

/î  -♦-  Clt  z'-       (F  -4-  F<  sn  ti)  du 


«i-4-U,   /^-        (h  - 
"lAp    I       (F-t-G) 


(F,-+-G,)sntt 

(116)  .  ; 

^  — C/<   yr>«        (F  -4-  F,  sn  ti)  rfw 

2Ap  y     (F— G)-4-(F,  — G,)snti  ' 

K 

On  est  donc  encore  ramené  aux  intégrales  de  la  forme  étu- 
diée au  n*"  21 ,  et  dont  la  valeur  est  exprimée  par  la  formule  (49). 
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Il  suffit  de  poser  dans  cette  formule ,  pour  la  première  des 
deux  intégrales, 

a=F,    p  =  F„    r  =  FH-G,    (y==F4^-G„ 

F,  ^  G, 

ff  sn  a  = ^ 

F -4- G 

et  pour  la  seconde, 

«  =  F,    p  =  F„    r  =  F~G,    cy=F,  — G„ 

,  F. -G. 

A;snai  = —  • 

F  — G 

On  obtiendra  ainsi  Téquation 

j  //,-+- a,      F  /,— C/,      F    \, 

^      ^  \    2Ap     F  +  G  2Ap      F  — G/^  ' 


2Ap     F  -♦-  G  2Ap 

/,  -+-  C/,         FG,  —  GF,         l  ô'  (a) 


(u-K) 


2Ap     i  (F  -*-  G)' en  a  dn  o  (  d  (o) 

MIT^I      ^i|  PJîiZ:^    i  -4-fesn(a-hK)sD(u.4-R)-1) 
I      "*"  2  '  iHu  -♦-  a)  *  i  —  ik  sn  (a  -*-  K)  sn  (u  -h  KjJ) 

U-Cli  FG,-GF,  je-(a,)  ^ 

2Ap    i(F  — G)'cna,  dna,  (e(a,)^"         ^ 
i     rd  (tt  —  Oi)    1  -*-  fc  su  (a,  -+-  K)  sn  (u  h-  K)"|| 
"*"  2  '  Le  (m  -♦-  a,)    1  —  fc  sn  (a,  H-  K)  sn  (w  h-  K)3 

Mais  cette  équation  admet  des  réductions  considérables. 

69.  Occupons-nous  d'abord  des  arguments  a  et  a^.  Il  suit 
évidemment  des  équations  (113)  et  de  la  condition  Xq  >  X|  que 
nr  et  lor'  sont  compris  entre  zéro  et  Tunité.  De  plus,  on  a 

,         ,,       {oc^  —  Jr,)  (X3  -  or,)  —  (xo  —  a*,)  (xj  —  Xo) 
FF|  =  c'  —  rs   = ; ^. 

(Xq  —  X,)  (X5  —  Xj) 

(Xo  —  X,)  (Xo  -♦-  X,  —  X,  —  Xs) 

(Xo— X,)(X5 X|) 

VII.  5 


24. 


—  34  — 


d'où,  à  cause  de  la  relation  (11 2), 


rr'  rr'* 


2(xo  — .r^)* 

(Xo  —  Xi)  (Xz  —  Xj) 


résultat  positif,  qui  nous  apprend  que  m  est  plus  grand  que  m', 
Il  suit  nécessairement  de  là  que 


k  sna  = 


o  (1  -+-  J*o)  —  w'  M  -+-  Xj) 

C7(1   -4-  Xoj  -*-  cr'  (1   -4-  X4) 


est  une  quantité  positive  et  inférieure  à  l'unité. 
D'un  autre  côté,  on  a 


en*  a  =  1  —  sn*  a  =  1  — 


F,  ^  G, 
F-+-G 


K 


wnr 


vtz: 


et  Ton  trouve  facilement,  à  cause  des  relations 

F  -4-  G  H-  F,  -4-  G,  =  2c  (1  -+-  xo), 
F  H-  G  -  F|  —  G,  —  2cr'(l  -+-  X4), 
régalité 

(F-+-G)'(l-  ad'/  — (F,  H- G,)*  (I  -4-cict')* 


Xo)], 


d'où,  en  remplaçant  îzr*  et  îzr'*  par  leurs  valeurs  et  substituant. 


(118) 


cn'o 


4cjct'  (jTo  —  Jf'i)M  ï   -^  ^i)  (  *   -*-  Xr.^ 
(F  -H  G)*  (  1  —  aa')-  (Xo  —  X.)  (X3  —  X,) 


Tous  les  facteurs  sont  positifs,  à  Fexception  de  1  -+-  Xj  qui  est 
négatif.  On  a  donc 

en'  a  <  0, 
et,  par  suite, 

sn*  a  >  1 . 

Rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  Ton  a  trouvé  plus  haut, 
on  voit  que  sn  a  sera  compris  entre  1  et  j^;  Targuraent  a  est 


—  35  —  25. 

donc  de  la  forme  ot  +  K  (*\  cr  étant  une  constante  réelle  com- 
prise entre  zéro  et  K  et  déterminée  par  la  relation 

sn  {<Ti  -+-  K)  =  — : — r-  = , 

d*où 


dn(a,A')-=i!: 


CT  (1    -H  Xo) ct'  (1    -*-  Xi) 


Tirant  ensuite  la  valeur  de  en  a  de  Téquation  (118)  et  déter- 
minant le  signe  de  en  a  par  la  relation  connue 

.                      k'isn{(r,k') 
en  (<rt  -H  K)  = ; , 

on  obtiendra 

2t  (Xo  —  X,)  y^ —  ua   (\   -+-  X,)  (\   -4-  Xr) 

CD  a  = — 

(F  H-  G)  (1  —  T^Tcr')  l/(Xo  —  X,)  (Xj  —  X,) 

Enfin,  on  a 


dn 


ou 


2  l/t:rn'  (1   -4-  Xo)  (4    -  X,) 

dna== 

F-^  G 


le  signe  étant  positif  à  cause  de  Téquation 

a=  ai  -t-  K. 
11  vient  donc 


4l7.ro X.Wa         1/ (1  -4-XnUi  -4-X|)(1-4-X,)(iH-xO 

cnadnciK=  —  • — 

(F-t-G)'(d— ao')  v/(xo— a:,)(a;j— x.) 


(•)  I  désigne  dans  tout  ce  qui  suit  le  symbole  l^—  1. 


26. 


—  36  — 


Mais,  si  Ton  égale  les  deux  expressions  (104)  et  (105)  de  X, 
et  que  Ton  y  fasse  x  =  —  1 ,  on  trouve  mmédiatement 


(1    -»•  Xo)  (1   -*-  X,)  (1   -+-  Xj)  (i   -h  Xs)  = 


A  (C  —  A)  ««  • 


par  conséquent 9  en  désignant  par  x  une  quantité  qui  sera  égale 
d  -4-  1  ou  à  —  1  suivant  que  Ij  -h  Cli  sera  positif  ou  négatif, 
on  trouvera  enfin 


en  a  dn  a  =  — 


4tx  (Xo  —  X<)  (/i  -H  C/|)  zns' 


a,(F  ^  G)»  (i  —  acr)  |/  A  (C  —  A)  (Xo  —  X,)  (x,  -  xj 

D'un  autre  côté,  en  vertu  des  équations  (114)  et  (P),  on  a 
facilement 

FG|  —  GFj  =  Sctct'  (xo  —  Xj), 


2Ap  =r  —^VA  (C  —  A)  (xo  —  X|)  (xj  —  X,), 

d'où,  substituant  ces  divers  résultats  et  ayant  égard  à  Téqua- 
tion(115), 


2Ap     *Â(F-4-G) 
Mais  on  a  évidemment 


— —  Xt)  (Xj X|) 


FG,  —  GF,        _        X  y/{\  —  gV-^)  (a:o--x») (x,- 
'-4-G)*  en  a  dn  a  2t  ^  (xq  —  x,)  (xj  —  x. 


fXo  —  Xi)  (Xs  —  X^ 
(Xq  —  Xj)  (Xj  —  Xi) 


d'où  ce  résultat  remarquablement  simple 


(ii9)  .     . 


FG,  —  GF, 


/}  -+-  C/, 


2Ap       fc  (F  -*-  G)'  en  a  dn  a 


2t 


59.   Un  calcul  tout  semblable  s'applique  à  la  réduction  du 
coefficient 

/,  — C/,  FG,  — GF, 

2Ap     A:  (F  —  G)*  en  a,  dn  o/ 


—  37  —  27. 

avec  les  modifications  suivantes  :  Inéquation 


F^— G,  crU  — OTo)  — a'H  — X,) 

Aîsn  tti  =■ = 

F  — G        a(l  —  a:o)-f-cr'(i  —  X,) 

nous  montre  que  sn  a^  est  positif  ou  négatif  suivant  que  Ton  a 


cr  >v.  1  —  Xi 


F,~G,>0,     ou     ^> 

^  rs    ^\  —  Xo 

Les  deux  cas  étant  possibles,  nous  aurons  égard  à  cette  dis- 
tinction. On  a  ensuite 

,       (F,~G,)*(i+^^T 
cn'o,  =  i  —  sn*a,  =  i  — ; ^ 

(F__G)*    (1— cro7 
4crer'  (Xo  —  X,)*  (1  —  Xj)  (1  —  Xj) 


<o, 


(Xq  —  Xj)  (Xs  —  X|  ) 

donc  on  a 

i 

sn'a,  >i      et      < — 


d'où  il  suit  que  sn  ai  est  compris,  en  valeur  absolue,  entre 
1  et  j^ ,  et  qu'il  faudra  poser 

a,  =  ff,t  ±  K, 

suivant  que  F|  —  G-f  sera  >  ou  <  0,  cr^  étant  réel  et  compris 
entre  zéro  et  K.  On  trouve  ensuite 

cna.  =  cn(a..±K)  =  zp-^-^_^ 

2t  (Xo  —  X,)  1/ —  tara'  fi  —  X2)  (1  —  Xs) 

(F  —  G)  (i  —  TO  )  l/(xo  — x,)(x3  — X,) 

dn'a,  =  1  — A*sn*a,  = >  0, 

(F  — G)* 


28.  —  58  — 

et  comme  dn  a,  est  positif  à  cause  de  la  relation 

on  aura  enfin 

dn  a,  =  - — -;  Vrsxs'  {\  —  Xo)  (i  —  X|). 
r  —  ij 

Substituant  et  observant  que  Ton  a,  par  l'expression  de  X, 

(i  -  X.)  (1  -  X,)  «  -  X,)  (1  -  X,)  =  ^^l'clX' 
on  trouvera,  toutes  réductions  faites^ 

1%  —  CCj  FGj  —  GF|  X| 

^      '    '     '  2Ap     A;  (F  —  G)'  en  a,  dn  a,  ""      2Î' 

le  signe  supérieur  se  rapportant  au  cas  où  Ton  a  Fi  —  6|  >  0, 
le  signe  inférieur  au  cas  de  F^  —  G^  <  0,  et  x^  désignant 
•+-  1  ou  —  1  selon  que  /^  —  C/j  est  positif  ou  négatif. 

69.  Revenons  maintenant  à  Téquation  (117),  et  remarquons 
encore  que  Ton  a 

/,-4-C/,      F  /,  — C/,      F  F(/,F  — Ci,G) 

2Ap      F-t-G  "*"     2Ap     F  — G"~  Ap(F*  — G*)  ' 

que,  de  plus, 

sn  (m  -f-  K)  =  sn  (pf  -♦-  2K)  =  —  sn  pi, 

sn  (a  -♦-  K)  =  —  sn  <n , 

sn  (ci  -4-  K)  =  qp  sn  ^ft, 

e(a)       0j(ff»y     (5(ai)       ^(<7,»V 

e(u  —  a)       •(?«  —  ai)      e(M  —  a,)       e{p(  —  a(i) 
0(u-4-a)       e(p/-t-(ji)       e  (u  H- aj       ô(pi-t-ff|t) 


—  39  —  29. 

Moyennant  ces  substitutions  et  eu  égard  aux  équations  (119) 
et  (120),  il  viendra  enfin 

F(/,F— C/,G) 

^      ^"  A  (F*  —  G*) 

J  2t  )  Ô5  {ai)  ^     \_e  (^t  -+-  (ri)      i  —  A  sn  cri  sn  p« J  ( 

*i  i  ^  (<^iO  ^     p  (p^  —  ^'lO     I  ±  A  sn  (Tii  sn  p("|  | 

2i  f  «3  (ffi«)         2     L0  [pt  ^  (T,i)    1  zp  A;  sn  (7,1  sn  p(J  ) 

On  peut  aussi  éliminer  les  fonctions  sn  par  la  relation 

i      ^ilz) 


8nz=^ 


i/A-  n«)' 

et  Ton  trouve,  sous  une  autre  forme, 

F  (/,F  —  C/,  G) 

(122)       -  ll^H  ^^1,  P(p^— ^0    e((7i)e(p0-».e«((7t)^.(p0l  ) 
)  2i(53((ji)^  "^2  *  [ô(p(-+-at)*  6((Tt)ô(p()  — e,((7t)9,(p()Jî 

^i  (  oi(g<i)  ^^l^j  p(pf— g|i)   e((T,i)e(^0zbe,((T,t)9,(p0"[  ) 
2tfG5M^  ^'^  *  l^[pt-^c^i)'  B((T^i)B(pt)=pe^((Tii)d,(pt)\  ) 

On   se  souviendra  que  le   signe    supérieur  se  rapporte  à 
Fj  —  Gi  >  0,  le  signe  inférieur  à  F|  —  Gi  <  0  ;  et  que  Ton  a 

X  ==  +  1      ou      —  1      suivant  que    l^  •+-  Cl^     est     ^  0, 
X,  =  -♦-  1      ou     —  1      suivant  que     1%  —  Cii     est     o  0. 

«O.  La  détermination  de  9  en  fonction  du  temps  résulte  de 
réquation 

(96) f'  -*-  (^'  —  «)  cos  ô  =  /i, 

d'où  Ton  tire,  par  l'expression  de  ^'  —  «  donnée  au  n**  56, 


dt  2A      i  -^  X  2A      1  —  X 


50. 


40  — 


ou  encore, 


df      A  — C,       /i-4-C/,       \ 


dt 


h 


k  —  C/i      \ 


2A      i 


X 


2A      1  —  X 


En  intégrant  et  désignant  par  (po  '^  valeur  initiale  de  9,  on 
aura 


î'«=?o  -+- 


A  — c 


IjL 


/î  H-  C/, 


2A 


\  r'  dt 
./  i  -*-  X 


L  —  Cl 


2A 


.   /^'  dt 
J  \—x 


On  est  donc  ramené  aux  mêmes  intégrales  que  dans  l'évalua- 
tion de  Tangle  ip,  et  en  les  remplaçant  par  leurs  valeurs  mainte- 
nant connues,  on  aura,  après  quelques  transformations  faciles 
sur  lesquelles  il  est  inutile  d'insister. 


?  =  ?o 


(123)        -^ 


A  —  C  ,         F  (C/,F  —  /,G) 

lit  H i 

A       *  A(F»  — G») 


±  - 


2t   \  Ô3  ((71) 

0i(ff,i) 

2t    (  Ô3((T,Î*) 


e   -f- 


ei  (ffi)    ^       i     fo  (pi  —  ai)  i  -*-  A:  sn  o-i  sn  pH  ) 

2     L©  (pt  H-  ai)  \  —  A  sn  ot  sn  ptj  ) 

0  (p<  —  ff,  j*)  1  zfc  A  sn  (ff,t)  sn  (p<) 

0  (pi  -^  ffiO  1  q=  A  sn  ((T,t)  sn  (p<) 


P' 


2  L 


1]^ 


OU,  en  introduisant  les  fonctions  9, 


C 


?  =  f  0  -*- 


(124) 


A 

X   1  O5  ((t/) 


/,i 


p«   -4-  -1 

2/  /  63  ((71  )  ^        2 


F  (C/,F  —  /,G) 
A  (F^  —  G*) 

6  (pi —  '7/)  e((7i>^p0  -+-9i((7t)e,(p0 


=F^ 


0i((7|i) 


2HÔ5(^ii) 


T^' 


2    L^' 


0«  -+-  (7t)    e{Gi)9{pt) 6,((7l)ô,(/îf) 

elpf  —  (T^i)  B{'7,^)f){pl)±e,(<T,i)B^{pt) 


6{pt  -+-  (741)  Q{(Tii)Q(pt)2pô 


31 

.(^it)^ir^oj  i 


Les  angles  0,  ^,  <p,  dont  dépendent  à  chaque  instant  les  posi- 
tions relatives  du  tore  et  de  ses  anneaux,  étant  exprimés  explici- 
tement en  fonction  du  temps,  le  problème  est  entièrement  résolu 
au  point  de  vue  analytique. 


—  41   -  Zi. 


§  XIV. 

(Suite).    FORMULES   POUR    LE    CAS   OÙ  fl   EST  NÉGATIF. 

•i.  Deuocième  cas  ;  n  <  0.  —  La  discussion  et  les  calculs  se 
font  d'une  manière  toute  semblable  et  conduisent  à  des  résultats 
analogues,  qu*il  suffira  d'indiquer  brièvement. 

L'angle  8  que  fait  Taxe  du  tore  avec  ON  varie  entre  %y  limite 
supérieure,  et  0.|,  limite  inférieure,^  donc  X|  est  >  x^  et  les 
racines  de  X,  rangées  par  ordre  de  grandeur,  sont 

Xt  <  X«  <  Xi  <  X3. 

La  valeur  de  -^  est  d'abord  positive.  On  a  donc 


-y^ 


^        di 

di 


^  1/(X  —  Xo)  (X Xj)  (X  —  Xî)  (X  —  X5) 


et  par  la  transformation  de  Richelot,  en  faisant  varier  z  dans  le 
même  sens  que  I,  on  posera 

1j_=  %    /(Xq  — Xa)(X3  — xQ 
*   -^*  V    (X,  —  Xî)  (X3  —  Xo)  ' 


Xi  — X 


«— Xo  V    (Xo  —  X,)  (X3  —  Xo)  T 


6> 


P  = =--  l/(C  —  A)  (x,  —  Xo)  (X3  —  Xj). 

21/a* 

On  trouvera  alors,  comme  dans  le  premier  cas, 

dz 


pdt  = 


1/(1— z*)(I  —  AV) 


d'où 


z  s=.  sD  (/î<  —  K)  =  —  sn  {pt  -4-  K  ), 


^j^d|^^^34U-ï 


52. 


—  42  — 


et  Ton  retombera,  par  les  mêmes  transformations,  sur  des  résul- 
tats qui  ne  différeront  de  ceux  du  premier  cas  (n  >  0)  que  par 
la  signification  de  A  et  de  p  : 


ou 


ces  e,  - 

-cos  e 

1 

sin  d, 

1 

sine. 

y. 

x; 

ACnu 

i  H-  sn  (pt  -♦-  K) 

cos  e  — 

-  cos  «0 

-  cose 

i  —  sn  (pt  -4-  K) 

COS  6j  - 

x; 

[e,  (i  pt)  Ô5  (i  pt)! 

cose  — 

•  cos  00 

A  (L  ^t\A   /±  ^t\ 

La  durée  de  Toscillalion  de  1  axe  du  tore,  dans  le  plan  ZOC» 
aura  pour  expression  • 

8K|/aâ 


4K 


P        cûV(C  —  A)  (Xi  —  Xo)  (Xs  —  X,) 

Pour  calculer  les  valeurs  de  \^  et  de  9,  on  se  servira  toujours 
des  équations  (98)  et  (96),  qui  se  traiteront  comme  dans  le  cas 
précédent.  En  posant 

u  =  pi  -¥■  K, 

X3  ~~~"  X(i  ~      Xj  —  X2 

et  conservant  aux  lettres  F,  G,  F|,  G^,  les  mêmes  significations 
que  dans  les  équations  (114),  on  trouvera,  pour  exprimer  ^,  la 
même  équation  (116)  que  dans  le  cas  de  n  positif.  On  recon- 
naîtra, par  les  grandeurs  relatives  des  racines  de  X,  que  m  et  m' 
sont  compris  entre  zéro  et  Tunité,  et  par  Tégalité 

!2(xî  — xj) 


(X5  —  Xo)  (X|  —  Xj) 

que  m  est  plus  petit  que  m'.  Les  arguments  a  et  a^  étant  encore 
définis  par  les  équations 


ksna  = 


ksnai  = 


F-v-G 

F,~G. 
F  — G 


—  43  —  33. 

l'équation  (1 1 7)  subsistera  sans  changement.  Mais  comme  sn  a 

est  ici  négatif  et  compris,  en  valeur  absolue,  entre  1  et^,  on  doit 

poser 

a  =  ffi  —  K, 

0-  étant  compris  entre  zéro  et  K  et  défini  par  l'équation 

i  F|  -4-  Gf     1  H-  an' 


sn  {ai  —  K)  =  — 


dn(a,k')        F-t-G     I— oo' 


On  trouve  ensuite,  par  une  discussion  analogue  à  celle  du 
n»  57,  

2t  [Xi  —  Xo)  l/—  aa'  (1  -H  X,)  (1  -4-  Xj) 

cna= — ■■ , 


(F  H-  G)  (1  —  aw')  1/(X4  —  X,)  (Xs  —  Xo) 


dn  a  SB > 

F-f^G 

et  enfin 

/,  -H  a,         FG,  —  GF,         _      X 
Î2A^      A  (F  ^  G)*  en  a  dn  a  """"  2Ï  ' 

X  désignant  -f- 1   si  /^  +  C/|  est  positif,  —  1  si  /j  +  C/|  est 
négatif. 

De  même,  a^  étant  un  argument  réel  compris  entre  zéro  et  K, 
on  trouvera 

a^  =  <7,t  dz  K, 

OÙ  Ton  prendra  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur  suivant 
que  Ton  a 

a'  "^  1  —  Xo 

et  il  en  résultera,  après  diverses  transformations  analogues  à 
celles  du  n"*  58, 


/,  —  C/,  FGj  —  GF, 


X 


1 


=:db    -- 


2A/3      k(F  —  Gf  CD  a,  dn  a,  '2i 

où  X|  =  db  1  suivant  que  ^  —  C/|  est  >  ou  <  0. 


34. 


—  44  — 


Substituant  ces  résultats  dans  Téquation  (116)  et  opérant  les 
mêmes  réductions  qu'au  n"*  59,  on  trouvera  enfin  les  deux  for- 
mules suivantes  : 


ip  =  \Po 


ut 


F  (/,F  —  C/,G) 
A  (F*  — G') 


(121') 


±  —\——-pt 


\  ^  [6{^t  —  (7i)    1  -4-  A;  sn  (ai)  sn  (pt) 
-♦-  ai)    1  —  A:  sn  {ai)  sn  (pt) 

—  <7|i)    1  db  A;  sn  (a^i)  sn  (pt) 


2t(65M 


il  Pi?! 

il  Pi?! 
2  '  [e  (pi 


<7it)    i  1^  A; sn  (o-|t)  sn  (pt) 


Ji- 


^^  =  ^^0 


b}t 


(122') 


2î|  05(^1/' 


F  (/,F  —  C/,G) 

'e{pl  —  ai)  ô(ai)B{pt)-^Bi(ai)ôi(pt) 


^ih{<Tii) 


pt 


1  re(p<  — <7i)   fl((rt)e(/;r)-»-e«((rl)fl,(^01) 

2  |_^  (/5(  -4-  en)*  ô  (<7i  )  6  (^e  —  ei((7t)d|(/j«)J  i 

1  ro(^(-aji)  e((7tt)^pe)d=e^(<7.t)fl.(p0"[^ 

2  '  U/;«-i-(7,t)'e((7,t>(/>0qFô.(^iO«i(/»0j» 


Elles  ne  diffèrent  respectivement  des  équations  (121)  et  (122) 
que  par  la  signification  des  ledres  A:,  p,  etc..  La  valeur  de  9  en 
fonction  du  temps  se  calculerait  aussi  de  la  même  manière  que 
dans  le  premier  cas  (n**  60)  et  Ton  serait  pareillement  ramené 
aux  équations  (123)  et  (124).  Il  est  donc  inutile  de  répéter  ces 
calculs. 

ev.  Quelques  conséquences  mécaniques  des  formules  précé^ 
dentés, 

La  détermination,  en  fonction  du  temps,  des  angles  6,  v(/,  9 
dépend,  comme  on  Ta  vu,  de  la  résolution  d'une  équation  du 
quatrième  degré  en  x,  X  =  0,  dont  on  connaît  à  l'avance  une 
racine 

Xq  œ=  ces  Bq, 

Il  est  donc  possible  de  débarrasser  Téquation  de  cette  racine. 
Si  Ton  remplace,  dans  Téquation  X  =  0,  ^  et/3  P&>*  leurs 
valeurs  (103),  en  observant  que  Ton  a 

cos  00  =  Xo,    sin*  00  =  1  —  xj, 
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on  obtient 

[C/,(xo  — a:)  — A«(l~arJ)]« 
—  «'[(ÎA  — C)(i— x;)-*-(C  — A)(i— x«)]A(1— x*)  =  0, 

ou,  après  quelques  réductions  faciles, 

C'/î  (xo  —  xY  -  2Aa,«  (xo  —  x)  (1  —  xl) 
^««A[(A  — C)(1  -x')  — A(l  — xî)](x;  — x«)  =  0. 

Supprimant  le  facteur  Xq  —  x,  on  aura  Téquation  du  troisième 
degré 

C*/î(Xo— x)— 2  AC/^i  —xl)  -♦-  «»A(xo-^  x)[  A(xJ— X*)  — C(l  — x»)]=0. 

Elle  a  pour  racines  x^i,  x^,  x^,  la  première  seule  étant  com- 
prise entre —  1  et  +  1.  Si  maintenant  nous  remplaçons  l^  par  sa 
valeur  n  —  («>Xo  et  si  nous  ordonnons  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  ^ ,  nous  aurons 

2C« 

C«  (xo  —  x) [Cxo(xo  -  x)  H-*  A  (1  —  xî)] 

n 


«« 


—  [C*x;  (Xo  —  X)  -4-  2ACxo  (1  —  xj)  -♦-  A*  (xo  -f-  x)  (xj  —  x') 


n 


—  AC  (Xo  -+-  X)  (1  —  X*)]. 
Posons,  pour  plus  de  simplicité, 


X  —  Xq  ■"""  d^ 

A 


Nous  aurons,  après  quelques  réductions  faciles  et  en  divisant 
parC>, 

(125)  i-  —(ti+x^-  /«rî)+  ^[M+(4-M)a;î-/a(l-ft)(2xo-J)']=0. 
n  n 


56. 
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Les  racines  de  cette  équation  du  troisième  degré  en  d  sont  les 
différences  Xq  —  Xi,  Xq  —  Xj,  Xq  —  Xj.  En  joignant  la  condition 
que  x-i  est  compris  entre  —  1  et  -4-  1 ,  on  aura  tout  ce  qu'il  faut 
pour  déterminer  la  valeur  de  S  qui  correspond  à  cette  racine. On 
arrive  ainsi  à  quelques  conséquences  intéressantes  : 

1**  Si,  comme  c'est  le  cas  dans  les  expériences  dé  Foucault  à 
la  surface  de  la  terre,  tù  est  très  petit  et  n  extrêmement  grand»  de 
sorte  que  le  rapport^  ait  une  valeur  excessivement  petite  dont 
le  carré  soit  absolument  négligeable,  comme  les  quantités 


X 


05 


0  Xq  X|  , 


sont,  en  valeur  absolue,  moindres  que  1  ou  que  %  les  coefficients 
des  puissances  de  ^dans  Téquation  (125)  ne  pourront  dépasser 
des  limites  assez  faibles  et  faciles  à  assignerai  s'ensuit,  nécessai- 
rement, que  la  racine  S  qui  correspond  k  Xq  —  x^  ne  peut  être 
qu'une  quantité  très  voisine  de  zéro.  Le  troisième  terme  de 
l'équation,  qui  a  pour  facteur 

sera  donc  tout  à  fait  négligeable,  et  l'on  aura  avec  une  très 
grande  approximation 


2« 


(î  •■=  —  (lui-h  Xo^  —  AcarJ). 
n 


ou,  en  négligeant  encore  un  terme  de  l'ordre  de  ^^ , 


^\a  siir  en 


(J  =  ces  6„  —  COS  6i  = ; 


Cn 


On  voit  par  là  que  les  angles  Qq  et  6,  ne  différeront  pas  l'un  de 
l'autre  d'une  quantité  appréciable;  l'axe  0?  du  tore  paraîtra 
donc  faire  un  angle  constant  avec  ON  et  décrira,  dans  son  mou- 
vement apparent,  un  cône   de  révolution  autour  de  la  ligne 
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boréale  (*).  On  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  connus  par  (es 
méthodes  d*approximation  ordinaires;  aussi  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas.  Nous  observerons  seulement  que  les  racines  S 
qui,  dans  Féquation  (125),  correspondent  à  X2  et  à  x^y  sont 
nécessairement  très  grandes,  sans  quoi  Ton  conclurait  comme 
plus  haut  qu'elles  doivent  être  très  voisines  de  zéro,  ce  qui  est 
évidemment  impossible.  Ainsi  x^  et  0:5  auront  des  valeurs 
absolues  très  grandes,  mais  à  cause  de  la  relation 

X,  -♦-  or,  =  —  (0-0  -4-  Xj), 

leur  somme  algébrique  sera  très  voisine  de  Xq. 

2®  Si  Ton  supposait,  au  contraire,  le  cas  (tout  à  fait  idéal)  où 
la  valeur  de  n  étant  assez  faible,  celle  de  go  serait  extrêmement 
grande,  ce  serait  alors  le  rapport  -  dont  le  carré  serait  négli- 
geable. L'équation  (125J  admettrait  encore  une  racine  S  très 
rapprochée  de  zéro  et  sa  valeur  approchée  serait 

2w  /u,  sin*  00 

0  =  —  • 


•S.  Lorsque  Ton  a 

C  =  A, 

c'est-à-dire  lorsque  rellipsoïde  central  du  corps  tournant  se 
réduit  à  une  sphère,  la  valeur  de  6  s'obtient  sous  forme  finie  en 
fonction  du  temps.  L'équation  (104)  se  réduit,  en  effet,  à 

A— =A/3(1-x*)-(/,-C/,a')', 

et  l'on  a  la  condition  initiale 

A/,(1  —  xî)  —  (/,  —  C/,Xo)' =  0, 


{')  Ce  résultai  ne  nous  parait  pas  d»j:monlré,  chez  la  plupart  des  auteurs  qui  intro- 
daisent  tout  d'abord  l'hypothèse  de  ^  très  petit,  avec  une  rigueur  satisfaisante. 


38. 
d'où  Ton  tire  Téquation 
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Arfx 


^(Xo  -  x)[(AU  -H  C'/î)  (xo  -H  ar)  —  2C/,y 


Posons 


d'où 


Xq  3C  —  s  5 


Xo  H-  ar  =  2xo  ^-  Ç, 


et  observons  que  la  relation  C  =  A  donne  lieu  aux  réductions 
suivantes  : 

/,  =  A/iXo  —  Ao)  (1  —  xj)  =  A  (nxo  — .«), 
/,=  Aa,«(i— xj), 
A/5  -♦-  C*ZÎ  =  A*  (n*  —  2n«Xo  -♦-  «*), 
C/j/,  =  A*  (n  —  oîXo)  (nxo  —  »). 


Nous  trouverons  facilement 


dt  = 


d^ 


[/^nu  (i  —  xj)  Ç  —  (n'  —  2n«Xo  -♦-  «')  ?* 


ou ,  en  posant  pour  abréger 

w«(1  —  xî) 
w  —  2;iwXo  -4-  cû 

intégrant  et  remarquant  que  t  =  0  donne  |  =  0 , 


t\/n* —  2n«Xo  -t-  w*  =  it  arc  cos 
d'où  enfin,  par  des  transformations  faciles 


cos 


0  =  cos  Ôq  —  2c  sin*  f-  i^n*  —  2n»Xo  -♦-  «'] 


On  remarquera  que  l'expression 


l/n'  —  2n»Xo  -+-  «', 
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représente  précisément  la  vitesse  de  la  rotation  absolue  du  tore 
à  répoque  ^  =  0. 


L  Les  équations  (121)  et  (123)  qui  fournissent  l'expression 
des  angles  ip  et  9,  déterminent  le  mouvement  de  précession  du 
tore  et  sa  rotation  par  rapport  à  Tanneau  intérieur.  On  remar- 
quera que  ces  angles  se  composent  l'un  et  Tautre  de  trois  parties 
distinctes  :  une  partie  constante ,  une  deuxième  qui  est  propor- 
tionnelle au  temps,  une  troisième  qui  est  périodique,  et  dont  la 
période  a  même  durée  que  celle  de  Toscillation  de  Taxe  0^, 
savoir 

4K 


La  vitesse  de  la  précession  apparente,  ou  la  vitesse  avec 
laquelle  la  ligne  X^ OX2  se  déplace  sur  le  plan  XY,  est  la  valeur 
de  vp'  fournie  par  Téquation 


,  /j  —  C/i  ces  6 


A  sin'  6 
En  remplaçant  l^  par  sa  valeur,  cette  équation  deviendra 

ces  60  —  ces  B  ç 

^'  = — C/|  -♦-  A«  (ces  60  -♦-  ces  e)  1. 

A  sin*  e      ^  -• 

Cette  formule  fait  voir  que  ^'  s*annule  chaque  fois  que  6  reprend 
la  valeur  Oq,  ou  que  l'inclinaison  de  Taxe  du  tore  sur  OZ  revient 
à  sa  valeur  initiale.  Il  y  a  donc,  à  chaque  période  d'oscillation, 
un  instant  où  la  vitesse  de  précession  s'annule. 

Quant  au  signe  de  ^',  il  dépend  des  données  du  problème. 
On  peut  écrire  l'équation  sous  cette  autre  forme  : 


^      n  (ces  Oo  —  ces  6) 


A  sm*  6 


r      «  «        ~| 

C  -h  -  (A  —  C)  ces  «0  ^  -  A  ces  fl    • 
L        n  »  J 


Lorsque  le  rapport  ^  est  excessivement  petit,  comme  dans  les 

vn.  4 


expériences  de  Foucaiill,  il  esl  clair  que   le  signe  de  i-'  est  le 
même  que  celui  du  produit 


lequel  est  toujours  positif,  comme  on  lu  monlré  au  n°  5Ô.  Le 
mouvemenl  de  préeessioii  a  donc  lieu  de  OX  vers  OY,  ou  en 
sens  coniraire  du  mouvemenl  de  roiaiioii  de  la  terre. 
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HOl'VEJIË>T    lie    GÏHOSCOPE    DE    KOI  CAULT  (Suite). 

«ï.  Phoblëhe  IV.  —  L'axe  de  l'anneau  extérieur  E  élant  fi  ê 
dans  une  direction  urôtlraïre  OZ  (fig-  20),  l'anneau  intérieur 
est  fijr.è  au  premier  sous  un 
angle  droit,  en  sorte  que 
l'axe  OÇ  du  tore  ne  peut  se 
mouvoir  que  dans  un  plan 
XY  fixe  par  rapport  à  lu 
planète.  Une  rotation  ini- 
tiale, avec  vitesse  n,  est  im- 
primée au  lore  autour  de  son 
axe  OÇ  mainletiu  immcAtle; 
déterminer  le  mouvement  gui 
en  résulte  pour  tout  le  sys- 
tème. 

Nous  conservons  les  mêmes  noialions  qu'au  n"  50,  mais  dous 
avons,  en  venu  de  l'Iiypollièse  actuelle, 


FiK    W. 


0  =  coiisl.  «=  - ,      s'  =  0,      cos  s  =:  0. 
2 

De  plus,  si  ^  désigne  l'angle  que  fait,  dans  le  plan  XY,  l'axe  O^ 
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du  tore  avec  OX,  complé  positivement  de  OX  vers  OY,  nous 
aurons 

et  les  équations  (SS)  donneront 

cos  r  ■=  —  cos  A  sin  Ç, 

cosyi  =  sin  A, 

cos  r^  =  cos  A  cos  Ç, 

de  sorte  que  Téquation  (94)  deviendra 

T  -«-  V = i  [(a'  H-  6)  ç'«  -+.  Cy '*]  —  »  [(a'  h-  6)  ç'  sin  A  +  Cf'  cos  A  cos  ç]. 

Appliquant  donc  l'équation  (93)  et  prenant  successivement 
ç  s=3  9,  g  :=3  (y  on  trouve  immédiatement 

d 

C  — -  (f>'  —  Cl)  cos  A  cos  t)  =  0, 

<^ 

(o'  -♦-  6)  —  (Ç'  —  «  sin  i)  —  Cwf)'  cos  A  sin  ç  =  0. 
dt 

Ces  équations  donnent,  en  posant 

C  C 


(126).  .  .  «i  =  «cosA,        ^  = —. 


a'  -H  6       A  -4-  Cj  -H  At 
et  désignant  par  /|  une  constante  arbitraire, 

(127) /  =  /,  H- cojcosç. 

dç' 
(128)    ....    —=  ^,  (/,-♦- »|  cos  ç)  sm  ç. 

La  valeur  de  la  constante  /^i ,  donnée  par  Tétat  initial,  est 

/,  ==  n  —  »|  cos  Çq. 
et  Tangle  i^ç  pourra  toujours  être  supposé  compris  entre  zéro  et  n. 
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Pour  déduire  de  TéquatioD  (128)  les  condilionsde  Téquilibre 
relatif  de  Taxe  du  tore,  on  posera 


et  Ton  aura 

fjità^n  sin  t^  =s  0, 


t 


ce  qui  suppose  1®  ou  bien  n  =  0,  c'est-à-dire  que  le  tore  soit 
en  repos  apparent  à  Tinstant  initial  ;  2"  ou  bien  sin  (q  =  0,  e*est- 
à-dire  que  Vaxe  du  tore  soit  dirigé^  à  l'époque  t  =  0,  suivant  la 
projection  OX  de  la  ligne  boréale  sur  le  plan  directeur,  ou  sut- 
vant  son  prolongement.  Une  de  ces  positions  répond  à  l'équilibre 
stable,  l'autre  à  l'équilibre  instable.  Il  serait  facile  de  les  discerner 
dès  à  présent,  mais  la  discussion  du  mouvement  dans  le  cas 
général  suffira  pour  résoudre  la  question. 


(•  Multiplions  Téquation  (128)  par  2dC,  intégrons  et  obser- 
vons que  2;'  est  nul  pour  Ç  «=3  (^  ;  il  viendra 

Ç*'  =  2/tt»|/4  (COS  Ço  —  CCS  Ç)  -♦-  ixal  (COS*  Ko  —  COS*  Ç), 

ou 

—  =  fia\  (ces  Ç  —  ces  Ço)  ( -  —  COS  to  —  cos  u  • 

Pour  identifier  cette  équation  avec  Téquation  (11)  du  mouve- 
ment du  pendule  à  plan  d'oscillation  tournant,  il  suffira  de  poser 

»        .i  ^*       9 

d'où  Ton  tirera 

(129)     ....    «'  =  «,1/^,         r  =  . 


OU  encore,  en  remettant  pour  p,  co,,  /^  leurs  valeurs, 


«'  =  «  cos  X 


V- 


(130)    .     .     .  ( 

gf  (A  -H  C,  -f-  A,) 


wC  cos  i  (n  —  w  cos  X  cos  Ç©) 
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Le  signe  de  r  sera  contraire  à  celui  de  /{,  qui  se  trouve  déter- 
miné par  les  valeurs  de  n  et  de  cos  Çq,  mais  cette  circonstance 
De  peut  donner  lieu  à  aucune  difficulté,  puisque  nous  avons  vu, 
au  n**  3y  qu*un  changement  de  signe  de  r  dans  le  mouvement  du 
pendule  revient  à  un  renversement  dans  la  direction  de  la  pesan- 
teofy  ou  de  la  droite  à  partir  de  laquelle  se  compte  Tangle  (.  La 
solution  complète  du  mouvement  de  Taxe  du  tore  est  donc 
donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Lorsqtie  l'axe  OÇ  du  gyroscope  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans 
un  plan  fixe  par  rapport  à  la  planète,  son  mouvement  est  le 
même  que  celui  d'un  pendule  simple  de  longueur  r,  dont  le  plan 
d'oscillation  tourne  autour  de  la  verticale  de  suspension  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  tù',  les  valeurs  de  r  et  de  tù'  étant 
données  par  les  équations  (130),  et  la  direction  de  la  verticale 
étant  remplacée  par  la  projection  OX  de  la  ligne  boréale  sur  le 
plan  directeur. 

II  ne  reste  donc  qu*à  appliquer  les  formules  données  aux  para- 
graphes II  et  III  pour  le  mouvement  du  pendule  et  à  en  déduire 
les  conséquences  qu'elles  comportent,  en  distinguant  les  trois 
cas  que  présente  la  valeur  de  r,  savoir  : 

A)  n  —  «4  cos  Çq  <C  0, 

B)  n  —  »4  ces  Ço  >  0, 

C)  n  —  0),  cos  Ço  =  0. 

Cette  discussion  offrant  la  plus  grande  analogie  avec  celles  des 
§§  IV  et  y,  nous  nous  permettrons  d'abréger. 

Il  en  sera  de  même  des  formules  qui  déterminent  Tangle  (p , 
ou  la  rotation  du  disque  par  rapport  à  Tanneau  intérieur  :  on 
suivra  la  même  marche  qu'au  §  V.  Substituant  à  /^  sa  valeur 
dans  l'égalité  (127),  on  a  d'abord 

d? 
^1  =  —  =  n  -♦-  cjj  (cos  ç  —  cos  to)y 

dt 
d*où,  intégrant  et  posant 


44. 
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on  tirera 


(i3i)  .  .  .  .  ftzsfQ^-nt-i —  /(cosÇ  — 


cos  ^)  du^ 


équation  dans  laquelle  il  faudra  isubstituer  à  p  et  à  cos  (  —  cos  ^ 
les  valeurs  qui  se  rapporteront  aux  différents  cas  que  nous  allons 
étudier. 

ev.  Dans  la  supposition  A),  /^  est  négatif,  r  positif,  les  for- 
mules du  §  II  s'appliquent  sans  changement,  OX  étant  pris  pour 
direction  de  la  pesanteur  dans  le  pendule  de  comparaison.  La 
quantité  f  (n**  S)  est  ici 


2/,  2n 

/  = cos  1^  == H  cos  Co 


Les  trois  cas  f —  cos  Çq  >  0,  =0,  <  0,  reviennent  ici  i 
I)    n<0,        II)    n  =  0,        III)    n>0. 

Le  deuxième  répond  à  féquilibrc  de  Taxe  02;  ;  nous  n'avons 
plus  à  en  parler.  Les  cas  I)  et  III)  correspondent  respectivement 
à  une  rotation  imprimée  au  tore,  autour  de  son  axe  0^,  de  droite 
à  gauche  ou  de  gauche  à  droite. 

Enfin,  le  cas  I)  ou  n  <  0  donne  lieu  à  trois  hypothèses  subsi- 
diaires 

ou,  après  substitution. 


n>- 


n 


«,  sm'  —  » 
2 

w,  sm'  —  y 
2 


n<- 


.:«« 


Ut  sm*  — 
2 
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•8.  Cas  I,  a).  L*angle  IC,  varie  entre  sa  limite  supérieure  Ç^  et 
une  limite  inférieure  l^j^  donnée  par  Téquation 

COS  Çl  = H  COSl^oj 

OU 

COS  Ç,  —  COS  Ço  = • 

«I 

L'axe  du  gyroscope  oscille  dans  le  plan  XY,  en  se  rapprochant 
et  n'éloignant  alternativement  de  Ui  position  OX  (position  d'équi- 
libre stable)  sans  jamais  l'atteindre. 

Si  Ton  pose 

sinp  n  .-   . 

Ar=-; =» r-r-  »         f>  =  «4V/^8ma, 

8in  a  »|  sm*  a 

la  valeur  de  eos  l^  en  fonction  du  temps  sera  donnée  par  les 
équations 

ces  a  —  k  COS  p  sn  {pt  ■+-  K) 


(19).     .     .    .    COS  ç  = 


(21)  .  .  cosÇ  —  cosÇo  =  sinÇosinp 


COS  p  —  k  COS  a  sri  (  p(  -+-  K) 

1  —  sn  (p^  -+-K) 


COS p  —  kcosasn (pt  -h  K) 


La  durée  d'une  oscillation  de  Taxe  OÇ  sera 


4K  4K 


•S.  La  formule  (131)  devient,  par  la  substitution  de  la  valeur 
de  COS  Ç  —  COS  (^0, 

Asin  Ço    /•"       1  —  snw 

f^fo-^nt-k zr-  I , du 

Vu.  •/  ^^*  P  —  ^  ^^  «  sn  u 
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On  fera  usage  de  la  formule  (49),  où  Ton  aura 

ces  a 


sn  a  ==  — 


ces  |3 
ce  qui  donnera 

k  sin  ^oU  —  K  sin  ^o  sin  2^1 

?  =  ?o  -*-  ^^  -*• 


[/u      cos  p         \/„  gin  gf  cQs»  ô  CD  a  dn  a 

(132)  '^  f-  V 

e'(a)         ,^       i     rôrti  — a)    i-t-*sn(o^K)sn(u-4-Kn  ) 

\u — K)h — 1.    — r  • : I  >• 

0(a)  2     L^(w-^a)    1— Asn(a^K)sn{M-+-K)J  j 

Opérant  ensuite  comme  au  n"*  i%  on  observe  que  Téquation 

2  (n  —  «1  cos  Çç) 
cos  Ço  -♦-  cos  ç,  = 

et  la  condition  w  —  «i  cos  i;o  <  0  donnent  cos  Çq  -+•  cos  Ç|  >  0, 
et  par  suite 

cos •  cos =  cos  a  cos  ô  >  0, 

2  2  r^    » 

donc  sn  a  sera  négatif.  On  trouvera  ensuite 

sin  Ço  sin  Ç|  ^   ^ 
en«a= i-^— >  0, 

008*  P 

d'où 

0>  sna>  —  1, 

en  sorte  qu'il  faudra  prendre  a  =  —  a-,  a-  désignant  un  argu- 
ment compris  entre  zéro  et  K.  On  aura,  par  suite, 


l^sin  Ço  sm  Ç|  ,  l/sm  Çq  sm  ç, 

en  a  =a ,  dna= , 

cos  p  sin  %  cos  p 

d'où,  par  des  réductions  faciles, 

sin  Cl  1 

k  sin  je  cos''  p  m  a  dn  a       A  sin  l^g 

A  sin  l^ 

77=      ~  =»,sinÇotgp, 
K  /a  cos  p 

A:  sn  (a  -♦-  K)  =  sin  /9,         ti  —  a  =  p(  -+-  K  -4-  a, 
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d'où  enfin 

1     9'  M 
f  ==  fo  -H  (n  H-  «4  sin  Çotgp)  <—  —=  --— pt 

(133    .  .  .  ' 


i         ps  (pt  —  (j)    1  -♦-  sin  j3  sn  pf\ 


l'^argument  a  étant  déterminé  par  Téquation 

cosa 
sn  47  = 

cos^ 

90*  Le  cas  1, 6)  est  un  cas  limite  :  eos  2^  s'exprime  sous  forme 
finie  en  fonction  de  t^  Taxe  OÇ  s'approche  indéfiniment  de  la 
(position  asymptotique  OX. 

Dans  le  cas  I,  c),  où 

^  .  •?• 

n  <  —  «4  sm'  —  » 

2 

ft  ^aogle  Ç  varie  périodiquement  entre  -h  Çq  ®^  —  Ço  î  ''^^^  ^^  ^^^^ 
^MciUe  également  de  part  et  d'autre  de  la  projection  OX  de  la 
^igne  boréale  (position  d'équilibre  stable).  On  pose 

a  =—  ,  eos'  p  =  -:: —  =  1  H sm'  — » 


2  /  — COSÇo 


n 


'où 


sm  Ô  =  sm  a  \/ ; 

^  n 


uis 


C«3i) 


1  —  eos  a  eos  8 

A  = 

i  H-  eos  a  eos  p 


cj|  l//t*  sin  a 


p  =  ; (l-t-C0SaC0SÔ)=(l  H-COSaCOSÔ)!^ —  fi^in 

sm  p 


t  Ion  a  y  au  moyen  des  formules  du  n"*  1 1 , 

1  —  sn  (p<  -^  K) 


O^)  cosÇ — cos^Kï'^sInasinSa 


(co8a-i-coS(i) — (cosa— eos  p)sD(p<+K) 
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d'où  y  pour  la  durée  de  l'oscillation  de  Taxe  du  tore, 

8K 8K 

P        (\  -t-  ces  a  ces  p)  \/ZI^n 

9t.  L'équation  (i31)  donnera  ici 

=sft-4-ntH — sinasin^a/ ; 

p  /   (cos  a -4- cos j3) — (ces  a  —  cosjBjsnu 

»isinasin2a  ,^,  2a>i  sin  a  sin  2a  cos  6 

=  f ,  -H  n«  -h  — —  (t#  —  K)   * 


f 


du 


p(C0S  a  +  ces  P)  kp  (ces  a  -f-  COS  pf  CH  o  du  a 

(  ^'  (û)         1      ro  (tt  —  a)   i  -♦-  *  sn  (a  -f-  K)  sn  (u  -h  K)"]  j 
/7(â)^  ^2  '  10  (u  -^  a)'  \  —  ksiï  (a  ^  K)  sn  (u  -i-  K)J  ^' 

où  Ton  a  posé 

COS  a  —  ces  6  a  —  ô      «  ->-  ô 

Asna=» 7  =  16— ;r^lg — r^' 

ces  a  -*-  ces  p  3  2 

Les  angles  a  et  (3  étant  moindres  que  ^  tt,  sn  a  sera  ^  0  suivant 
que  Ton  aura 


«>p        ou        — -^1, 


ou  enfln 


—  n  o  M| . 


Les  deux  cas  sont  possibles;  oii  doit  donc  regarder  sn  a  comme 
pouvant  être  positif  ou  négatif,  et  comme  on  a  d'ailleurs 

4  ces  a  ces  6  sin'  a  sin*  /3 

cn«a  =  ^ ^ ->  0, 

(ces  a  -+-  COS  py(\  —  cos  a  cos  p) 

4  COS  a  cos  fi 
dn'  a  = 


(cos  a  -h  cos  P)' 

on  conclut  de  là  que  sn  a  est  moindre  que  Tunité,  donc  a  est 
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réel  el  égal  à  db  or,  or  étant  un  argument  compris  entre  zéro  et  K. 
Par  ces  substitutions,  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 

»!  SÎD  a  sin  2a\  1     B'  (a) 

t  dz pt 

cos  a  -^  ces  pj         y/Z  ^  (<^) 

'"05(pi=f:<7)    \  -4- cosacosp — sinasinjSsnpn 
(ptdbo-)    i  -H  ces  a  ces  p  —  siaasinpsnpu 

<T  désigne  un  argument  compris  entre  0  et  K,  déterminé  par 

réquation 

n  ces  B  +  &!  ces  a 

sn  (T  =  dr » 

n  ces  p  —  »,  cos  a 

le  signe  supérieur  se  rapportant  à  —  n  >  a)^ ,  le  signe  inférieur 
à  —  n  <  w-i . 

Ce  cas  est  celui  des  expériences  de  Foucault,  quand  la  rota- 
tion du  tore  est  de  droite  à  gauche  autour  de  0^  ;  car  n  est  alors 
négatif  et  très  grand,  tandis  que  (ù^  est  très  petit,  en  sorte  que 
la  condition  1,  c)  est  alors  réalisée.  Le  cas  I,  a)  est  au  contraire 
un  cas  idéal  qui  ne  pourrait  se  présenter  que  sur  une  planète  à 
rotation  très  rapide,  et  si  Ton  assignait  au  tore  une  vitesse  ini- 
tiale très  faible. 

99.  Examinons  le  cas  III),  celui  où  n  est  >  0,  la  condition  A) 
ou  n  <  a>|  cos  Çq  ^^^i^^  d'ailleurs  supposée  toujours  remplie. 
C'est  le  cas  étudié  au  n""  15.  L'axe  du  tore  oscille  en  restant  du 
même  côté  de  OX,  l'angle  Ç  variant  entre  une  limite  inférieure  Çq 
et  une  limite  supérieure  Ç4  fournie  par  l'équation 

cos  Çj  —  cos  Ço  = • 

«I 

Le  mouvement  de  l'axe,  la  durée  de  l'oscillation  sont  donnés 
par  des  formules  qui  ne  diffèrent  pas  de  celles  du  n°  15  et  qui 
sont  d'ailleurs  analogues  à  celles  du  cas  I,  a). 
Dans  l'hypothèse  B),  c'est-à-dire 

n  —  û),  cos  Çq  >  0, 
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qui  conduit  à  une  valeur  négative  de  r^  il  faudra,  comme  on  sail, 
compter  Tangle  2;  en  sens  contraire  à  partir  du  prolongement 
OX'  de  OX,  et  Ton  retombera  sur  des  formules  identiques  à 

y 

celles  des  cas  précédents.  Il  n*y  aurait  aucun  intérêt  à  développer 
les  calculs  se  rapportant  à  cette  hypothèse,  et  nous  nous  bor- 
nerons à  signaler  Thypothèse  C),  savoir 

n  -38  ci7|  ces  ^. 

La  rotation  initiale  du  disque  autour  de  son  axe  de  figure  est 
précisément  égale  et  de  sens  contraire  à  la  composante,  suivant 
cet  axe,  de  la  rotation  de  la  planète. 

C'est  un  cas  analogue  à  celui  du  n""  19,  et  il  donne  lieu  aux 
mêmes  formules.  Comme  /|  =3  0,  Téquation  différentielle  du 
mouvement  se  réduit  à 

—  =  jLLO}]  (cos*  Ko  —  cos"  Ç). 
al 

L'axe  02;  oscille  à  égale  distance  de  part  et  d'autre  de  la  perpen- 
diculaire OY  sur  OX,  Ç  variant  entre  Çq  ^^  "  —  W  Si  Ton  pose 

A  =  dz  ces  Ço» 

selon  que  cos  ^  est  positif  ou  négatif,  on  trouve 

ces  ç  ==  cos  Ço  sn  (w,(  V^  H-  K), 
ou  encore 

,-  e,  (cJ^t  l/yu) 


cos 


Ç  =  dzV/A 


O5  (dit  V  m) 
et  la  durée  de  Foscillalion  complète  de  Taxe  est 


L'équation  (127)  se  réduit  ici  à 


4K  4K     .    /A-*-C4-^A, 

V  F 


dy 

—  =::.«jCOSÇ, 

ai 
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ei  Ton  a 

en  posant 

Remplaçant  cos  ^  par  sa  valeur  ci-dessus,  savoir 

cos  (  =  cos  Ce  sn  ti, 

on  aura,  par  un  calcul  semblable  à  celui  du  n""  25, 

i         I  H- cos  ç«  sn  cj,t  I//U 

(136).     .     .      9  =  foH r.1-  ; 

2i^/u     i  —  cos  ç,)  sn  «4«  i/^ 

Cette  formule,  qui  fait  connaître  le  mouvement  de  rotation  du 
tore  autour  de  son  axe,  offre  cette  particularité,  à  la  différence 
des  équations  (132)  et  (135)  où  Tangle  9  renferme  un  terme 
proportionnel  au  temps,  qu'ici  7  est  purement  une  fonction  pé- 
riodique, dont  la  période  est  la  même  que  celle  de  Toscillation 
de  Taxe  du  tore.  Le  tore  ne  fait  donc  qu'osciller  autour  de  son 
axe  de  figure  sans  accomplir  une  rotation  véritable. 


§  XVI. 

GYROSCOPE    DE   FOUCAULT   (sutté), 

9S.  Problème  X.  —  L'axe  OZ  de  t anneau  extérieur  (fig.  21) 
étant  fixe  par  rapport  à  la  planète^  l'anneau  intérieur  I  est  fixé 
à  ranneau  E  sous  un  angle  invariable  6,  de  sorte  que  l'axe  0^  du 
tore  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  un  cône  de  révolution  autour  de 
l'axe  OZ,  8  étant  le  demi-angle  d'ouverture  du  cône.  Le  tore  est 


SS.  -  62  - 

mis  en  rotation  atilour  de  sou 


de  figure  maïiiretiu  immobile 
dêierrtiiner  le  mouvement 
de  »on  axe  el  la  rotation 
autour  de  cet  axe. 

Ce  problème  est  une  gé* 
néralisation  du  précédent, 
oii  9  était  égal  à  |.  Comme 
0  est  constant,  3'  est  nul 
et  l'on  n'a  <\  considérer  que: 
deux  fonctions  du  temps, 
^  el  f.  La  formule  (94) 
devient  ici 


T-+-V  =  l[(a'-»-6sin'fl)+''+C(ii'++'c(is9)*]-«[(a'  +  tsin'e)j.'sinx 
—  (i^'cosAsinScosSsiiif  -i-  C  (f '-i-  +'cosfl)cosy,]. 

Si  l'oo  applique  l'équation  (93),  en  prenant  successivement 
q^f,  9^i|i,on  trouvera  sans  peine 

d 

-r{?-t-'i    coss— ueOS>',)  =  0, 

d , 

—  [(o'-+-6sin'«)|'-«-C(p'  ■+■  ^'cosfl)cos«—  ia(tt'  -i-  6sin*a)«nl 

+  a6cosAEin8ro8Ssinf  — C^  cosfl  cosy,]  —  bi^'  cobAbidAcos  Jcos^ 

H-  Cu(}i'  +  ^'  cos  S) :  =  U. 

L'intégration  de  la  première  de  ces  équations  donne 

(157)     ....      f' -»- ^'cosei=i, -t-Bcosy,, 

l^  étant  une  constante  arbitraire.  Substituant  celte  valeur  dans  }m>^ 
seconde  équation  ci-dessus,  observant  que 


u(«'-t-6siu's)siiiA 
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est  constant  et  faisant  les  réductions,  on  trouve 

(i38)    .  (a'-t.6sin«e)— -♦.C«(/4-i-«cosrt)^^^^  =  0. 

dt  d^ 

Tirons  d'abord  de  là  les  conditions  de  Téquilibre  relatif  de 
Taxe  OÇ.  Comme  on  a,  pour  (  =  0,  ç'a=n  et  i};'=*=0,  la 
constante  l^  a  pour  valeur 

/,  =  n  —  «  ces  ^iB, 

et  d'autre  part,  l'expression  de  cos  y^  fournie  par  les  équations 
(55)  conduit  à 

d.cosri 

=  cos  A  sm  B  cos  4f, 

L'équation  (138)  devient  ainsi,  pour  t=0, 


(d^'\  Canci 


cos  A  sin  e  cos  <^o 


6  sin'e 


Pour  réquilibre,il  faut  que  le  second  membre  soit  nul,  ce  qui 
suppose  1®  ou  bien  que  l'on  ait  n=sO,  c'est-à-dire  que  le  tore 
n'ait  reçu  aucune  rotation  initiale  ;  2"  ou  bien  que  cos  ^q  soit 
nul,  c'est-à-dire  que  l'angle  ^^  soit  égal  à  90*  ou  à  270**  ;  l'axe 
du  tore  est  alors  dans  Iç  plan  passant  par  la  ligne  boréale  ON  et 
par  l'axe  OZ  de  l'anneau  extérieur.  En  d'autres  termes,  il  fait 
avec  ON  le  plus  petit  ou  le  plus  grand  angle  que  comporte  son 
mouvement  sur  le  cône  de  révolution.  L'une  de  ces  positions  se 
rapporte  à  l'équilibre  stable,  l'autre  à  l'équilibre  instable,  ce  qui 
dépend  du  signe  de  n,  ainsi  que  le  montrera  la  discussion  du 
mouvement. 

94.  Pour  obtenir  l'intégrale  de  l'équation  (138)  sous  la 
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forme  qui  convient  le  mieux  à  la  solution  du  problème,  rempla- 
çons  lu  -h  <ù  cos  72  P^r  ^^  valeur 

n  -4-»(cosrt  —  cosr»)  =  n  -i-wcosx  8Înd(sinf  —  sinfo)y 
d  après  (KK).  Mettons  aussi  pour 

D.cosn 

sa  valeur  ci-dessus.  Nous  aurons 


(a'  -t-6sin'e)-T — hG»[n4-»cosAsintf(sinf— sin^«)]cosAsindcos^^O. 

Cvv 


Introduisons,  au  lieu  de  Tangle  if;,  Tangle  (  que  fait,  avec  la 
direction  OX  définie  précédemment,  la  projection  OH  de  Taxe 
du  tore  sur  le  plan  normal  à  0Z,2;  étant  compté  positivement  de 
OX  vers  OY.  On  aura  donc 


2 


et  notre  équation  prendra  la  forme 

rfç  '       C«  [il  -♦-  «  cos  X  si  n  5  (cos  Ç  —  cos  Çq)  j  ces  x  sin  é  sin  Ç 
dt  a'  -4-  6  sin  'e 

Cette  équation  s^intègre  sans  peine,  et  donne,  2^'  étant  nul 
pour  Ç  =  Ço> 

„         (cosÇ— cosÇo)[2CMiicosAsine-4-Cw'cos'Asin*«(cosÇ  —  cos  Ço)j 

a  H-  6  sm*e 
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ou  encore 

rfç«      C««cos«xsin'e,      v  ../  ^n  \ 

--  = _-— -(cosÇ  — cosÇo) : HCOSÇo  — cosÇ- 

dt*         a  -H  6  sin'o  \     ucosx  sine  / 

Celte  équation  rentre  encore  dans  le  type  de  l'équation  (il). 
Il  suflBt  de  poser 

Ctt'cos'Asin'd 


o'  -H  6  sin  *0 
2jf  î2n 


rcj'*  tfCOsAsiiid 


2cos2;o9 


<l'où  Ton  tire 


6}'  es  cj  cos  A  sio  9 


\/. 


(159).     . 


a'  -^  6  sin '6 
g  {a'  -4-  6  sin '6) 


C»cosAsind(n  —  »cosX  sinOcosÇo) 


Le  mouvement,  sur  le  plan  XY,  de  la  projection  de  Taxe  peut 
^onc  être  regardé  comme  connu,  par  le  théorème  suivant  : 
JjOrsque  l'axe  du  gyroscope  ne  peut  se  mouvoir  que  sur  un  cône 
révolution  autour  de  l'axe  OZ  de  Canneau  extérieur,  sa  pro^ 
ieciion  sur  un  plan  normal  à  OZ  oscille,  par  rapport  à  la  pro- 
tection de  la  ligne  boréale  sur  ce  plan,  comme  un  pendule  simple 
^ont  le  plan  tournerait  autour  de  la  verticale  de  suspension  avec 
'mne  vitesse  angulaire  constante,  cette  vitesse  (ù'  et  la  longueur  r 
^u  pendule  étant  définies  par  les  deux  équations  (139). 

La  direction  de  la  pesanteur  dans  le  pendule  de  comparaison, 
^t  par  conséquent  la  position  d'équilibre  stable  de  la  projection 
OH  de  Oç,  coïncide  avec  OX  ou  avec  son  prolongement  OX', 
d'après  une  remarque  déjà  faite,  suivant  que  r  est  positif  ou 
négatif^  c'est-à-dire  suivant  que  la  quantité 

n  —  6)  ces  A  sin  o  cos  Ko 

«8t  négative  ou  positive. 

VIL  5 
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La  discussion  du  mouvement  de  Taxe  OC  n'offre  plus  aucune 
difficulté,  puisque  nous  sommes  ramenés  à  un  problème  déjà 
traité.  Mais  on  simplifiera  encore  en  posant       * 

»(  e=  tf  ces  A  sin  d, 
C  C 


fi  = 


a'  -f-  6  sin'o       A|  -♦-  A,  -4-  (A  -*-  C|  —  A|)  sin'd 


car  réquation  différentielle  du  mouvement  et  les  formules  (139) 
se  réduiront  alors  respectivement  à 

—  =  A^Î(COSÇ  — COsÇo)  I hCOsÇo— COSUf 

fia'  =  fid|  Kyû, 


fMJi  (n — «iCosÇo) 

et  nous  serons  ramenés  à  des  formules  qui  ne  diffèrent  plus  de 
celles  du  n"*  66,  qui  se  rapportent  au  problème  précédent,  que 
par  la  signification  des  lettres  ^  et  (ù^.  Dès  lors,  les  consé- 
quences et  les  formules  que  nous  avons  obtenues  pour  le  mou- 
vement de  Taxe  du  tore  dans  son  plan  directeur  s^appliqueront, 
sans  autre  changement  que  celui-là,  au  mouvement  de  la  pro- 
jection OH  de  Taxe  du  tore  sur  le  plan  XY,  normal  à  Taxe  de 
rotation  de  Tanneau  E.  Il  est  donc  inutile  de  reprodi^ire  celte 
discussion,  qui  comporterait  les  mêmes  cas  et  les  mêmes  consé- 
quences que  la  précédente.  Nous  nous  bornons  à  remarquer 
1®  Que  si  r  est  positif,  ou  si  Ion  a 

n  —  «|CosÇo<0, 

la  quantité  désignée  par  f  dans  la  théorie  du  pendule  sera 
égale  à 

— H  ces  Co, 

tti 


—  67  —  57. 

et  que  les  trois  cas 

/—  cosÇo  >  0,      =0,      <  0, 

correspondront  ici  encore  à 

n<0,      n=0,      n>0, 

e*est-à-dire  aux  différents  sens  de  la  rotation  initiale  du  tore 
autour  de  son  axe; 

ih  Que  dans  le  cas  de  n  <  0,  il  y  aura  encore  à  distinguer  les 
eès  où  f  sera  <  1  ou  >  1 ,  attendu  que  dans  le  premier  cas 
raaoê  fh$  gyroscope  oscillera  en  restant  toujours  du  même  côté  de 
sa  positicn  d'équilibre,  tandis  que  dans  le  second,  il  exécutera  des 
oscillations  égales  de  part  et  d'autre  de  cette  position. 

Les  formules  du  mouvement  de  la  projection  de  02;  sur  le 
plan  XY  sont  contenues  dans  les  équations  des  numéros  67  et 
68  du  §  précédent 

Le  mouvement  de  rotation  du  disque,  par  rapport  à  l'anneau 
intérieur,  est  déterminé  par  Féquation  (137),  que  Ton  met 
aisément  sous  la  forme 


df  ^Ç         , 

—  =  n  —  coso  37  H-  »  (cosrt  —  cGsr»), 

at  ai 


ou 


df  rfç 

—  =  n  —  cosô  —  -♦-  «I  (cosÇ  —  ces  Ça)» 

dt  dt  ^  ' 


On  en  déduira  par  Tintégration,  et  en  posant  comme  dans  les 
autres  problèmes 

réquation 

(140)  y  =  fo  -♦-  n(  —  (Ç  —  To) cosô  -\ —  /    (cosÇ  —  cost^du, 

P  ir 
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La  valeur  de  cos  2;  —  cos  Ç^  est  donnée  en  fonction  de  Targu-^ 
ment  u  par  les  formules  du  mouvement  de  Taxe  (n""  67,  68,  69), 
la  constante  p  ayant,  dans  chaque  cas  du  problème,  la  signification 
particulière  qni  ressort  de  ces  formules.  Il  en  résulte  que  Tinté- 
grale  qui  figure  dans  Téquation  (140)  s'obtiendra  explicitement 
par  les  formules  des  n"  70,  71,  72.  Quant  au  terme 

(Ç  — Ço)«OS0, 

il  peut  être  regardé  comme  suffisamment  connu,  puisque  Z  est 
une  fonction  actuellement  connue  du  temps. 


quatrièiuf:  partie. 


■  à  II  inrfire  fune  pUarIc  ton^r  la  {Wiaolnr 
inlertint. 


§  XVII. 


PENDULE    GVROSCOPIQUE. 


V&.    PROSUHe  M. 


-  Considérons  encore  un  pendule  OA 
(fig,  22)  composé  d'un  lore  D 
tournant  autour  de  son  ase  de 
figure  A^  et  d'une  chape  E  qui 
poi'le  COI  axe  et  qui  est  elle- 
même  suspendue  par  une  itge 
fi  un  axe  horizontal  ab  fixe  par 
rapport  à  la  planète,  autour  du- 
quel elle  peut  osciller  libre- 
ment. Ce  pendule  satisfait  aux 
mêmes  conditions  de  couEiroc- 
lion  qu'au  n*  41  ;  seulement,  la 
planète  représcnle  ieî  le  bâti 
tournanl  î,  a  désigne  t'anglc  que 
faîl  le  plan  d'oscillation  XOZ' 
du  pendille  avec  le  plan  X|OZ'  du  méridien, angle  que  l'on  peut 
faire  varier  d'une  expérience  6  une  autre;  L  =  NOX,  esi  la  lati- 
tude du  lieu  de  l'observation,  5  l'angle  ZOA  compris  entre  la 
nadirale  OZ'  du  milieu  de  l'axe  ab  et  l'axe  OA  du  pendule  : 
ceï  angle  est  compté  positivement  de  OZ'  vers  OX.  Conservant 
d'ailleurs  les  mêmes  noiations  qu'au  n"  41,  nous  aurons  encore 
ici  les  égalités 

H  =  »i  -«-  m, ,       Mp  =  tna  ■+■  Vl^a, , 


Fig,  il. 


PS 
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Hj  ëtanl  toujours  )e  niomenl  d'inerlie  du  pendule  complet  (lorc 
chape,  lige)  par  rapport  à  son  axe  de  suspension  ab  ou  OY. 

Supposons  que,  la  ehape  élanl  maintenue  immobile  sous  une  ~ 
inclinaison  quelconque  ^,  on  imprime  au  tore  une  rotation 
initiale  n  autour  de  l'axe  Ai:,dans  un  sens  déterminé  par  le  signe 
de  n,  puis,  que  l'on  abandonne  le  pendule  ji  lui-même.  Cher^ 
chons  le  mouvemeni  apparent  que  prendra  le  système. 

Nous  devons  ici  faire  usage  de  l'équation 


'  (/(        3if'  iq  ^       iq 

L'expression  de  T  se  calcule  sans  difliculté,  comme  au  n*  itÂ 
et  l'on  trouve 

T=i{H,î;"+Cf"}. 

Pour  déterminer  V,  nous  désignerons  par  u  l'angle  ^  qm 
fait  l'axe  Ai^  du  tore  avec  la  ligne  boréale  ON,  et  nous  observe- 
rons que  le  mouvement  relatif  du  tore  D  se  compose  d'une 
rotation  f'  autour  de  l'axe  principal  A!;  par  rapport  auquel  son 
moment  d'inertie  est  C,  et  d'une  rotation  ^'  autour  du  prolonge 
Vient  Oy  de  OY',  par  rapport  auquel  son  moment  est  ma*  - 
Donc,  l'axe  instantané  du  système  de  comparaison  étant  OS^ 
prolongement  de  ON,  on  a,  pour  le  tore  seul, 


V  =.  «  [(ma' +  A)  ;' cos  YN  —  Cf  '  ( 


Pour  la  chape,  qui  tourne  autour  de  OY'  avec  une  vitesse  i;V 
on  a 

V=w(m,aî-t-A,lï'cosYN, 

donc,  pour  le  pendule  tout  entier, 

V  =  ù.(H,ç'cosYîr-Cf'cosu), 
d'où,  remplaçant  cos  YN  par  sa  valeur  qui  est  évidemment 
cos  YN  =  — coiLeina, 
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on  tire 

{Ui).  T^V=i(H,Ç'«^  C/«)-«(H|Ç'cosL8ina-4.Cf'cosu). 
On  trouve  sans  peine 

(142)  .    .     .    costi  s=sinLsinC  +  cos  LcosacosÇ, 

et»  en  désignant  par  v  l*ang]e  que  fait  Taxe  OA  du  pendule 
avec  ON, 

(143)  .    .    cosi;  =  —  sin  LcosÇ  +  cosLcosasinCy 
d^où  résulte  cette  relation  utile 

d.costi 


ces  i;  =  — 


dK 


D'ailleurs,  il  est  évident  que 


cospjf  eacosÇ; 

donc,  en  appliquant  Téquation  (92)  et  faisant  successivement 
f  ea  f  y  9  =  Ç»  nous  obtiendrons 

d 

G  -T-  (/  —  «  cosu)  «=  0, 

d  d . ces  u 

H|  -r-  (Ç'  —  tf  ces  L  sina)  -*-  C»f  '  — - —  =  —  Mop  sin  Ç. 
dt  a( 

La  première  équation  donne,  par  l'intégration, 

(144) f'csa/,  -♦- wcosti, 

/f  étant  une  constante  qui  s'exprime,  au  moyen  de  la  vitesse 
initiale  n  du  tore,  par  Téquation 

(145)    •.,•»•    /i  — fi  —  ttcosif. 


6t^  -  73i  — 

La  seconde  se  réduit,  comme  on  le  voit  facilement,  à 

(446)    .    .    H|  — =  C«(/i -*- ©costi)  C08V — M^psinC, 

équation  que  nous  intégrerons  plus  loin,  après  avoir  établi  les 
conditions  de  Téquilibre  apparent  du  pendule. 

9e.  Pour  que  la  droite  OA  conserve  son  inclinaison  initiale  ^, 
il  faut  que  ^  soit  nul  pour  t  =  0  ou  Ç  =  Çq. 
Comme  on  a,  h  cet  instant, 

l^  -4-  cjCOSUa  =n, 

cosvo  =  —  sin  L  cosCo  +  cos  L  ces  a  sin  Co» 

si  Ton  fait  ces  substitutions  dans  Téquation  (146)  et  si  Ton 
désigne  par  E  la  valeur  de  ^  qui  correspond  à  une  position 
d'équilibre  du  pendule,  on  a,  pour  déterminer  Tangle  E,  Fégalité 

Ctan  (cos  L  cos  a  sin  E  —  sin  L  cosE)  —  Mgp  sin  E  =  0, 

d'où  Ton  déduit 

/..«x  ^  CccrisinL 

(147)     .     .     .     .   tgE« 


Can  cos  L  cos  a  —  Mjfp 


H  résulte  de  cette  équation  que  le  pendule  admet  seulement 
deux  positions  d'équilibre,  diamétralement  opposées  Tune  à 
Tautre,  comme  répondant  à  une  même  valeur  de  tg  É.  L'une  de 
ces  positions  donne  l'équilibre  stable,  l'autre  l'équilibrç. instable, 
et  la  distinction  en  est  facile;  mais  comme  nous  discuterons  en 
détail  cette  question  dans  l'étude  du  problème  suivant,  qui  offre 
un  plus  grand  intérêt,  nous  nous  bornerons  à  indiquer  ici  les 
résultats  les  plus  saillants  de  cette  discussion,  pour  le  cas  des 
mouvements  à  la  surface  de  la  terre. 

!•  Lorsque  n  =  0,  tg  E  s'évanouit,  Taxe  OA  du  pendule  est 
donc  en  équilibre  relatif  dans  la  position  verticale ) 
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^  Lorsque,  au  contraire,  n  a  une  valeur  assez  considérable, 

une  rotation  énergique  ayant  été  imprimée  au  tore  dans  un  sens 

ou  dans  Fautre,  Tangle  E  ne  sera  plus  égal  &  zéro  (sauf  à  Téqua- 

teur  où  Ton  a  sin  L  =  0),  mais  comme  la  vitesse  angulaire  gd  a 

une  valeur  très  petite  (0,000073)  pour  le  globe  terrestre,   le 

produit  ruù  restera  nécessairement  très  petit,  et  vis-à-vis  de  M^p 

les  termes  Gon  cos  L  cos  a,  Com  sin  L  auront  des  valeurs  très 

faibles;  la  valeur  de  tgE  différera  donc  très  peu  de  celle  que 

donne  Téquation 

Can  sin  L 
tgE  = , 

la  position  d'équilibre  stable  étant  d'ailleurs  celle  qui  fait  un 
angle  aigu  avec  OZ'. 

Il  en  résulte  que,  si  n  est  négatifs  ou  si  la  rotation  initiale  est 
dextrogyre  relativement  à  A^^,  Tangle  E  sera  positif,  le  pendule 
déviera  de  la  verticale  vers  la  direction  OX  pour  que  1  équilibre 
ait  lieu.  Si  n  est  positif  on  la  rotation  initiale  lévogyre  par  rap- 
port à  AÇ,  le  pendule  s*écartera  de  la  verticale  dnns  le  sens  con- 
traire, vers  OX'. 

Dans  les  deux  cas,  Técart  sera  d'un  très  petit  angle,  mesuré 
sensiblement  par  le  second  membre  de  Téquation  ci-dessus. 

Un  pendule  gyroscopique  de  M.  5tre,  monté  comme  nous 
Pavons  indiqué  ci-dessus^  et  dont  le  tore  aurait  reçu  une  rotation 
initiale  extrêmement  rapide,  manifesterait  donc  la  rotation 
terrestre  par  ce  phénomène  curieux,  que  sa  position  d'équiUbre 
stable  ferait  un  petit  angle  avec  la  verticale,  dans  un  sens  ou 
dans  rautre  suivant  le  sens  de  la  rotation  initiale  imprimée 
du  tore. 

3*  Si  Ton  conçoit  que  la  valeur  de  n  devienne  excessivement 
considérable,  ou  que  la  rotation  &)  de  la  planète  acquière  une 
valeur  notablement  supérieure  à  celle  qui  convient  au  globe 
terrestre,  ou  encore  que  la  tige  OA  de  la  chape  porte  ao  delà  de 
0  un  prolongement  muni  d*un  contre-poids  II,  à  Taide  duquel 
on  puisse  déplacer  lé  centre  de  gravité  du  pendule  et  Tamener 
dans  le  voisinage  du  point  0,  de  façon  que  p  devienne  une 


u. 


quantité  très  pelile,  les  iroîs  termes  qui  entrent  dans  l'expression 
de  Ig  E  (éq.  H7)  pourront  a(.'quérip  des  valeurs  comparables, 
et  il  faudra,  dans  ce  cas,  faire  porter  la  discussion  sur  l'équatioa 
(117)  elle-même.  On  aura  à  considérer  les  trois  cas 


C»nco 

sLcosa_M3p<0 

Cancc 

sl.cos«-Myp  =  0 

C^nec 

s  L  COS  a  -  Mjp  >  0 

le  premier  cas  ayant  toujours  lieu  si  n  est  négaiif  et  a  infé- 
rieur à-^  .  Dans  le  deuxième  cas,  \g  E  serait  infmi  et  la  posilioa 
d'équilibre  du  pendule  serait  horizontale.  Sr  p  est  nul,  ce  qui 
aura  lieu  si  le  centre  de  gravité  du  pendule  est  amené  exscie- 
ment  au  point  0,  on  aura 

COSa 

Pi  la  position  d'équilibre  sera  perpendiculaire  à  la  projection  de 
la  ligne  boréale  0^  sur  le  plan  d'oscillation  XOZ'.  Mais 
différents  cas  seront  discutés  plus  en  détail  dans  le  problème 
suivant. 

11.  Pour  effectuer  commodément  l'intégration  de  l'équation 
(146),  projetons  la  ligne  boréale  ON 
sur  le  plan  d'oscillation  en  0N|  (âg.23), 
j  cl  nommons  J  l'angle  que  fait  avec  OW, 
une  parallèle  OS  à  l'axe  AÇ,  menée  par 
le  point  0  :  0$  est  donc  perpendicu- 
laire à  OA,  et  l'angle  €  sera  compté 
positivement  de  ONf  vers  OX.  Soient, 
en  outre,  t  l'angle  NON) ,  g  l'iaclinai- 
son  N^OX  de  la  droite  ON,  sur  l'hori- 
zontale. On  a  évidemment  les  relations 


ç  =  £  —  e,    «  =  pî?,    ï'  = 


-r. 


COIU^COSt 


18Ê,     COStl  =  —  COiT! 
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et  réquation  (146)  devient 

H|---  =C«(f|  -♦-  «co8TC09Ç)co8T8inÇ-»-  H9psin($  —  e)» 
dt 

ou,  en  développant, 

rff'     C»'co8*T  .    ^      ^     Gfli(|C08r-t- Mopcosf  .    ^     Map8inf 

— -  = 8inÇC08^-4 — ■ 8in  f — C08  f . 

at  Hi  Hi  iii 

L^intégration  de  cette  équation  est  facile,  mais  inutile,  car  il 
suffit,  pour  identifier  cette  équation  avec  Téquation  (77)  du 
mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  vertical  tournant,  de 
remplacer  $  par  i;  et  de  poser 


9 

r 


«'•  = 

Cm*  COS*  r 

mr       "^ 

H, 

Ce/, 

C08  T  -+-  Mjfp 

C08f 

H, 

e'»A 

Mgp  sin  e 

r  H, 

d'où  Ton  déduira,  pour  les  éléments  du  pendule  de  compa- 
raison, 


'  =eco8T  W  —, 


(U8)     .    .  (  r 


A  —  — 


ga, 


Ga)/|  cos  t  -+•  M^p  cos  e 

9*MHip  sin  e 
Coi*  cos'  r  (M^pcos  f  h-  Gao/i  COS  r) 


La  question  du  mouvement  du  pendule,  lorsqu'il  n'est  pas 
dans  une  position  d'équilibre  relatif,  est  donc  résolue  par  ce 
théorème  :  5f  le  penduk  gyrosœpique  est  écarté  d'une  position 
d'équilibre  stable,  à  la  surface  d'une  planète  en  rotation  uniforme^ 
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la  perpendiculaire  à  l'axe  0\  du  pendule  oscillera,  par  rapport 
à  la  projection  de  ta  ligne  boréale  sur  le  plan  d'oscillation,  comme 
le  ferait  par  rapport  à  la  verticale  un  pendule  simple,  dont  U 
plan  d'oscillation  tournerait  avec  une  vitesse  constante  a'  autour 
d'un  aie  vertical  ST  »ituè  dan^  ce  plan,  la  longueur  r  du  pendule, 
la  vitesse  u'  et  la  distance  A  du  point  de  suspension  à  l'axe  ST 
étant  déterminées  par  les  formules  (  1 48). 

La  valeur  de  ê,  et  par  conséquent  de  ^,  élant  connue  en  fonc- 
tion du  temps,  on  en  déduirait  celle  de  w  au  moyen  de  l'équa- 
tion (U*). 


BAnonrnoscopE. 


I 


98.  Dans  le  pendule  gyroscopiqne  décrit  ci-dessus,  les  condi- 
tions ex  péri  mentales  sont  défa  vota  blés,  et  tme  vitesse  rolatoire 
énorme  serait  nécessaire  pour  que  la  rotation  terre>itre  s'accusât 
d'une  Taçon  appréciable.  La  valeur  de  1{Ç  E,  donnée  par  l'équa- 
tion (147),  ne  saurait  éirc  en  effet  que  irès  petite,  Con  étant  très 
petit  par  rapport  à  Mgp:  la  position  d'équilibre  du  pendule  ne 
ferait  avec  la  verticale  qu'un  angle  de  quelques  minutes,  dans 
les  conditions  ordinaires.  En  outre,  à  cause  de  la  valeur  consi- 
dérable de  H|,  les  oscillations  du  pendule  de  part  et  d'autre  de  sa 
position  d'équilibre  seraient  excessivemeni  lentes,  et  par  suite,  la 
force  directrice  serait  mas({uée  par  les  plus  faibles  résistances. 

11  convient  donc  de  chercber  une  disposition  plus  favorable 
pour  rendre  sensible  l'inlluence  de  la  rotation  terrestre  sur  1» 
position  d'équilibre  d'un  pendule  gyroscopique,  et  la  suivante 
nous  parait  satisfaire  à  oette  condition. 

ÏB.  Problème  XIL  —  Supposons  (fig.  24)  fju'un  tore  D 
tourne  rtpidenient  sur  son  axe  OÇ,  porté  par  une  thapt  E 
mobile  autour  de  la  ligne  horizontale  ab  perpendiculaire  à  OÇ. 
Le  centre  de  gravité  cominun  du  tore  et  de  ta  chape  est  en  O, 


milieu  de  ali.  La  chape  [turle.  mr  une  aiguille  formanl  le  proloH- 
ffomenl  inférieur  de  l'axe  O^, 
im  petit  curgettr  n,  moaennanl 
lefjuel,  le  tore  étant  au  repos, 
l'nppareit  tera  en  équilibre 
niable  hrsqne  l'axe  Oç  sera 
vertical.  Déterminer,  pour  une 
vitesse  de  rotation  initiale  n 
donnée  au  tore  \°  quelle  serait 
la  position  d'équilibre  relatif 
de  t'aiguille  Oa;  2°  quel  serait 
le  mouvemejil  du  système  en- 
tier, sur  une  planète  en  rota- 
'"    ''  tion  uniforme. 

Soient  ZOZ'  la  venicale  ilu  centre  de  (ijture  O  tiu  tore,  X,OZ 
le  plan  du  méridien,  ON  In  ligne  boréale;  XOZ'  le  phn  d'oscil- 
lation du  pendule  Of^,  a  l'angle  (moindre  que  180°)  que  ce  plan 
fait  avec  X|OZ',  cet  ungle  compté  positivement  à  partir  de  OX,, 
de  gauche  ô  droiie  par  rapport  à  OZ;  OX  l'horizontale  dans  le 
plan  d'oscillation;  OY  ou  ba  la  direction  normale  à  XOZ; 
Z  l'angle  yOZ'  du  pendule  avec  la  nadirale  OZ',  compté  positi- 
vement de  OZ'  vers  OX;  C  et  A  les  moments  d'inertie  axial  et 
équatorial  du  tore,  relatifs  au  point  0;  A|  le  moment  d'inertie 
de  la  chape  par  rapport  à  ali,  ei  nous  supposons  que  la  ehape 
satisfasse  à  cette  eonditton.  que  ab  soit  un  axe  principal  d'inertie 
pour  le  point  0.  Soient  cnûn  f  l'angle  qui  mesure  la  roiaiion  du 
tore  par  rapport  à  la  chape,  w  la  masse  du  curseur,  S  la  distance 
r  de  son  centre  de  gravité  au  point  0. 

Nous  devons  appliquer  encore  l'équation  (92).  Le  mouvement 

relatif  du  tore  se  compose  de  deux  rotations,  l'une  dont  la  vilesse 

est  f'  autour  de  0^,  l'autre  de  vitesse  C  autour  du  prolongement 

de  QY  ;  on  a  donc,  pour  le  tore  seul,  u  désignant  l'angle  que 

L  Oc  fait  avec  OIV, 


V  =  M  (Aï-  (OS  YN  —  C?'  cos  u). 
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et  pour  la  chape  avec  le  petit  pendule,  qm  ti^ont  qu'une  simple 
rotation  !;'  autour  du  prolongement  de  OY, 

T  =  1  (A.  -h  A^cT)  r*, 

Y  =  «(A,  -t- A*<y*)  cos  YN.  • 

Soit  donc 

H^  =  A  -♦-  A,  -♦-  A4<î* 

ie  moment  d'inertie  du  système  mobile  entier  par  rapport  à  Taxe 
de  suspension  ab;  comme  Ton  a 

cos  YN  =  —  sin  a  cos  L^ 
côs  ti  =  sin  L  cos  ç  —  cos  a  cos  L  sin  C  » 

on  aura  pour  le  système  mobile  tout  entier 

T  -+-  V  =  i  (H|Ç"  -f-  Cy"^)  —  a  (HjÇ'  cos  L  sin  a  -f-  Cf  cos  m). 

D'ailleurs,  le  centre  de  gravité  du  tore  et  de  la  chape  étant  en 
0,  on  a  simplement  ici 

Mp  cos  pg  =  /jLâ  cos  Ç . 

L'équation  (92)  nous  donnera  donc,  successivement, 

d 

—  (Cî»'  — Cwcosti)  =  0, 

dt 

d*où 

(149) /  =  /i -t- «costi, 

la  valeur  de  la  constante  /|  étant  donnée  par  l'équation 

{i  50) /i  =  n  —  cj  cos  tio  • 

Ensuite 


^  /ti  ^f      IV  F    •  .      rf .  cos  M 

--  (H|Ç  —  Hj«  cos  L  SID  a)  -\-  Lcf'  — =  —  fjLg^  sin  K , 
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; 

OU,  en  remplaçant  f  '  par  sa  valeur  ci-dessus, 

«fi;'  ^    ,  d  .cosu 

(451).    .  H|---««  —  Cullt-^ucosu) A^JsinÇ, 

dt  dÇ 

équaiion  dans  laquelle  on  observera  que 

d.cosu  .    ,   . 

(153).     .    .  — =  —  sin  L  sin  Ç  —  cos  L  ces  a  ces  Ç. 

9#.  Désignons  par  E  la  valeur  de  Fangle  Ç  qui  répond  à  une 
position  d*équilibre  de  Taiguille  Ofx.  II  faut  qu'en  faisant  dans 
réquation  (151)  f  =  0,  Ç=  E,  on  ait 


©.-■ 


Observant  que  Ton  a  d*ailleurs 

/i  -f-  «  cos  uo  =  n 

et  ayant  égard  à  Téquation  (152),  on  trouvera  Téquation  de 
condition 

Cun  (sin  L  sin  E  -^  cos  L  cos  a  cos  E)  —  g^â  sin  E  =  0, 

de  laquelle  on  tire 

Ccm  cos  L  cos  a 
(153) tgE  = 


g/x^  —  Can  sin  L 


Cette  équation  détermine  cfetix  valeurs  de  Tangle  E,  différant 
Tune  de  Tautre  de   180%  auxquelles  correspondent  deux  posi- 
tions d'équilibre  relatif  de  laiguille.  Pour  reconnaître  celle  qui 
donne  l'équilibre  stable,  il  convient  d'intégrer  l'équation  (ISl), 
mise,  au  moyen  des  équations  (150)  et  (152),  sous  la  forme 

H|  —  =  C«ii  (sin  L  sin  Ç  -♦-  cos  a  cos  L  cos  ç) 
dt 

^  .  ,  d.  cos  M 

—  C«'  (cos  M  —  COS  Wo) gfASsm  Ç. 

dç 
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Posons,  en  vertu  de  l'équation  (153), 

qu^  —  Çétan  sin  L  =  F  cos  E, 

(154) ^  ^ 

Corn  cos  L  cos  a  -=»  F  sin  E , 

F  désignant  une  quantité  positive.  Ces  relations  détermineront 
d'une  manière  complète  la  constante  F  et  Tangle  E.  L'équation 
ci-'dessus  deviendra,  par  ces  substitutions, 

dXi'  d  .  cos  u 

Hi  —  =  —  C»'  (cos  u  —  cos  «o) F  sio  (Ç  —  E), 

di  dX, 

d'où,  intégrant  et  observant  que  pour  ^=0  on  a  Ç=Ço,  w=ti0, 
^'  =0,  nous  trouverons 

dV 
(155)    H,  -—  =— C»'(cps«*— cos  Mo)'-^  2F[cos(Ç— E)— cos(Ço— E)l 
dl 

Le  premier  membre  étant  nécessairement  positif  et  le  premier 
terme  du  second  négatif,  il  faut  évidemment  que,  dans  tous  les 
cas,  F  étant  >  0,  on  ait 

cos  (ç  —  E)  —  cos  (Ç,  —  E)  >  0, 

c  est-à-dire  que  l'angle  2;  —  E  sera  toujours  plus  rapproché  de 
zéro  que  Pangle  Çq—  E.  Or,  Ç  —  E  est  l'angle  que  fait  Faiguille 
Ofx  avec  la  position  d'équilibre  définie  par  les  équations  (154). 
On  en  conclut  donc  que,  quelles  que  soient  les  données  initiales, 
la  position  d'équilibre  stable  du  petit  pendule  est  toujours  celle 
qui  répond  à  l'angle  E  défini  par  les  équations  (154). 
Exaniinons  maintenant  les  différents  cas. 

91.  1.  L'angle  a  ayant  une  valeur  donnée,  que  nous  suppo- 
serons comprise  entre  zéro  et  |,  de  façon  que  cos  a  soit  >0, 
supposons  d'abord  que  Ton  ait 

gfi^  —  Can  sin  L  >  0, 
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f  t  ■ 

condition  qui  sera  remplie  pour  toutes  les  valeurs  négatives  de  n 
depuis  —  00  jusqu'à  zéro,  et  pour  toutes  ses  valeurs  positives 
jusqu'à 

9t^^ 


n  = 


Cco  sin  L 

D'après  les  relations  (154),  cos  E  sera  positif,  ( aiguille  en 
équilibre  stable  fera  donc  un  angle  aigu  avec  la  nadirale  OZ',  et 
comme  sin  E  sera  de  même  signe  que  n,  cet  angle  sera  négatifs 
nul  ou  positif  suiyrnni  que  n  sera  négatif,  nul  ou  positif.  Il  variera 
depuis  Tanglc  donné  par  Téquation 

tg  E  =  —  cot  L  cos  a 

jusqu'à  zéro,  pendant  que  n  variera  de  —  oo  à  zéro  ;  et  depuis 
E=»0  jusqu'à  E  =  |,  n  variant  de  zéro  à 

gf.^ 
n  s 


C»  sin  L 


En  d'autres  termes,  pour  ces  valeurs  successives  de  n,  la  posi- 
tion d'équilibre  stable  de  Taignille  variera  depuis  la  projection 
de  la  ligne  australe  OS  sur  le  plan  d'oscillation  jusqu'à  l'hori- 
zontale OX,  en  passant  par  la  nadirale  OZ'.  Elle  s'inclinera  sur 
la  nadirale  dans  le  sens  OX'  ou  dans  le  sens  OX,  suivant  que  la 
rotation  initiale  du  tore  sera  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche  à 
droite  par  rapport  à  l'axe  OÇ. 

II.  Lorsqtie  l'on  aura 


Cv  sin  L 


les  équations  (154)  donneront 

cos  E  =  0,     sin  E  = -♦- 1 , 

la  posi4ion  d'équilibre  stable  du  pendule  sera  Thorizontale  OX. 
VII.  6 
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m.  Enfin,  si  Ton  suppose 

gfji$  —  Cun  sin  L  <  0 , 

ce  qui  ne  peut  avoir  lien  que  pour  des  valeurs  positives  de  n, 

on  aura 

co8E<0,    sinE>0, 

l*angle  E  sera  compris  entre  ^  et  tt,  la  position  d*équilibre  stable 
du  pendule  se  trouvera  dans  Tangle  XOZ,  au-dessus  de  rhori- 
zontak^  et  cette  position  s*approcliera,  pour  des  valeurs  posi- 
tives et  indéfiniment  croissantes  de  n,  de  la  direction-limite  ONf 
définie  par  Téquation 

tg  E  =  ^—  cot  L  cos  a , 

direction  qui  n*est  antre  que  celle  de  la  projection  de  la  lî.^ne 
boréale  ON  sur  le  plan  d'oscillation. 

IV.  Observons  que  si  l'on  avait  d  =  0  ou  /x  =  0,  c'est-à-dire 
si  le  centre  de  gravité  du  système  mobile  coïncidait  avec  le 
point  0,  on  aurait  toujours 

tgE  =  —  cot  Lcosa, 

et  la  position  d'équilibre  de  l'axe  du  tore  serait  toujours  suivant 
la  droite  NfOSj,  dans  le  sens  OSf  ou  ON^  suivant  que  n  serait 
négatif  ou  positif,  (le  cas  particulier  est  celui  des  expériences  de 
Foucault,  et  ce  résultat  s'accorde  avec  ceux  que  Foucault  a 
obtenus. 

Si  l'on  avait  n=0  ou  w=0,  en  d'autres  termes,  si  le  tore 
était  sans  vitesse  initiale  ou  la  planète  sans  rotation,  la  formule 
donnerait  toujours  tg  E  =  0,  et  l'aiguille  aurait  sa  direction 
d'équilibre  dans  la  verticale. 

V.  Comme,  pour  la  terre,  la  valeur  de  tù  est  très  petite,  le 
terme  Ccon  sin  L  aura  toujours  une  valeur  très  faible  à  moins 
que  n  ne  soit  excessivement  grand  ;  donc,  à  moins  que  le  pro- 
duit ^fjuî  n'ait  lui-même  une  valeur  fort  petite,  tgË  sera,  triés 
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pctil  cl Téqualion  (153)  pourra  être  remplacée  approximative- 
nieBi  par 

Can  cos  L  cos  a 
E= . 

VI.  Nous  avons  raisonné  pour  une  vafeiiy  ctoonéc  ie  dt, 
<M>mprise  entre  zéro  et  ^  ;  examinons  rinftieiiee  des  étferses 
valeurs  de  a. 

Lorsque  Taxe  de  suspension  ab  est  perpendSeolatre  àfi  phn  du 
méridien  X|OZ,  le  plan  d*oscillation  XOZ  Miaetde  avec  ce 
dernier»  eosa=  1  acquiert  sa  valeur  maxiimini.  IKaprès  la  for- 
mule (153)^  la  déviation  de  Taiguille  par  rapport  k  la  verticale 
acquiert  sa  plus  grande  valeur,  toutes  choses  d  ailleurs  égales. 
A  mesure  que  Tangle  a  croit  à  partir  de  zéro,  tg  E  diminue,  et 
lorsque  le  plan  d'oscillation  XOZ  de  Taiguille  devient  normal  au 
plan  du  méridien,  on  a,  quels  que  soient  n,  L,  etc.,  tg  Ë  =  0, 
le  pendule  en  équilibre  reste  donc  vertical^quels  que  soient  le  sens 
et  la  valeur  de  la  rotation  initiale  n. 

Si  Ton  fait  croître  a  au-dessus  de  ^ ,  cos  a  devenant  négatif, 
tgE  change  de  signe,  la  position  d'équilibre  de  raigniile  passe 
denc  de  Tautre  côté  de  la  verticale,  dans  le  plan  d'oscillation,  et 
lorsqu'enfin  a  «=  tt,  auquel  cas  le  plan  d'oscillation  coïncide  de 
nouveau  avec  le  plan  du  méridien,  tgE  reprend  une  valeur 
égale,  et  de  signe  contraire^  à  celle  qu'il  avait  pour  a  =  0.  Mais 
comme  le  plan  d'oscillation  a  aussi  tourné  de  180%  il  est  clair 
que  l'aiguille  se  retrouvera  dans  la  même  position  d'équilibre 
qu'au  premier  instant.  En  résumé,  le  lieu  des  positions  succes- 
sives d'équilibre  de  l'aiguille,  pour  tous  les  azimuts  du  plan 
d'oscillation  du  pendule,  est  un  cône  dont  la  verticale  OZ'  est  vue 
génératrice. 

89.  Revenons  à  l'équation  différentielle  du  mouvement  de 
l'aiguille,  dans  le  cas  général.  On  simplifie  l'intégration  en  pro- 
jetant la  ligne  boréale  ON  en  0N|,  sur  le  plan  d'oscillation 
(fig.  ^5).  Appelons  r  l'angle  N0N|  compris  entre  la  ligne 
boréak  et  sa  projection,  e  l'angle  N4OX  de  cette  projection  avec 


7â. 
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l'hoiizorilale  OX  ,-^  l'angle  N|Ofx  que  fait  la  direclion  de  TaiguiD» 
avec  OIV|, compté  pasilivement  de  OPI^ 
l'ers  QZ'  ;  nous  aurons  évidemment 


«*'-5-" 

*- 

-</£,.        1 

co.»_co,^_ 

—  rosTCOsÊ.        j| 

.»,. 

nS,            , 

Cl 

'équalion  (151)  prendra 

ia  forme 

«,eo.._ 

^,,Ji 

n. 

O.E                       ij 

Celle  é(|iia[ion,  qui  détermine  $  en  Tonction  de  (  et  fait  con- 
naître, par  conséquent,  le  mouvement  de  l'aiguille  dans  son  plan* 
d'oscillation,  se  ramène  immédiatement  à  l'équation  (77).  Il' 
sudil  d'y  remplacer  £  par  Ç  et  de  poser 


Cci/,CI>St  —  (/[iiîsi 


g       tff«?c< 


d'où  l'on  déduit 


V|. 


Cal,  C09  T  —  (J^  BÎn  E 


r(9^si 


-  C«i,  vos  t) 


Ainsi  le  mouvement  oscillatoire  de  l'aiguille  rentre  dans  celui] 
du  pendule  à  plan  d'oscillation  lournanl.  On  pourra,  suivant  les  H 
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signes  et  les  valeurs  des  données  relatives  à  Tinstriiment,  trouver 
pour  r  et  A  des  valeurs  soit  positives,  soit  négatives.  Mais  cette 
dernière  circonstance  ne  soulèvera  aucune  difficulté,  puisque 
nous  savons  que  les  valeurs  négatives  de  r  s'interprètent  par  un 
changement  de  sens  dans  la  direction  de  la  pesanteur,  et  les 
valeurs  négatives  de  A  par  un  changement  dans  le  sens  où  Ton 
compte  positivement  Tangle  !;.  Le  problème  du  mouvement  oscil- 
latoire de  Taiguille  donne  donc  lieu  à  cette  loi  : 

Lorsque  V appareil  n'est  pas  dans  une  position  d'équilibre  stable 
(répondant  aux  valeurs  données  de  n,  a,  etc  ),  les  oscillations  de 
l 'aiguille  par  rapport  à  ta  projection  de  la  ligne  boréale  sur  le 
plan  d'oscillation  sont  les  mêmes  que  les  oscillationSy  par  rapport 
à  la  verticale,  d'un  pendule  simple  dont  te  plan  d'oscillation  tour- 
nerait avec  une  vitesse  constante  (ù'  autour  d'un  axe  vertical,  la 
vitesse  tù',  la  longueur  r  du  pendule  et  la  distance  A  de  son  point 
de  suspension  à  l'axe  de  rotation,  étant  données  par  tes  équa- 
tions (157). 

L'angle  §  s'exprimera  donc  par  une  fonction  elliptique  du 
temps,  le  mouvement  de  Taiguille  sera  périodique,  et  lorsqu'on 
a  ura  l'expression  de  t,  on  en  déduira  celle  de  cp,  dont  dépend  In 
rotation  du  tore  dans  sa  chape,  par  l'équation  (149),  qui  donnera 

df 

—  t=n  -¥-  a  (cos  u  —  ces  Wn)  =  »  —  a  ces  r  (cos  f  —  ces  fy) , 

dt 

d'où 

(i 58).     .     .  ft=fQ'¥-  nt  —  «  cos  T  /  (cos  ê  —  cos  Çq)  dt. 

0 

Le  problème  sera  alors  entièrement  résolu. 

Les  angles  r  et  £  que  nous  venons  d'introduire  ont  av(  c  L  et  a 
des  relations  faciles  à  trouver.  La  considération  des  triangles 
sphériques  NZN|,  NY'Xi  donne  en  effet 

[   sin  e  cosT  =  sin  L, 

(159) J  cosecosT  =  cosacos  L, 

sin  r  =  stn  a  cos  L. 


76. 

On  en  déduit 

cot  f  =  cos  a  cot  L, 

d*où 

tg  f-  -+-  ej  =  —  cosœcotL, 

ce  qui  vérifie  la  propriété  énoncée  (n®  81,  I),  savoir,  que  la 
direction  ON^  fait  avec  In  nadirale  OZ'  un  angle  dont  la  tangente 
est  égale  à  •»—  cos  a  col  L. 

S8.  Dans  les  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  terre, 
(ù  étant  extrêmement  petit,  les  termes  de  Tordre  de  cd*  sont  négli- 
geables. Si  donc  nous  partons  de  Téquation  (155)  où  Ton  peut 
alors  supprimer  le  premier  terme  du  second  membre,  nous 
aurons 

(IfiO)  .     .    .     — ==  — [cos(ç  — E)  — cos(i;o-E)} 

Cette  équation  suffit  pour  montrer  que  Fangle  i; — E,  compris 
entre  la  direction  de  raiguille  en  mouvement  et  celle  de  sa  posi- 
tion d'équilibre  stable,  s'exprime  en  fonction  du  temps  comme 
Tangle  d'un  pendule  simple  avec  la  verticale,  la  longueur  r  du 
pendule  étant  donnée  par  Téquation 

9       ^  .9H, 

-=  — ,  ou  r  = 

r       H,  F 

Si  donc  laiguille  est  peu  écartée  de  sa  position  d'équilibre,  la 
durée  d*une  demi-oscillation  aura  pour  valeur 


r  =  ;r\/-!, 


et  les  valeurs  de  H^,  F  sont  données  par  les  équations 

(  H,  =  A  -+-  A,  -^  fx^\ 

(  F  =  K  (Cw;i  cos  L  cos  a)*  -h  (g/u,^  —  C«n  sin  L)*. 


^ 
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iM.  L'appareil  que  nous  Tenons  d'étudier  devant  fournir  âts 
signes  sensibles  fie  la  roiatron  terrestre,  voici  de  quelle  maffièl» 
il  a  été  construit  et  disposé. 


a  pivoie  sur 
dans  Ks 


Fig.  *i 

Le  tore  D  est  en  hronte  (fig.  2(5);  son  axe  d'ai 
des  pointes  aiguës  dans  des  tourillons  coniques, 
vis  V,  v',  qui  traversent  une  chape  CC  en  acier  anglais.  Cette 
chape  repose,  par  les  couteaux  A  et  A',  sur  des  surfaces  en  acier 
trempé,  de  forme  cylindrique,  dont  les  couteaux  occupent  le 
fond.  Ce  système  (D,  C)  préscnt<>  uite  syntéirie  aussi  exacte  que 
possible  par  rappoil  au  plan  passant  par  l'axe  du  tore  et  par  les 
arêtes  des  couteaux,  et  sa  mobilité  autour  de  celles-ci  est  telle 
qu'un  soufDe  léger  suffit  à  provoquer  des  oseillations.  En  agis- 
sant sur  les  vis  v,  v',  sur  les  petites  masses  mobiles  u,  tt',  on 
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amène  par  des  tâtonnemen(s  .successifs  le  eenire  de  gravité  du 
tore  el  de  la  chape  à  se  irouver  sensiblement  sur  l'axe  de  sus- 
pension ou  ligne  d'arêtes  des  couteaux,  de  façon  que  le  système 
soit  aussi  voisin  que  possible  d'un  étal  d'équilibre  indifTéreiit 
autour  de  cet  axe.  Mais  au  moyen  du  petit  curseur  p,  glissant  à 
frottement  dur  sur  raigiiillc  implantée  dans  la  léiedela  vis  infé- 
rieure r',  on  amène  l'aiguille  et  l'axe  du  tore  à  prendre,  lorsque 
le  tore  D  est  en  repos,  une  position  verticale  d'équilibre  stable, 
oedont  on  s'assure  en  faisant  osciller  le  système  autour  de  l'aie 
de  suspension. 

Le  support  S  des  couteaux  est  monté  sur  un  pied  H,  de  façon 
A  tourner  à  frotlenient  gras  autour  d'un  axe  vertical;  de  celte 
manière,  on  peut  amener  successivement  dans  tous  les  azimuts  le 
plan  vertical  passant  par  l'axe  de  suspension.  Enlin,  deux  four- 
chettes F  et  F',  destinées  à  recevoir  les  couteaux  ei  à  les  déposer 
exactement  b  la  place  qu'ils  doivent  occuper,  sont  adaptées  au 
support  S, 

L'axe  du  tore  porte  un  pignon  d'acier  E,  destiné  à  être  mis  1 
en  rapport  avec  un  système  d'engrenages  ou  rouage  accélérateur  I 
de  Foucault,  qui  sert  A  comniuniqurrau  tore  une  rotation  exiré-  | 
mement  rapide  (environ  toO  lours  par  seconde). 

Après  avoir,  nu  moyen  des  vis  calantes  V,  V,  V"  et  d'un  I 
niveau,  assuré  l'horizontalilé  de  l'axe  de  suspension,  on  porte  la  I 
cliape  sur  le  rouage  moteur  et  l'on  imprime  au  tore  une  rolatioa  I 
mpide,  dans  un  sens  délerniiné;  puis  on  reporte  le  système  suri 
son  support  en  le  guidant  nu  moyen  des  fourolietles,  etonl 
l'abandonne  à  lui-même.  D'après  la  théorie  exposée  ci-dessus,  J 
voici  les  phénomènes  qui  doivent  se  produire  : 

f"  La  position  d'équilibre  siahle  du  lore  e(  de  ta  chape  nej 
répond  plus,gènéralemeni,ù  une  direction  veriicale  de  l'aiguille, 
comme  lorsque  le  tore  était  en    repos,  et  le  maximum  de  dêvïa- 
tiun  de  l'aiguille  a   lieu  quand  le  plan  d'oscillation  de  celle-ci 
coïncide  ave<^  le  plan  ili\  méridien.  L'aiguille  se  portera,  par  des 
ngcillalions  décroissantes, vti s  le  tiotd  ou  ters  le  svd, suivant  ^imJ 
Je  lore  tourne  de  gauche  à  droite  ou  de  droite  à  gauche  pour  l'ob-^ 
tervateur  qui   le  rer/arde  d'en  haut,  la  déviation   étant,  toutes  f 
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jchoses  d^ailleurs  égales ,  plua  faible  dans  le  second  cas  que  dans 
le  premier,  car,  dans  l'expression  de  tg  E  (153),  le  dénominateur 
est  une  différence  dans  le  premier  cas,  une  somme  dans  le 
second. 

3*  Mais,  si  le  plan  d'oscillation  de  Taxe  du  tore  est  normal  au 
plan  du  méridien,  la  position  d'équilibre  stable  de  Taiguille  sera 
de  nouveau  verticale  comme  lorsque  le  tore  était  en  repos,  et 
cela,  quel  que  soit  le  sens  de  la  gyration  du  tore.  On  réalise  ce 
changement  d'azimut  du  plan  d'oscillation,  même  pendant  l'ex- 
périence, en  faisant  tourner  le  support  S  sur  son  pied ,  mais  il 
faut  prendre  garde  de  déplacer  ainsi  les  couteaux  sur  leurs 
appuis,  et  surtout  de  tourner  le  support  en  sens  contraire  de  la 
rotation  du  tore,  ce  qui  amènerait  instantanément  le  renverse- 
ment de  tout  le  système. 

3*  Dans  les  azimuts  intermédiaires,  l'aiguille  aura  une  posi- 
tion d'équilibre  plus  ou  moins  inclinée  entre  les  deux  extrêmes. 

4*  Il  résulte  de  Téquation  (153)  que  l'inclinaison  de  l'aiguille 
dans  le  plan  du  méridien  sera  d'autant  plus  marquée  que  le  tore 
tourne  plus  rapidement,  que  son  diamètre  est  plus  grand,  que 
l'expérience  se  fait  en  un  lieu  plus  rapproché  de  Téquateur;  que 
la  distance  d  est  plus  petite.  On  pourrait  donc,  en  profitant  de 
ces  circonstances,  réaliser  une  déviation  allant  jusqu'à  l'horizon- 
talité de  Taiguille,  si  la  suspension  par  couteaux  ne  s'y  oppo- 
sait. 

5*  Les  formules  (161)  fournissent  aussi  des  indications  pré- 
cieuses pour  la  sensibilité  de  l'instrument.  D'après  l'équation 
(153),  la  déviation  de  l'aiguille  par  rapport  à  la  verticale  est 
indépendante  de  la  masse  de  la  chape,  mais  la  durée  des  oscilla- 
tions de  l'aiguille  de  part  et  d'autre  de  sa  position  d  équilibre  en 
est  influencée.  Or,  cette  durée  doit  être  abrégée  autant  que  pos- 
sible, si  l'on  veut  que  l'appareil  soit  très  sensible.  Il  faut  donc 
I*  rendre  le  système  très  mobile  autour  de  l'axe  d'oscillation, 
ce  que  la  suspension  sur  couteaux  réalise  le  mieux;  2""  diminuer 
la  valeur  de  H|,  c'est-à-dire  donner  à  la  chape  la  plus  grande 
légèreté  possible,  et  éviter  toutes  les  masses  accessoires  un  peu 
éloignées  de  l'axe  de  suspension;  3*"  augmenter  la  valeur  de  F, 
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en  donnant  au  tore  un  grand  diamètre  et  à  la  vitesse  rotatoîre  n 
la  valeur  maximum  que  Ton  peut  employer. 

Au  reste,  les  formules  permettent  de  déterminer  d*avance  les 
résultats  que  Ton  obtiendra  sur  des  données  choisies,  et  par  suite, 
de  modifier  celles-ci  de  façon  à  arriver  par  tâtonnements  succes- 
sifs à  la  disposition  la  plus  avantageuse.  C'est  ainsi  que  nous 
avons  procédé  pour  fournir  au  construcleur  les  dimensions  et  les 
formes  à  réaliser  (*). 

L'instrument,  auquel  nous  avons  donné  le  nom  de  barogyrù- 
scopcy  a  été  construit  dans  les  ateliers  de  MM.  E.  Ducrelet  et  C'*, 
à  Paris.  Malgré  les  imperfections  inséparables  d'un  premier 
essai,  il  réalise  d'une  manière  très  nette  l'ensemble  des  phéno- 
mènes décrits  ci -dessus  (**).  Nous  le  croyons  très  propre  à  four- 
nir, sans  qu'il  soit  besoin  d'une  précision  merveilleuse  dans  Texé- 
culion,  avec  des  moyens  de  contrôle  toujours  à  Li  disposition  de 
l'opérateur,  et  dans  des  limites  de  prix  raisonnables,  une  expé- 
rience facile  et  décisive  pour  la  démonstration  de  la  rotation  de 
la  terre. 


(')  Voici  un  exemple  de  ce  genre  de  calcul  (le  décimètre  est  pris  comme  unité  de  lon- 
gueur) : 

Tore  :  Rayon  du  cercle  générateur  =>  0,4;  distance  de  son  centre  à  l'axe  «=0,«fô;  épiis- 
seur  de  la  plaque  centrale  =  0,04;  rayon  de  l'axe  =  0,03;  longueur  de  l'axe  —  0,6. 

Chape  :  Diagonales  =  0,8;  1,2;  dimensions  de  la  section  =  0,07;  0,04. 

Curseur  :  Diamètre  =  0,08;  hauteur  0,02.  ^  =  0,5;  «  «  0,000073;  n  «  4â56,6:n 
(200  tours  par  seconde);  y  —  98,09;  rapport  ^  delà  densité  de  l'acier  à  celle  du  bronze 
=  0,8965;  L  =  48«o0';i9". 

Résultats  :  E  -  7o37M0";  t  =  3«76. 

(*•)  Ces  expériences  ont  été  réalisées  en  diverses  circonstances,  notamment  à  Bruxelles, 
devant  la  Société  scientifique,  k  Paris,  devant  plusieurs  savants  et  membres  de  l'Institut 
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§XIX. 

BAROGYROSCOPE    DOUBLE. 

dft.  On  peut  modifier  Tappareil  précédent  de  manière  à 
obtenir,  pour  une  même  vitesse  rotatoire,  une  déviation  beau- 
CM>up  plus  sensible  de  l'aiguille  en  même  temps  qu'un  nouveau 
moyen  de  contrôle.  Il  suffit ,  pour  cela,  d'associer  dans  une 
même  chape  deux  tores  bien  égaux,  à  axes  parallèles,  ayant 
leurs  centres  de  gravité  sur  la  ligne  d'arêtes  des  couteaux, 
li^aiguille  qui  porte  le  curseur  est  alors  fixée,  parallèlement  aux 
«xes  des  tores,  à  égale  distance  de  ceux-ci,  et  de  façon  que  sa 
direction  passe  par  le  centre  de  gravité  du  système  mobile.  Ce 
système  est  d'ailleurs  suspendu  de  la  même  manière  sur  un  sup- 
port susceptible  de  prendre  toutes  les  positions  en  azimut. 

Conservant  les  mêmes  notations  qu'au  paragraphe  précédent, 
plaçons  l'origine  0  au  centre  de  gravité  de  la  chape  sur  la  ligne 
^e  suspension,  à  égale  distance  des  centres  des  tores.  Appelons 
«I,  fif  les  rotations  initiales  respectives  des  deux  tores;  9  et  (pi  les 
angles  qui  définissent  leurs  rotations  relativement  à  la  chape  ;  un 
^;alcul  semblable  à  celui  du  n°  79  nous  donnera 

T^V«  i  (H,ç"-h €/*-+-  Cf ,')—  «  [H,Ç'  sinacosL-t-  C(/^î>\)cos ti], 

Ilf  étant  le  moment  d'inertie  de  tout  le  système  (tores,  chape, 
aiguille  et  curseur)  par  rapport  à  l'axe  de  suspension,  en 
sorte  que 

H  =  2A  ^  A,  -f-  /uJ'. 

On  a  d'ailleurs  toujours 

cos  14  e=s  sin  L  cos  K  —  cos  L  cos  a  sin  ç , 
d  ,v.osu 


dK 


=  —  (sin  L  sin  Ç  -i-  cos  a  cos  L  cos  Ç). 
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On  tire  de  réquation  (92) 

f    —  09  COS  tl  a=  /, 
fl  «  COS  14  c=  {|  , 

#        -  .       ■       • 

et  Ton  a  pour  les  valeurs  des  constantes  /  et  /^ , 

l'=*n  —  6)  COS  t/o,    /i  =  fil  ^  ©  cos  tio 
On  trouve  ensuite,  au  moyen  de  ces  relations, 


_-  cK'  _    ,      ,  rf .  cos  11 

H|  — =  —  C«  (/  -♦-  li  -^  2«  cos  u) gftâ  sîn  Ç, 


pour  réquation  différeniielle  du  mouvement  de  Taiguille  dans  le 
plan  vertical  XOZ.  On  en  déduit,  pour  Tangle  E  qui  correspond 
à  réquilibre  apparent  de  Taiguille, 

, .  .^  V  „         C«  (n  -4-  n,)  cos  L  cos  a 

062.  .  .  .   tgE=  ;^ — -  , 

ce  qui  donne  doux  positions  d'équilibre  de  TaiguilIcOn  s'assure, 
comme  au  n""  80,  que  celle  qui  répond  à  l'équilibre  stable  est 
déterminée  par  les  équations 


F  cos  E  =  giJiS  —  Cw  (n  H-  n,)  sin  L, 
(165).     .     .     •  J 

F  sin  E  =  Cw  (n  -♦-  nij cos  L  cos  a. 


La  discussion  de  Féqualion  (162)  est  semblable  à  celle  de 
réquation  (1o3);  nous  ferons  seulement  remarquer  les  particu- 
larités suivantes  : 

1°  Concevons  que  Ton  imprime  aux  tores  des  vitesses  de  rota- 
tion initiales  égales,  mais  de  sens  contraire,  ce  qui  donne  la 
relation 

n,  =  —  n. 


'9 


—  93  —  83; 

ei  par  suite,  ^ 

sinEs=0,    cosE=s1. 

La  position  d'équilibre  de  TaiguilJe  restera  donc  verticale  dans 
tous  les  azimuts  du  plan  d'oscillation,  et  quelle  que  soit  la 
vitesse  n.  Ce  résultat  fournit  évidemment  un  moyen  de  contrôle 
pour  les  expériences. 

On  réaliserait  facilement  cette  condition  en  adaptant  ao 
rouage  moteur  une  pièce  additionnelle  permettant  de  changer  à 
volonté  le  sens  de  rotation  de  Fun  des  engrenages  qui  actionnent 
les  pignons  des  tores. 

2*  Si  Ton  désigne  paru'  la  moyenne  arithmétique  des  vitesses 
initiales  n  et  ni,  que  nous  supposerons  maintenant  de  même 
sens,  on  trouvera 

^Can'  cofi  L  cos  a 
tgE  = 


gii^  —  2C«n'  sin  L 
F  cos  E  s=s  gfii  —  2Cûm'  sin  L, 
F  sin  E  =  2Cun'  cos  L  cos  a, 

^t  Ton  voit  que,  pour  une  valeur  positive  de  n'  égale  h  celle  de 
^  dans  l'appareil  du  §  XVHI,  le  numérateur  de  tg  E  serait 
doublé  et  le  dénominateur  notablement  diminué,  le  terme  sous- 
tractif  y  étant  doublé.  L'angle  E  aurait  donc  une  valeur  bien 
plus  grande  pour  une  même  vitesse  rotatoire.  D'ailleurs  l'inté- 
gration de  l'équation  en  Ç,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre 
de  o',  conduirait  à 

de*      2F 

^,  =  ^lcos(Ç-E)-cos(Ço-E)]   . 

comme  plus  haut;  les  oscillations  étant  supposées  très  petites,  la 
durée  d'une  demi-oscillation  serait 


-V^'' 


«4 

et  à  cause  des  relations 


(161). 


H,  =  2A  +  A,  +  ^^. 


on  voil  facilemeDl  que  la  durée  des  oscillations  sera  à  peu  prêt 
la  même  que  dans  l'apparei]  à  un  tore.  On  n'aura   donc  pM 
augmenté  d*unc  manière  notable  l'inertie  de  cette  balance  gyro-— 
scopique. 

Nous  devons  dire  louiefois  que  la  construction  de  cel  appi 
reil   nous    parait   présenler    des   diflicultés  sensiblement   plot 
grandes  que  celle  du  premier,  et  qu'ilnous  a  donné  des  résul- 
tais moins  saiisfaisanls. 


s  XX. 


TOUPtE    DE    KOL'CAULT. 


$6.  On  trouve,  dans  le  Recueil  des  travaux  scieiUifiques  de  ' 
L.  Foucault  (p.  410),  une  note  concernant  des  expériences  que  ce  J 
savant  aurait  lenlées,  sur  l'influence  que  la  rotation  terrestre  1 
exerce  sur  la  position  d'équilibre  apparent  d'une  toupie,  tournaot] 
sur  sa  pointe  avec  une  grande  vitesse.  Nous  avons  essayé  d'ap>l 
pliquer  nos  formules  à  ce  problème,  qui  n'avait  pas  été  étudié  il 
noire  connaissance,  ci  nous  avons  été  conduit  h  quelques  résiil-^ 
lats  intéressants  que  nous  allons  exposer. 

Problème  XIII. —  Ln  solide  de  rèvolulion  homogène  (toupie), 
fixé  par  un  point  de  son  axe  de  figure  à  ta  surface  d'une  planète 
en  rotation  uniforme,  a  reçu  une  rotation  initiale  autour  de  cet 
axe,  maintenu  immobile  relativement  à  la  planète.  L'axe  étant 
rendu  libre,  déterminer  son  mouvement  et  se>  positions  d'équilibre 
apparent. 

0  étant  le  point  fixe  (fig.  27),  soit  OXYZ  le  système  de  com-  1 
paraison  rectangulaire, lié  A  la  planète  et  auquel  nous  rapportons  ' 


le  mouvement  de  la  toupie.  Soit  ON  In  ligne  boréale,  0\  s» 
projection  sur  te  plan  XY;  OP  la  zénithale  du  point  O;  u  l'angle 
aigu  ZOP  qu'elle  forme  avec  OZ;  v  l'angle  QOX  compris  enire 
le  plan  XZ  et  le  plan  ZOP,  compté  positivement  de  OX  vers 
OY  jusqu'il  360*;  ^  l'inclinaison  NOX  de  la  ligne  boréale  sur  le 
plan  XY;  L  =  ^— PON  la  latitude  du  point  0;0!;  l'axe  de 
figure  de  la  toupie;  /  =  0G  la 
distance  de  son  centre  de  gra- 
vité an  point  fixe  ;  S,  ijj  et  tp 
les  angles  d'Euler  qui  définis- 
seni  la  position  du  corps  par 
rapport  au  système  OXYZ, 
comme  dans  te  problême  VIII  ; 
enfin,  C  et  A  les  moments 
d'inertie  axial  el  équalorial  de 
la  toupie  relatifs  au  point  0. 
On  a  d'abord,  entre  les  ëté- 
P>t-  «•  nienis  constants,  la  relaiioa 


(165)  . 


EÎn  L  =  cos  u  sin  A  -V-  KÎn  u  eot  X  coa  9. 


Nous  devons  encore  faire  usage  de  l'équation  (92),  et  nous 
iroiivons,  par  une  simple  répétition  du  calcul  du  n*  36, 

j  T  -*■  V  =  i  [A  (9'*  +  ♦'•  sin»  ê)  +  C  {f  '  ■*■  ^'  «os  »)'] 
^        (  —  «[As'cosr-<-A^''sinecosy,-HC(f'+t'cos^cosî',)], 

équation  dans  laquelle  les  angles  /,  y,  et  y^  sont  toujours  donnés 
par  les  relations 

icos  y  =^  cos  A  cos  ^ , 
cos  y,  t=  sîn  X  sin  a  —  cos  X  cos  *  sin  ^, 
cos  y,  E=  sin  A  cos  fl  4-  cos  A  sin  S  sîn  f. 


D'autre  part,  on  a  évidemment  ici 

p  =  /,       cos  p(}  -=  —  cos  ÇOP, 


(167)- 


cos  ïOP  =  Cl 


is  9  -^  sin  u  sin  S  sin  (^  —  v). 


On  pourrait  substituer  ces  divers  résultats  dans  l'équalion  (92)ij 
où  l'on  ferait  successivement  ç  =  ?<  7  ^  4*»  9  ^  ^'  ""''*  ''  ^ 
plus  simple  de  n'opérer  celte  substitution  qu'après  avoir  déGml 
chaque  priiblùme  particulier. 

87.  Unns  le  problème  XIII  tel  qu'il  est  posé,  l'axe  de  la  lou-j 
pie  étant  entièrement  libre  autnuri 
de  la  pointe  0,  on  peut  choisir 
arbitrairement  le  système  de  com- 
paraison OXYZ,  et  il  sera  cora-, 
mode  de  diriger  l'axe  OZ  suîvaaL| 
la  ligne  boréale  ON  (Qg.  2S}J 
On   »ura  donc 


cos  ;.  =  0, 


et  la  projection  0\  de  OZ  sur  le  plan  \Y  ayant  une  direction  1 
quelconque,  on  la  prendra  suivant  la  projection  de  OP  sur  cel 
plan,  ce  qui  donnera  u  =  0.  On  aura,  par  suite, 

cosy='0,       cos  n^  sin  9,       cos  y,  =  eus  8, 
cos  (OP  =  sin  L  cos  4  +  cos  L  sin  s  sin  | , 


cl  la  valeur  dé  T  -f-  V  se  rcihiira  k 

T  +  V  =  i  i  \i-  -t-  A  (f  —  u)'  sin'  a  +  C  [f  '  -t-  (t'  —  a)  coTif 
—  ^(A  sin'B  -t-  Ccos')), 
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d*où  Ton  déduira  facilement  au  moyen  de  Téquation  (92), 

_.C[f'-t-(f  —  «)cosd]=0, 

--  j  A  (tf;'  —  a)  sin'  6  -+-  C  [f '  -4-  {^'  —  «)  cos  d J  cos  6  j 
^4(;g^  {  =s  —  M^/  cos  L  sin  d cos  <p, 

A  - — A(<p'— »)' sine cosa-f-C U'-f-(.f»'—«)  cos  tfl('P'—«)sind 
\  -t-  6)^  (A  -  C)  sin  a  cos  d=  Mgl  (sin  L  sin  a — cos  L  cos  a  sin  i>), 

La  première  donne,  par  rintégralion, 

(169) î»'  ^(f  —  «)cosa= /,, 

/i  éiant  une  constante  dont  la  valeur  sera,  si  Ton  désigne  par  n  la 
vitesse  de  rotation  initiale  de  la  toupie  autour  de  son  axe, 

(470) /i=an — 6)  cos  do. 

Eliminant  (f'  au  moyen  de  la  relation  (169),  des  deux  dernières 
équations  (168),  on  aura  enfin 

—  [A  ('p'  —  «)  sin*e  -h  C/|  cos  a  =  —  Mgl  cos  Lsin  acos  ^^ 
dt 

(171)  <     de' 

A A  (^'—  w)*sin  acos  a  -H  C/i  (^'— «)  sin  a — «'(C—  A)  sin  acos  a 

dt 

=  Mgl  (sin  L  sin  a  —  cos  L  cos  a  sin  ^). 

Ces  deux  équations  différentielles  du  second  ordre  déterminent 
6  et  4^  en  fonction  du  temps.  Il  ne  nous  a  pas  été  possible  de 
réussir  à  les  intégrer,  sauf  une  intégrale  qui  correspond  au  théo- 
rème des  forces  vives.  Nous  nous  sommes  donc  proposé  seule- 
ment d'en  déduire  les  lois  du  phénomène  observé  par  Foucault, 
relativement  à  la  position  d'équilibre  de  Taxe  de  la  toupie. 

Cherchons,  pour  cela,  les  conditions  nécessaires  pour  que  6  et 
^  restent  invariables,  6^  et  ^ô  étant  d'ailleurs  supposés  nuls.  Il 
est  facile  de  voir  qu'il  suffit,  pour  cela,  que  l'on  ait 


(%]r-  (a-- 


VII. 
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Or,  la  première  des  équations  (171)  nous  donne 

Mgl  cos  Lcos  ^o 


\dtJo 


A  sin  ôti 


et  si  nous  laissons  de  côté  l'hypothèse  cos  L  =  0,  qui  ne  se  réa- 
lise qu'au  pôle,  nous  ne  pouvons  vérifier  la  deuxième  condition 
de  Téquilibre  de  Taxe  qu'en  supposant  cos  ^q  nul,  ce  qui  nous 
donne 

^0=»-»       OU       ^o=Y» 

donc,  Yaxe  OÇ  doit  être  dans  le  plan  du  méridien  NOP.  La 
seconde  équation  (171)  devient  alors,  pour9e=6o  ^^  ^  =  4^0 
et  en  ayant  égard  à  la  relation  (170), 

A  I  —  1  «=  Can  sin  O©  -*-  Mj/  (sin  L  sin  Bq  —  cos  L  cos  Oq  sin  ^o)- 

Nous  pouvons  poser  sin  \^Q  =  i,  car  la  supposition  \//q  b^^  se 
rapporte  à  une  position  de  0^  de  l'autre  côté  de  OZ  par  rapport 
à  OP,  et  nous  ramènerons  ce  cas  au  premier  en  prenant  ij;^  =  ^ 
et  attribuant  à  %  une  valeur  négative.  La  première  condition 
d'équilibre  nous  donne  alors  l'équation 

Can  sin  do  —  Mgl  cos  (L  -*-  ôo)  =  0. 

Pour  mieux  analyser  les  positions  correspondantes  de  l'axe, 
désignons  par  E  l'angle  que  fait  l'axe  Oç  en  équilibre,  dans  le 
plan  du  méridien,  avec  la  zénithale  OP,  angle  compté  positive- 
ment de  OP  vers  le  nord  et  négativement  vers  le  sud.  Nous 
avons  alors,  en  général, 

©0  ^  E  = L, 

2 

ce  qui  transforme  l'équation  d'équilibre  comme  il  suit  : 

C«/i  cos  (L  -*-  E)  —  Mgl  sin  E  =  0, 

d'où  l'on  tire 

Cun  cos  L 
(172) tgE  = 


Mgl-^  Cconsin  L 
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Cette  équation  définit  deux  directions  opposées,  dont  Tune  seu- 
lement appartient  au  problème,  puisque  l'autre,  dirigée  suivant 
son  prolongement,  placerait  le  centre  de  graviré  G  au-dessous 
du  point  fixe,  ce  que  nous  ne  supposons  pas  ici.  Il  y  a  donc  une 
seule  position  d'équilibre  apparent,  et  elle  ne  coïncide  pas  avec 
la  verticale,  à  moins  que  Ton  n'ait  &>  =»  0  ou  n  =»  0. 

En  nous  bornant  à  considérer  le  cas  du  globe  terrestre,  dans 
lequel  cDa  une  valeur  très  petite,  le  terme  Gi)nsin  L  sera  néces- 
sairement très  petit  vis-à-vis  de  Mgl  (à  moins  que  /  ne  soit  lui- 
même  très  petit,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  dans  Texpérience  tentée 
par  Foucault).  L'angle  E  aura  donc  lui-même  une  très  petite 
valeur,  et  la  formule  (172)  pourra  être  remplacée,  avec  une 
approximation  suffisante,  par  celle-ci  : 

_      C»n  cos  L 

On  voit  que  E  sera  positif  ou  négatif  suivant  que  n  sera  >  0  ou 
<  0,  et  que,  pour  assurer  à  Tangle  E  une  valeur  aussi  grande 
que  possible,  de  façon  qu'il  devienne  observable,  on  devra  donner 
à  la  toupie  une  forme  telle  que  ^  ait  la  plus  grande  valeur  et 
lui  imprimer  une  rotation  n  aussi  rapide  qu'on  le  pourra.  Le 
résultat  de  cette  analyse  est  donc  le  suivant  : 

Lorsqu'une  toupie  tourne  rapidement  sur  sa  pointe^  supposée 
fixe  à  la  surface  de  la  terre^  son  axe  ne  peut  garder  une  direc- 
tion invariable  par  rapport  à  celle-ci  que  si  cette  direction  est 
dans  le  plan  du  méridien,  faisant  un  très  petit  angle  avec  la 
zénithale,  vers  le  nord  si  la  rotation  de  la  toupie  est  de  gauche  à 
droite  vue  du  dessus,  et  vers  le  sud  si  elle  est  de  droite  à  gauche. 
Véquation  (173)  détermine  ce  petit  angle. 

C'est  bien  là  le  résultat  obtenu  par  Foucault,  sauf  peut-élre 
pour  le  sens  de  l'inclinaison  de  l'axe  qui,  dans  la  note  rappelée 
ci-dessus,  est  énoncé  en  termes  assez  ambigus.  Il  ne  parait  pas, 
au  reste,  que  l'expérience  ait  été  menée  jusqu'au  bout  par 
l'illustre  physicien,  car  Foucault  a  laissé  en  blanc  les  chiffres  que 
l'expérience  lui  avait  fournis. 
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88.  L:\  position  d'équilibre  indiquée  par  l'équalion  (173)  estB 
une  position  d'équilibre  slable,  dans  le  sens  où  ce  terme  s'appli-  V 
que  à  une  toupie  libre,  c'est-à-dire  que  si  ta  vitesse  n  a  une 
valeur  très  grande  et  que  l'axe  soit  très  peu  écarté  de  cette  posi- 
lion  d'équilibre,  il  ne  s'en  éearlera  jamais   que  irès  peu  par  un 
mouvement  de  précession  et  de  nniaiton.  Mais  ce  résultat  nous 
iiarail  dîllieile  à  établir  d'une  manière  rigoureuse  sans  effectuer 
'intégration  des  équations  (171),  laquelle  semble  impraticable.   ^ 
Le  seul  résultat  que  nous  ayons  obtenu  est  l'intégrale.                    H 

A  (9"  ■+-  i"  sin'fl)  -.-  C^  cos  é  (2/,  +  t.  cos  e)  -t-  ^gl  cos  EOP  =  h.       H 

h  étant  une  constante  à  déterminer  par  les  données  initiales.         ^M 

89.  Phodléme  XIV.  —  Nous  supposerons  maintenant  que,  par^f 
un  procédé  quelconque,  on  aësujeltisse  l'axe  OZ  de  la  toupie  à^M 

rester  dam  un  vlan  déterminé  iiar^M 

1 

■ 

rapport  à  la  planète,  sam  frotte-  ^M 
ment,  et  qu'après  lui  avoir   im-^^H 
primé  une  rotation  initiale  aufour^^H 
de  cet  axe  immobile,   on   l'abar^^^Ê 
lionne  à  elle-même.  Quel  sera  soit^H 
mouvement  ?                                   ^H 
L'analogie  de  ce  problème  avec^| 
d'autres  déjà  traités  nous  permet- ^| 
Ira  d'abréger.                                   ^H 

1 

^H 

^^B                               ,,-1^  y,                             Il   conviendra   ici    de   prendre^H 
^H                                                                pour  plan  XY  (fig.  29)   le  plan  ■ 
^^H              direcletir,  l'axe  OZ  Taisanl  tin  angle  aigu  u  avec  la  zénithale  OP.  ^M 
^^H            On  aura  alors                                                                              ^M 

H                                          ■ 

^^^H                rus  7' =  ros  1  cos  ^,      (■asri  =  sinl,      cos  ri  =■  (^os  >  sin  ^.         ^M 

^^H             L'équaiion  ((66)  se  réduisante                                                       ^H 

^^ft                   T+ V  =  i(At ■'+€/•)- «(A/ sini  +  C/cosisin+l,           V 
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on  tire  de  Téquation  (92)  les  deux  équations  différentielles 

f  '  —  a  CCS  >  sin  tp  =  /j , 

A  ------  Cû)  ces  X  (/,  -4-  «  cos  X  sin  ^)  ces  ^p  =  —  Mgl  sin  u  cos  (<p  —  v), 

ai 

Introduisons,  au  lieu  de  \//,  Pangle  (^  =  vp  —  Ç  que  fait  0(  avec 
OX.  Les  équations  deviendront 

1^'  s=  /j  +  «  ces  \  cos  tp 
dV 
A  — -  =C«cos>((,  +  û)COS>cosi;)sin2;  +  Moe  sin  u  sin  (Ç — v), 
dt 

avec  la  relation 

l^=sn  —  »  cos  A  cos  Ço» 

Pour  que  Taxe  reste  en  équilibre  relatif,  1^  étant  nul,  il  faut  et  il 
suffit  que  2^0  soit  une  des  valeurs  de  E  déterminées  par  l'équation 

,  _  ,  „  Ma/ sin  u  sin  v 

(175)     .     .    .    tgE=  ^ 


Corn  cos  A  +  M^/  sin  u  cos  v 


Ces  valeurs  sont  au  nombre  de  deux,  correspondant  à  des  direc- 
tions opposées.  Pour  trouver  celle  qui  donne  Téquilibre  stable, 
on  procède  comme  au  n""  80,  c'est-à-dire  que  Ton  pose 

i  Mgl  sin  w  sin  t?  =  —  F  sin  E, 

(476)  .   •   •  \    ,  ,.  f  .  w,       », 

f  (mh  cos  X  -h  Mgl  sm  u  cos  v  =  —  F  cos  E, 

équations  qui,  F  étant  supposé  positif,  définiront  complètement 
Tangle  Ë.  La  dernière  équation  (i74)  s'intégrera  sous  la  forme 

A  —,  =  —  C«' cos' A  (cos  ç  — cos  Ço)*-t-  2F  [co8(Ç— E)  — co8(Ço— E)]. 
dl 

et  Ton  verra  immédiatement  que  l'on  aura  toujours 

cos  (Ç  —  E)  —  cos  (Ço  —  E)  >  0, 
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d'où  il  suit  que  Vangle  E  qui  répond  à  Véquilibre  stable  est  pré- 
cisément celui  que  définissent  les  équations  (176).  Donc  1*  si 
Ton  a 

Cun  cos  A  +  Mgl  sin  u  sîn  i;  <  0, 

ce  qui  ne  pourra  avoir  lieu,  si  v  est  plus  petit  que  j ,  que  pour 
des  valeurs  négatives  et  très  considérables  de  n,  on  aura 

cos  E  >  0, 

la  droite  OE  qui  répond  à  l'équilibre  stable  fera  donc  un  angle 
aigu  avec  OX,  projection  de  la  ligne  boréale  ON  sur  le  plan 
directeur.  De  plus,  sin  E  et  sin  v  étant  de  signes  contraires, 
OE  sera  de  l'autre  côté  de  OX  par  rapport  à  la  projection 
de  OP  sur  XY. 
2»  Si  Ton  a 

Can  cos  X  +  Mgl  sin  ucosv=^  0, 

cos  E  sera  nul,  la  position  d'équilibre  stable  OE  sera  normale  au 
plan  ZON;  elle  sera  du  côté  OY  ou  du  côté  opposé,  suivant  que 
Ton  aura 

sin  r  <  0     ou      >  0. 

S""  Enfin ,  si  Com  cos  X  +  Mgl  sin  u  cos  t;  est  <  0,  cos  E  est 
négatif,  la  direction  d'équilibre  stable  fait  un  angle  obtus  avec 
OX.  En  résumé, 

La  position  d'équilibre  stable  de  l'axe  de  la  toupie  fait  un 
angle  aigu  ou  obtus  avec  la  projection  de  la  ligne  boréale  sur  le 
plan  directeur,  suivant  que  l'expression 

C»n  cos  A  +  Mgl  sin  u  cos  v 

est  négative  ou  positive;  et  elle  est  toujours,  par  rapport  à  cette 
projection ,  du  côté  opposé  à  celui  où  tombe  la  projection  de  la 
zénithale  OP  sur  le  plan  directeur. 
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L'équation  (174)  qui  définit  ^,  mise  sous  la  forme 

dX^'       Co'cos'a  .  C»/|CosA  +  M^/sinucost? 

-—sa smÇcosÇ  H sinÇ 

dt  K  A 

Mg/sinf/sint; 

T cosÇ, 

A 

devient  identique  avec  Téquation  (Jl)  si  Ton  pose 

»   s  0  ces  >    \/    —  » 


Gu/i  ces  A  +  yigl  sin  ti  cosv 
9'MA/  sin  u  sin  v 


C»^  ces')  (Gâ}/|  cos:l  -h  M^/  sint/  cosv) 


Donc  /«  mouvement  de  Vaxe  de  la  toupie  dans  son  plan  direc- 
teur est  encore  celui  d'un  pendule  simple  dont  le  plan  d'oscilla- 
tion tourne  autour  d'un  axe  vertical  d'un  mouvement  uniforme, 
les  éléments  &>',  r,  A  de  ce  pendule  de  comparaison  étant  foufuis 
par  les  relations  (177). 

Nous  indiquerons  encore  quelques  cas  particuliers  remar- 
quables : 

1.  A  la  surface  de  la  terre,  u  étant  très  petit,  on  négligera  &>^, 
réquation  différentielle  du  mouvement  de  Taxe  OÇ  se  réduira  à 

(178)    .     .      — =— [cos(Ç-E)-cos(Ço-E)], 

et  par  suite,  l'axe  OÇ  de  la  toupie  oscillera ^  de  part  et  d'autre 
de  sa  position  d'équilibre  stable  OE,  comme  un  pendule  simple 

ayant  pour  longueur 

A» 
r  =  — ; 

F' 
la  valeur  de  F,  déduite  des  équations  (176),  est  celle-ci  : 


(i  79)    F  =  \/{Mgl  sin  u  sin  vf  •+-  (Can  ces  A  -*-  Mgl  sin  u  ces  v)\ 
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II.  Si  Ton  conserve  les  termes  de  l'ordre  de  gd^,  mais  que  Ton 
suppose  le  plan  directeur  normal  au  plan  du  méridien,  on 
aura  t?  =»  0,  u  étant  positif  ou  négatif  suivant  que  OP  et  ON 
tombent  du  même  côté  de  OZ,  ou  non.  De  plus,u  sera  égal 
à  L  —  i,  et  les  équations  (i77)  se  réduiront  à 


\A-  '= 


«=»cosa\/t»     '•=—77-7 ; %i  I      ,i 7\'     ^=-^» 

Cc»/|  ces  A  +  M^(  sin  (L  —  A) 

de  sorte  que  Ton  retombera  dans  le  mouvement  étudié  aux 
paragraphes  II  et  III. 

III.  Si  Ton  suppose,  de  plus,  que  OZ  se  confonde  avec  ON, 
ou  que  le  plan  directeur  soit  parallèle  au  plan  de  Téquateur  de 
la  planète,  on  aura 

n                            w 
A  =  -»      1I  =  L » 

et  Féqualion  différentielle  en  Ç  se  réduira  à 

(180) —  = ^ sinç, 

ai  A 

c'est-à-dire  à  Véquation  du  mouvement  d'un  pendule  simple  dont 
la  longueur  serait  donnée  par  la  formule 


r  = 


M/  ces  L 
d'où  résulte  un  théorème  facile  à  énoncer. 

9t.  Il  importe  d'observer  que  nos  formules  ne  peuvent  être 
appliquées  au  cas  où  l'on  aurait  L  =  ^,  c'est-à-dire  où  la 
pointe  de  la  toupie  coïnciderait  avec  le  pôle  boréal  de  la  planète. 
Il  est  clair,  en  effet,  que  la  direction  et  l'intensité  de  la  réaction 
centrifuge  due  à  la  rotation  de  l'astre  seraient  ici  essentiellement 
variables  d'un  point  à  l'autre  du  solide  en  mouvement ,  et  l'hy- 
pothèse sur  laquelle  est  fondée  l'équation  (92)  s'écarterait  trop 
de  la  réalité. 

Pour  traiter  le  problème  avec  une  rigueur  complète  dans  ce 
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cas  y  quelle  que  soit  la  vitesse  gd,  nous  admettrons  seulement  que 
la  planète  attire  chaque  point  de  la  toupie  comme  si  sa  masse 
entière  était  réunie  en  un  point  C  situé  sur  Taxe  de  rotation  de 
Fastre,  supposition  qui  sera  très  sensiblement  exacte  si  la  planète 
est  composée  de  couches  concentriques  à  très  peu  près  sphéri- 
ques  et  homogènes.  L*axe  OZ  étant  pris  suivant  Taxe  de  rotation 
de  la  planète,  reprenons  Téquation  générale. 

(2)  rf  DT,      DT,  ^D(U-i-K) 

Nous  aurons  encore  ici,  comme  dans  la  question  du  polytrope, 

T,  =  4 [Aê'*  ^-  A  («f*'  —  »)•  8in*ô  ^  C(f»'  -♦-  f  —  «  cosô)»]. 

Le  point  0,  situé  sur  Taxe  de  la  planète,  a  une  accélération 
nulle;  donc  K=»0.  Enfin,  si  w  désigne  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  la  toupie  au  centre  d^attraction  C  de  la  planète, 
E  un  facteur  constant,  on  aura,  pour  la  fonction  U  des  forces  que 
Tattraction  de  la  planète  développe  sur  les  points  de  la  toupie, 


rfU=—  >  —  rfu;  =  rf.  \  —  =d. tW, 


W  désignant  le  potentiel  du  corps  tournant  sur  le  centre  d'at- 
traction C.  On  a  donc  U  =  eW,  et  par  suite 

d  dT,     dT,  _   m 

dt  dq'       dç  Iq 

d'où  Ton  tire  successivement,  par  Texpression  de  Tj, 

dp-  -1        DW 

■^j  [?'  -^  (^'  —  «)  CCS  ôj  =  e  —  , 

d\  ,        dW 

-- 1 A  (ff»' — »)  8in'd-*-C  (ç>'-i-f ' — wcos  B)  cosoj  =*  —  » 
at  d^i* 

A-j — A(«f''-»)'sinOcosd4-C(/-*-if*'-»cosO)(«f''— «)8Înd 
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Mais  y  à  cause  de  la  symétrie  du  mobile  autour  de  son  axe  de 
figure  y  et  de  la  symétrie  supposée  des  couches  de  la  planète 
autour  de  Taxe  de  rotation  CO^  W  ne  peut  dépendre,  ni  de 
Tangietp,  ni  de  Fangie  ^,  mais  seulement  de  6.  On  a  donc 

DW       ^        DW 

—  =  0,     —  =  0, 

et  par  suite,  /|  et  l^  étant  des  constantes  faciles  à  déterminer, 

f  '  ■*-  W  ■--  «)  cos  9  =  /| , 
A  [^'  —  «)  sin'fl  -h  C/f  coso  =  /,. 

La  seconde  de  ces  relations  donne 

/s — G/|C0S6 

^  —a=  ^      — , 

A  sm'O 

valeur  qui,  substituée  dans  la  troisième  équation  (18i)  avec  la 
valeur  de  9'  h-  (^'  —  00)  cos  9,  conduit  à  Péquation 

de'     ((,  -  C/,  cos  6f  .  C/|  (/,—  eu  cos  è)  sin  e         DW 

A i smdcos9H ,    .  , =  f  — • 

dt  Asin^0  Asm*6  de 

dont  Tintégrale  est 

On  arrive  donc  à  une  équation  du  premier  ordre,  qui  s*inté- 
grera  par  quadrature  toutes  les  fois  que  Ton  connaîtra,  en  fonc- 
tion de  Tangle  6,  rexpression  du  potentiel  W. 

Les  conséquences  mécaniques  de  cette  équation  (182)  sont, 
d*ailleurs,  faciles  à  énoncer. 
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NOTE  PREMIERE. 


Dans  l*étude  des  mouvements  relatifs  à  la  surface  de  la  terre, 
on  se  contente  d*ordinaire  de  Tapproximation  obtenue  en  négli- 
geant les  termes  de  Tordre  du  carré  (ù^  de  la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre,  et  en  effet,  ces  termes  sont  tellement  petits  que 
Tapproximation  est  plus  que  suffisante  pour  Tcxplication  de  tous 
les  phénomènes  observables.  Lorsqu'on  veut  tenir  compte  dans 
le  calcul  des  quantités  de  cet  ordre,  comme  Font  fait  Binct, 
MM.  Quet,  Bour  et  Lottner,  par  exemple,  la  question  se  com- 
plique extrêmement,  car  il  n*est  plus  permis  alors  de  négliger, 
comme  Tout  fait  ces  géomètres,  diverses  quantités  du  même 
ordre  de  grandeur,  provenant  des  variations  d'intensité  et  de 
direction  de  la  pesanteur  dans  un  petit  espace,  de  Tinfluence 
inégale  du  soleil  et  de  la  lune  sur  les  divers  points  du  globe,  du 
mouvement  de  la  mer,  etc.;  quantités  dont  la  présence  com- 
plique les  équations  au  point  d'en  rendre  l'intégration  impos- 
sible dans  presque  tous  les  cas. 

Il  faut  voir  dans  une  thèse  de  M.  Bertram  (*)  et  surtout  dans 
le  beau  mémoire  que  M.  V.  Puiseux  a  publié  sur  ce  sujet  dans 
les  Annales  scientifiques  de  l'école  normale  supérieure  (**)  les 
développements  intéressants  que  comporte  cette  question. 

Ce  n'est  pas  sous  cet  aspect  complexe  que  nous  avons,  dans 
la  troisième  et  la  quatrième  partie  de  ce  mémoire,  étudié  les 
mouvements  gyroscopiques  à  la  surface  d'une  planète  dont  la 
rotation  peut  être  assez  rapide  pour  qu'on  doive  tenir  compte  des 
termes  en  w^.  Nous  avions  alors  le  choix  entre  deux  hypothèses 
simplificatives  :  1**  ou  bien,  comme  MM.  Purser,  Bour,  Lottner, 


(*)  Problème  der  Mechanik  in  Bezug  auf  die  Variationen  der  Schwere  und  Rotation 
der  Erde,  Berlin,  iSG9. 

(**)  De  l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  pesants  en  ayant  égard  aux  variations 
d'intensité  et  de  direction  de  la  pesanteur,  1. 1, 2«  série,  p.  ^\  4872.  —  M.  Puiseux  avait 
développé  ces  théories  dès  \SS&  au  Collège  de  France. 
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regarder  l'attraction,  c'esl-à-dire  la  force  absolue,  comme  con- 
stanle  dans  le  petit  espace  où  se  passent  les  phénomènes,  tandis 
que  l'on  lient  compte  des  variations  de  la  force  centrifuge;  celte 
conception  est  peut-être  la  plus  conforme  à  la  réalité  des  choses, 
son  exactitude  n'étant  influencée  ni  par  la  valeur  de  u,  nt  par  la 
latitude;  —  ou  bien,  comme  l'a  fait  M.  Quel,  attribuer  la  con- 
stance de  direction  et  d'intensité  k  la  résultante  de  ratlractîon  et 
de  la  rorre  cenirifuge,  c'est-à-dire  à  la  pesanteur. 

Nous  avons  préféré  prendre  pour  base  celte  dernière  hypo- 
thèse, d'abord  parce  que,  toutes  deux  conduisant  aux  mêmes 
résultais  lorsque  l'on  supprime  ensuite  les  termes  de  l'ordre 
de  0)1,  ce  choix  n'olTrait  aucun  inconvénient  au  point  de  vue  des 
résultats  susceptibles  d'être  contrôlés  par  les  expériences  à  la 
surface  de  la  terre,  et  nous  fournissait  Toccasion  de  traiter  dt; 
nouveaux  problèmes  d'analyse,  dont  les  solutions  seront  appli- 
cables à  des  problèmes  de  mécanique  nouveaux,  comme  nous 
comptons  le  montrer  ullérieurement.  D'ailleurs,  la  supposition 
adoptée  par  Bour  nous  aurait  ramené  aux  mêmes  équations  que 
le  polytrope  de  M.  Sire  nous  avait  déjà  fournies  ;  c'était  dune  un 
problème  résolu.  En  second  lieu,  l'hypothèse  contraire  conduit, 
comme  nous  l'avons  remarqué  (n'  S2),  à  certaines  conséquences 
d'aspect  paradoxal,  telles  que  celles-ci,  qu'un  système  gyrosco- 
pique  suspendu  par  son  centre  de  gravité  et  n'ayant  reçu 
aucune  impulsion  initiale  ne  reste  pas  en  équilibre  relatif,  ce 
qui  n'a  plus  lieu  dans  notre  supposition. 

Mais  le  principal  avantage  consiste  en  ce  que,  considérant 
l'attracrion  comme  la  résultante  de  la  pesanteur  et  de  la  force 
centripèie,  nous  avons  pu  mettre  les  équations  des  mouvements 
relatifs  sous  une  forme  extrêmement  simple  (92,  93)  et  en 
déduire  un  théorème  remarquable.  C'est  grâce  à  cela  que  nous 
avons  pu  traiter  aussi  facilement  les  problêmes  dans  lesquels  la 
pesanteur  intervient  avec  la  rotation  de  la  terre  sur  les  appareils 
gyroscopiques,  donner  la  théorie  des  expériences  inédites  de 
Foucault  sur  la  toupie,  du  pendule  de  M.  Sin'  soumis  k  l'in- 
lluence  du  mouvement  du  globe,  et  celle  du  barogyroscope. 
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NOTE  DEUXIEME. 


Le  mouvement  d*un  point  pesant  sur  un  cercle  tournant 
autour  d*une  sécante  verticale  (§  IX),  qui  est  le  type  auquel 
nous  avons  ramené  plusieurs  mouvements  importants  dans  les 
appareils  gyroscopiques,  est  susceptible  encore  d*aulres  appli- 
cations curieuses.  Ainsi,  dans  le  mémoire  cité  ci -dessus, 
M.  V.  Puiseux  a  établi  que,  si  un  corps  pesant  est  mobile  autour 
d*UD  axe  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité,  et  si  Ton  tient 
compte  des  petites  forces  perturbatrices  énumérées  plus  haut, 
réquation  du  mouvement  de  ce  corps  serait  celle-ci  : 

—-  —  asintf'COs^  ~i-  âsin^  -h  ycosf  =0  (*). 
dr 

f^  désigne  Tangle  dont  dépend  la  rotation  du  corps,  a,  p,  y  sont 
des  constantes  qui  dépendent  de  la  constitution  du  corps,  etc... 
Il  suit  évidemment  de  cette  équation  : 

i*  Qu*il  existera  quatre  ou  seulement  deux  positions  d*équi- 
libre  pour  le  corps  autour  de  Taxe,  ce  que  M.  Puiseux  avait  déjà 
remarqué,  et  que  ces  positions  se  construiront  d'après  les  règles 
que  nous  avons  données  (n"^  38). 

9*  Que,  hors  du  cas  d*équilibre,  le  corps  exécutera  des  oscil- 
lations dont  la  loi  sera  la  même  que  celle  des  oscillations  d'un 
point  pesant,  sur  un  cercle  dont  le  plan  tourne  uniformément 
autour  d*une  droite  verticale ,  et  les  éléments  de  ce  pendule  de 
comparaison  seront  donnés  facilement  au  moyen  de  a,  (3,  y. 


n  Mém.  cité,  p.  47. 
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SUR 


LE  PENDULE  DE  FOUCAULT 


»*B 


M.  le  C**  d«  SPARBB 

ProfNMor  aaz  Paolftit  €tâkMitam  dt  tfom. 


Dans  ma  thèse  soutenue  le  21  mars  de  Taniiée  dernière  devant 
la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  j*ai  exposé  d^une  ûiçon  complète 
la  théorie  du  pendule  conique  en  tenant  compte  de  la  rotation 
de  la  terre  et  supposant,  ainsi  qu*on  le  fait  d'habitude,  qu'on 
néglige  les  termes  de  Tordre  du  carré  de  la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre. 

Dans  la  note  qui  va  suivre,  je  me  propose  de  résumer  la  partie 
de  ma  thèse  qui  se  rapporte  à  Tétude  du  pendule  de  Foucault, 
et  de  la  compléter  par  Fétude  de  Tinfluence  des  termes  en  (ù^t 
(u  désignant  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre  et  t  le  temps), 
termes  qui  pourraient  prendre  une  influence  notable  lorsqu'on 
considère  un  temps  suffisamment  long. 

Mon  attention  avait  été  attirée  sur  ce  dernier  point  par  M.  Tis- 
serand, lors  de  la  soutenance  de  ma  thèse. 

J'étudierai  d'abord  le  mouvement  du  pendule  de  Foucault  en 
négligeant  les  termes  de  l'ordre  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  gd 
de  la  rotation  de  la  terre;  j'examinerai  ensuite  quelle  peut  être 
l'influence  des  termes  en  <ùH. 


VII. 


PREMIÈRE   PARTIE 


tlnit  du  niooTrincnt  d 
tenues  de  l'ordre  du 
ie  11  krrc. 


pendule   de   Foucaull  loraqu'on    néglige  les  I 
:ari'c  it  la  vileue  angulaire  de  la  rntaUM   [ 


Soîl  0  le   poinl  de  suspension   du  pendule; 

OZ  la  verticale  dirigée 
vers  le  bas  ; 

0\  une  horizontale  dans 
le  plan  du  méridien  diri- 
gée vers  l'équaleur 

OY  une  horizontale  per- 
pendiculaire au   plan   duJ 
méridien  et  dirigée  à  droite' 
de  OX  pour  l'observBteui 
placé  suivant  OZ 
ta  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  terre; 
m  la  composante  de  u  suivant  OX  ; 
n  la  composante  de  u  suivant  OZ; 
0  l'anfle  du  pendule  avec  ta  verticale  OZ; 
<f  l'angle  du  plan  vertical  conlenant  le  pendule  avec  loplanZOX, 
angle  compté  de  0  â  560,  de  gauche  à  droite  par  rapport  à  OZ  ; 
/  la  longueur  du  pendule  ; 
6q  et  (po  les  valeurs  initiales  de  0  et  9. 

On  suppose  le  pendule  abandonné  à  lut-mémc  sans  vitesse 
initiale. 

Prenons  la  masse  du  pendule  égaleà  l'unité,  nous  auronsalors, 
pour  les  équations  do  mouvement  déduites  du  théorème  des  forces 
vives  et  de  celui  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  OZ, 


I 


(> 


(2) 


=  nsin*Aa  —  2m  ^  sin'Scosfd». 


-  H3  -  5. 


Tirant  de  la  deuxième  équation  la  valeur  de  -^  la  portant  dans 
la  première  et  posant  de  plus  A  =»  |/|'  on  a  : 

Cdcos  6\* 
—T^  j  «s  2A'(co8  B  —  ces  flo)  8in'  e 

(3)    •    •     i  '  ^ 

—  [n  (sin'd  —  sin'Oo)  -♦-  2m  /    sin'ô  cosfd9]\ 


6. 


Dans  Texpression  de  6,  ainsi  que  dans  celle  de  9,  nous  négli- 
geons, pour  le  moment,  les  termes  en  gd*  ;  il  semble  donc,  à 
priori^  que  Ton  puisse  les  négliger  également  dans  celle  de  ^  > 
mais  cela  n^est  pas  complètement  exact. 

En  effet,  6  est  déterminé  pardon  cosinus,  et,  en  négligeant  les 
termes  en  gd^  dans  cos6,  on  obtiendra  la  valeur  de  6,  avec  la 
naéme  approximation,  tant  que  cos6  ne  sera  pas  très  voisin  de  1  ; 
mais  si  cos6  diffère  de  1  d*une  quantité  de  Tordre  de  gd',  on 
négligerait,  en  réalité,  des  termes  en  gd  dans  9,  en  négligeant  ceux 
en  ofl  dans  cos  6. 

Dans  le  pendule  de  Foucault,  le  plan  d^oscillation  n^existe  pas, 
à  proprement  parler,  puisque  ce  pendule  décrit  non  un  plan, 
mais  une  courbe  très  aplatie;  toutefois  nous  désignerons,  dans 
ce  qui  suit,  par  plan  d*oscillation  du  pendule  un  plan  vertical 
qui  se  déplace  de  manière  à  passer  constamment  par  le  point  le 
plus  haut  de  cette  courbe  décrite  par  le  pendule.  Cest  en  un 
mot  un  plan  vertical  tel  que  le  pendule  se  trouve  dans  ce  plan  à 
la  fin  de  chaque  oscillation  complète. 

Le  pendule  sera,  par  suite,  toujours  très  rapproché  de  ce  plan 
d^oscillation. 

Considérons  d*abord  Tintégrale 

r  sin*dcos9>c{9. 

Si  nous  désignons  par  6'  Tangle  formé  avec  la  verticale  par  la 
projection  du  pendule  sur  le  plan  d*oscillation  et  si  nous  suppo- 
sons de  plus  que  V  varie  de  %  k  — 6^  en  changeant  de  signe 


4.  —  ii4  — 

lorsque  la  projection  du  pendule  passe  par  la  verticale,  nous 
pourrons  remplacer  Tintégrale  précédente  par  la  suivante  : 

cosyo/*  sin'ô'do', 

car  par  cette  substitution  nous  négligeons  au  plus  un  terme  de 
Tordre  de  gd,  et  comme  Fintégrale  est  multipliée  par  m  nous 
négligeons  au  plus  un  terme  en  (tfl  dans  le  résultat  final. 
Nous  aurons  donc 

r  sin*  dcos  fdé  ==  cos  f^  j    sin' e'rfe' 

^  —  Oft — sine'cosd'  -♦- sinôacosen 
=  cos  ç>, — ^ 5 ?, 

et  notre  équation  (3)  deviendra 

I  — ; —     =  2A'  (cos  d — cos  60)  sm'  0 

\    di   ]  ^ 

— [n(8in'eo — sin^ô)  —  mcosfo(ô'  —  do  —  sÎDe'cosô'-t-  sin^cos5t)l*. 

Si  nous  trouvons  maintenant  une  fonction  de  9  qui  soit  égale 
à  ^  (cos  0  —  cos  Gq)  sin^  9  lorsqu'on  néglige  les  termes  en  co^, 
et  qui  pour  9  =  0  soit  égale  au  second  membre  de  réquation 
précédente  lorsqu'on  y  néglige  les  termes  qui  contiennent  (*>  à 
une  puissance  supérieure  à  la  seconde,  cette  fonction  pourra 
remplacer  le  second  membre  de  Féquation  (4)  pour  toute  valeur 
de  9,  c*est-à-dire  que  les  valeurs  de  9  que  Ton  déduira  de  la  nou- 
velle équation  seront  exactes  aux  termes  en  gd'  près,  quel  que 
soit  9. 

Or  l'expression 

-j-  (cose —  cos0o)  (1  —  f —  cose)  (\  -♦-  cosd), 

où 

/   [n  sin' 60  -♦-  m  cos  ç»o  (^o — sin  Oq  cos  60) J' 

f  =  — ^ — — ~  » 

kq  \  — cosOo 

satisfait  à  la  condition  énoncée. 
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En  posant  alors 

cosdsaz,     cos9o  =  a, 

les  équations  du  mouvement  deviennent 

(J)*=2A'(^-«.)(l^.-;ï)(i+z). 

-r-  =  —  n  -*-  n  ; — -(6'—  sinfl'  cose'—  Oo-h  sinâbcosdo)cos  fg. 

ai  1  — sr       1  —  z 

M aia  en  posant 

z  ssasn'ti  H-  (1  — t)  cn'tt, 

i  —  a  —  e 
lc'=—- . 

2  — s 

on  aura 

du 


dt  = 


c*e8t-à-dire  en  prenant  t=^0  pour  u  =  0  et  négligeant  les 

termes  en  o)*, 

u 

On  aura  ensuite  pour  Tangle  d*écart  minimum  ïj  du  pendule 

ces  If  =  i  —  e , 
d*où 

if  =  \/^, 

c*e8t-à-dire 

I  nsin'â^+mcosfo(^  —  sinâocosfl^)) 
Â  l/2(i—coseo) 

Passons  maintenant  au  calcul  de  9. 
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lorsque  la  projection  du  pendule  passe  par  la  verticale,  nous 
pourrons  remplacer  Tintégrale  précédente  par  la  suivante  : 

cosyo/*  sin'd'dfl', 

car  par  cette  substitution  nous  négligeons  au  plus  un  terme  de 
Tordre  de  gd,  et  comme  Tintégrale  est  multipliée  par  m  nous 
négligeons  au  plus  un  terme  en  g^  dans  le  résultat  final. 
Nous  aurons  donc 

r  sîn'«cos^d=cosf>^j  y    sin'o'rfe' 

6^  —  9^ — sine'cosd'  -*-  sindoCosO. 
=  ces  fo , 

et  notre  équation  (3)  deviendra 

i/rfc086\«  ,  ^    .    . 

1 — 1 —     ==2A'(cosd — cos9o)8m'o 
— [n(8in*6o — sin'ô)  —  mco8fo(ô'— -do  —  sinô'cosô'-f-  sin^cosé^)]*. 

Si  nous  trouvons  maintenant  une  fonction  de  6  qui  soit  égale 
à  j  (cos  0  —  cos  0o)  sin^  0  lorsqu'on  néglige  les  termes  en  00^, 
et  qui  pour  0  =  0  soit  égale  au  second  membre  de  Téquation 
précédente  lorsqu'on  y  néglige  les  termes  qui  contiennent  g>  à 
une  puissance  supérieure  à  la  seconde,  cette  fonction  pourra 
remplacer  le  second  membre  de  Téquation  (4)  pour  toute  valeur 
de  0,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  de  0  que  Ton  déduira  de  la  nou- 
velle équation  seront  exactes  aux  termes  en  (ù^  près,  quel  que 

soit  0. 
Or  l'expression 

2g 

-j-  (cose  —  cos0o)  (1  —  f —  cose)  (i  -♦-  cos  fi), 


ou 

€ 


l  [n  sin'ôo  -f-  m  cos  î>o  (^o — sin  Oo  cos  o©) J' 
ig  \  — coseo 


satisfait  à  la  condition  énoncée. 


—  ii7  —  7. 

Pour  le  résidu  relatif  à  u  <=  —  ai,  il  est  évidemment  égal  au 
précédent  changé  de  signe. 

Quant  à  la  partie  principale  du  développement  relatif  à 
tt  =  K  -h  iK'  -h  X,  nous  remarquerons  qu*elle  ne  contiendra  pas 
de  terme  en  x''\  car  la  fonction  proposée  ne  contient  snu  et  dnu 
qu*au  carré  et  elle  ne  change  par  suite  pas  si  Ton  remplace 
K  H-  iK'  -hx  par  K  h-  tK'  —  x.  Il  suffit  donc,  pour  avoir  cette 
partie  principale,  de  chercher  la  limite  pour  x  =a  0  de  Texpres- 
sion 


(2— f)[f-»-(i  —a  — €)8n*(K+  »K'-4-x)]dn»(K  +  tK'  -*-x) 
On  trouve  pour  cette  limite 

—  i 

2(1    -4-0)' 


la  partie  principale  cherchée  est  donc 

—  il  1 


2(i  -*-  a)  X*        2(i  -f-  a) 


Dp;-*. 


On  est  donc  bien  conduit  à  la  décomposition  en  éléments 
simples  que  nous  avons  écrite. 

En  négligeant  les  termes  en  go'  on  aura  alors 


V    i— a      2A 


i    n  sin*  Oo  -♦-  m  ces  î>o  (  ^o — si"  ^o  ^os  6o) 


1  —a 
et 

^1 

(2  —  f)[*-f-(i  -ha  —  f)sn'îi]dn'M 


i  ru'iti  —  ai)       H'{u-hai)l  i  S[{u 

^"*"  4i(j  _a)a  [h  (w  — at)  ""  H  (w  -h  «t)J  "*"  2(i  -+-  a)    "  ê7(w 


Pour  déterminer  la  valeur  de  C,  faisons  us=tK'. 


8.  -  118  - 

Nous  aurons 


i        rW(iK'-^ai) ^ H(tK^-«t)1 1^^  r     e;(t/-4-tKn 

4(i-a)at[H(tK'-*.at)      H(ÏK'-at)J     2(1 -i-^  [   "  ei(u-4- iK')J, 

Or 

H'(tK'-+-x._      lit      s'{x) 

H  (tR'  -+.  a:)  2K"*"  ê^x) 

et 

"  e,(u  -t-  iK')  ""    "©(UH-  K  -t- tK')' 
et,  de  plus,  la  relation  connue 

Z(a:)=  -a; —^ 

Où 

Z  (x)  =  y^  A*  sn*  xrfx ,    J  = /*  **  sn'  xrfx 


donne,  en  remarquant  que  Ton  a  en  négligeant  les  termes  en  onl^ 


Z(at)=y*    A*sn'xrfx  =  0, 


e'(«t)      J    . 

s=  -at 

0  (ai)        K 

et 


[  "e(u-i-K-^tK')Jo      K  ^  '      K 


f 


On  a  donc 


2(1  -o)  K        2(1  +  o)  \K         / 


OU  en  posant  f  =  i^i 


_  2ai:  -y  (1  —  o) 
2(1-0') 


■-■  !i. 
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Nous  aurons  par  suite,  en  remplaçant  dt  par  ^ , 

df n     n{\  — a*)+fiico8  fo(*o —  s«n  dbcosOo)  fâoC-t- 1  — a 

dû^'^A'^  Â  L  2(1— a*r 

"^  4(1  — a)at  [h  (u - at) "  h (u  -^ at)J  "*"  2(1  -+- o)    "â;^)J 

6'  —  sin6'cos0' 
A  sm'  6 

d'où,  en  intégrant  et  remarquant  que  9  =3  9^  pour  u  =  —  K, 
»  __       .     n(1-o')-4-wcos«>-(eo— sin0oCos«o)r2oÇ-»-1— o 


1  H  («  —  «•) 

là 


4  (i  —  a)at     H  (u  -I-  ai) 
iMcosfo  /•"«o — sintf'coso' 


^        e;(ii)1 
2(1  -+-a)  e,(w)J 


Y 


A     y  sin^B 


(iti. 


Mais  rintégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  pério- 
dique et  a  pour  période  4K. 

En  effet,  si  Ton  change  u  en  u  +  2K,  sin  6'  et  &  changent  de 
signe  en  conservant  la  même  valeur  absolue,  tandis  que  cos  ff  et 
sin  0*  conservent  la  même  valeur  (ceci  aux  termes  en  o»^  près). 

Posons  maintenant 


a'— sine' cos*'  ,        /^"e'  —  sine'cose' 

flu)  = — et     F(ti)=  /     — 

on  aura 

/•(  -  u)  =  -  At*).     A(«'-^2K) f(u) 

et  par  suite 


du, 


/''f{u)du  =  /'f{u)du  -f  f  f{-  u)du  =  0. 
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Donc 
¥(u-*'^K)=r^^f(u)du=f^f(u)du  -^-f^iu  -f-  2K)dti 

c'est-à-dire 

F(ti-*-î2K)  =  — F(ii), 

et  on  en  déduit 

F(ti  -^  4K)  =  —  F(tm-  2K)  =  F(u), 

ce  qui  démontre  la  périodicité. 
Quant  aux  fonctions 

,  H(u--at)  «;(tt) 

J^       ^ 1        g^  ^ 

H(tl-+-at)  ©i(t<)' 

elles  sont  périodiques  et  ont  pour  période  2K . 

Donc,  en  remplaçant  u  par  A^  et  K  par  AT,  4T  désignant  par 
suite  le  temps  d'une  oscillation  complète,  on  aura  : 


f 


=  fo-'»(^'-^-«ç)(T-4-0 


m  cos 


$0  —  sin  »o  cos  60  /  I  —  a\ 


P(0  désigne  ici  une  fonction  périodique  du  temps  dont  la  période 
est  4T  (e*est-à-dire  la  durée  d'une  oscillation  complète),  et  telle 
que  F[(2n  —  1)T]  =  0,  n  étant  un  nombre  entier. 

Nous  aurons  donc  pour  la  vitesse  de  rotation  du  plan  d'oscil- 
lation 

rfr              /!  -I- a  \  Oo — sin  0„  cos  do/  ^ — a\ 

Tt  —  i—i «gJ->-ncosy.-^_^,       r-^-â-j' 

formule  exacte  aux  termes  en  u^  près. 
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DEUXIÈME  PARTIE 


hlnenoe  dei  termes  en  aU  sur  le  mouTement  du  pendule  de  Foucault. 

Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  chercher  quelle  peut 
être  rinfluence  des  termes  en  oiflt  sur  le  mouvement  du  pendule* 
lorsqu^on  suppose  que  Ton  considère  un  temps  suffisamment 
long. 

Pour  voir  quelle  peut  être  Tinfluence  de  ces  termes  en  (ù%  pro- 
posons-nous de  déterminer  la  vitesse  moyenne  de  rotation  du 
plan  d'oscillation  pendant  la  (n  +  1)'  oscillation. 

Reportons-nous  aux  équations  (1)  et  (2), 

(1).     .     .    .    sin«tf^-y  -h(-J  =-^(cos6-cos0o), 
(2).    .    .sin'df—  -t-  ni  =  nsin'^^,  —  î2m  /sin'ecosfrfa, 

et  considérons  fintégrale  qui  Ggure  dans  la  dernière  équation. 
En  désignant,  comme  précédemment,  par  4T  le  temps  d*une 
oecillation  complète  et  prenant  de  plus  ^  =  0  pour  u  ^=> —  K  (au 
lieu  de  prendre  ^  =  0  pour  u  =  0),  elle  pourra  s'écrire 

/»*"^  dô  /"  d6 

sin'e  cosf  -j-dl  -i-  /  sin* ô  cos  ?  —  dt ; 
dt        t/  dt 

comme  d'ailleurs  cette  intégrale  est  multipliée  par  m  «=  &>  ces  > 
(^  étant  la  latitude  du  lieu),  et  que  nous  voulons  garder  seule- 
ment les  termes  en  <ù%  nous  pourrons,  dans  le  calcul  de  cette 
intégrale, négliger  tous  les  ternies  en  u',  et  même  ceux  en  <ù  qui 
ne  seraient  pas  multipliés  par  t. 


il  —  m  — 

Pour  calculer  Tintégrale 


/' 


*"J  de 


nous  remarquerons  qu^en  désignant,  comme  nous  Pavons  déjà 
fait,  par  6'  la  projection  de  9  sur  le  plan  d^oscillation,  et  par  r 
Tazimut  de  ce  plan  d*oseilIation  à  Tinstant  que  Ton  considère,  on 
aura,  aux  termes  en  oifl  près, 


/*"T  de  p^  de' 

sÎD^dcos?  —-  rfi  =  /  sin'6'  cosT-T-  dt(*). 
dl        J  dt 

En  effet,  tant  que  6  n*est  pas  lui-même  très  petit  de  Tordre  de  u, 
il  ne  diffère  de  6'  que  par  un  terme  de  Tordre  de  cd',  puisque 
Tangle  du  plan  passant  par  la  verticale  et  le  pendule  avec  le 
plan  d*oseillation  est  de  Tordre  de  go;  quant  aux  éléments  de 
Tintégrale  correspondant  à  des  valeurs  de  6  très  petites  de 
Tordre  de  Gi>,  comme  la  quantité  sous  le  signe  dey*contient  sin'6 
en  facteur,  ils  seront  tous  multipliés  par  gû^,  et  pourraient  être 
négligés. 

Calculons  donc  Tintégrale 


/ 


':\  de'  . 

Sm  0'  COST  -r-dt, 


dt 


en  y  conservant  les  termes  en  (ùL 
Nous  aurons,  en  intégrant  par  parties, 


de'  e, — sindicosdi  Bq — sindocoseQ 


iirrB  COST  -—dl  =  cost, cos«>h 

dt  2 


- 


IhT 

—  sind'  cos»'   .      dr 

smr  —  o^ 


2  dt 


(*)  cos  r  ayant  un  signe  déterminé  par  la  position  actuelle  du  point  de  départ  du 
pendule. 


—  123  —  43. 

6i  et  T|  désignent  les  valeurs  de  6'  et  de  r  au  commencement  de 
la  (n  +  1)*  oscillation,  et  90  désigne,  comme  dans  la  première 
partie,  la  valeur  initiale  de  9  qui  est  aussi  la  valeur  initiale  de  r. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  Tintégrale  qui  figure 
dans  le  second  membre  est  nulle  aux  termes  en  &>'  près. 

Si  Ton  pose  en  effet 


/ 


ô'  —  sine'coso'  , 

dt  =  F(th 


on  verra  facilement  que  la  fonction  F(t)  jouit,  aux  termes  en  (ù^ 
près,  de  la  propriété 

F(f  4.2T)==  — F(0; 

car  lorsqu*on  néglige  les  termes  en  u'  nous  avons  vu  que  9'  et 
sin  6'  changent  de  signe  lorsqu'on  change  t  en  t  -*-  2T,  et  que 
de  plus  ils  changent  également  de  signe  lorsqu'on  change  t  en 
2T  —  t;\l  n'y  a  par  suite  qu'à  se  reporter  à  ce  que  nous  avons 
dit  aux  pages  9  et  10  pour  en  déduire  la  relation  cherchée 

F(t-^2T)  =  — F(0. 

On  en  conclut,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque, 

F  (2nT)  =  0. 
On  aura  par  suite 

ô'— sine'cose'         dr ^  f      J       làrV      .  ,  r/'r! 

— 2 — ""  v*'^'=-y  '^i^jt)  -^""'^5?j'''- 

0  0 

Mais  si  l'on  se  reporte  à  la  valeur  donnée  précédemment  de  ^ 
(page  10),  valeur  exacte  aux  termes  en  u^  près,  on  voit  que 
^1  et  ^  contiendront  tous  deux  ofl  en  facteur. 
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Oo  pourra  par  suite  négli|;er  cette  intégrale,  et  prendre,  en  ue 
négligeant  que  des  termes  en  u^. 


sin"  ïï  cosT  -—  a(=cos T| cos«>o 

Ai  2  ^2 

0 

On  aura  donc  enfin  pour  les  équations  du  mouvement  pendant 
la  (n  +  1  )'  oscillation  les  équations  suivantes  exactes  aux  termes 
en  w'  près 

(1).    •    •    •   (t-)  -»- sin'ef-^j  =2A'(costf  — costfo) 

sin'a---e=5  —  n  (sin'o  —  sin'0o)  —  mcosT|(0,  —  sind|Cosei) 
ai 

r'  de' 

-+■  m  cosfo(®o—  sinôocoseo)  —  2m/sin'0'  cost  — d^ 

Inl 

Mais  dans  Tintégrale  qui  figure  dans  la  seconde  équation,  les 
limites  d*intégration  diffèrent  au  plus  de  4T,  et  de  plus  la  quan- 
tité sous  le  signe  y*  ne  contient  pas  de  termes  où  i  entre  en 
facteur  ;  nous  pourrons  donc,  dans  cette  intégrale,  négliger,  sans 
inconvénient,  les  termes  en  u^,  puisque  ces  termes  ne  seront 
pas  multipliés  par  t. 

Intégrons  cette  dernière  intégrale  par  parties,  en  négligeant  les 
termes  en  -^  etremplaçant  t  parr^  dans  le  résultat  (ce qui  revient 
à  négliger  les  termes  en  u^),  la  seconde  équation  deviendra 

!df 
sin*6  3--=  —  n  (sin*  6  —  sin*0o) —  wi  cost,  (0'  —  sin  0'  cos  0') 
ai 
-♦-  m  cosî>o(^o  —  sin  00  cos  0©). 

Des  équations  (1)  et  (8)  on  déduit 

^rfcos0\* 


1  =2A'(cos0  —  cos0o)sin*0  — [n(sin*0  —  sin'0o) 


(6).  .  {        \    di 

—  m  cos  f  0(^0  —  sin  Bq  cos  0q)  -+■  m  cos  t,  (0'  —  sin  0'  cos  0')]*. 
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Cette  dernière  équation  nous  permet  d'obtenir  Tangle  d'écart  6| 
du  pendule  au  commencement  de  la  (n  -«-  1)' osciiiation.il  suffit 
pour  cela  de  remarquer  que  pour  cette  valeur  de  6  le  second 
membre  de  Téquation  (6)  est  nul. 

Posons 

nous  aurons  pour  la  valeur  de  >i|  qui  annule  le  second  membre 
de  (6) 

m*  (ces  f  0  —  cos  ri)'  i&o  —  sin  Oq  cos  Oq)' 


Jf4=*  — 


2A*  sin'  e. 


Comme  cette  valeur  de  ri^  contient  ac^  en  facteuk*  et  qu'elle  n'est 
pas  multipliée  par  ^  nous  pourrons  la  négliger  et  considérer 
Tangle  d'écart  du  pendule  au  commencement  de  la  (n  + 1)'  oscil- 
lation comme  étant  égal  à  6^. 

En  reprenant  alors  les  calculs  des  pages  4  et  suivantes,  et 
remarquant  que  l'on  peut,  dans  ces  calculs,  négliger  les  termes 
en  &)>,  puisque,  d'une  part,  nous  ne  considérons  qu'une  seule 
oscillation,  la  (n  +  ly,  et  que,  d'autre  part,  les  équations  (1),  (5) 
et  (6),  qui  s'appliquent  à  cette  oscillation,  ne  contiennent  aucun 
terme  en  gû^^,  on  obtiendra,  en  partant  des  équations  (1),  (5) 
et  (6), 

i  n  sin'  Bo-^  m  cos  ^ o  (^o  —  sin  0o  cos  Bq) 

A  1/2  (1  —  cos  Bo) 

dr  fi  -*-  a  \  ôo — sindocosdo  /  4  —  a\ 

--  =  —  n    — ; aÇ    -4-  mcosfo ; «Ç  h 1» 

dt  \     2  /  ^*        i  —  o'         \  2     / 

ou,  en  remplaçant  a  par  cos  6q, 

dr  I     t^     y      A  60  — sin^ocoseo/      ■         .  J.\ 

—  ■= — ni  cos' Çcos0ol-4-mco8î»o r-^ IÇco8tfj,-*-sm  -  I- 

ut  \        2  /  sin  9q        \  z/ 

Ce  calcul  se  fera  absolument  comme  aux  pages  4  et  suivantes, 
en  parlant  des  équations  (l),(2)et(3),  puisque,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit,  on  peut  également  négliger  les  termes  en  &>*  dans 
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ce  nouveau  calcul^  sans  avoir  à  craindre  de  négliger,  en  faisant 
cela,  des  termes  en  tù^t. 

Nous  avons  donc  obtenu,  de  la  sorte,  la  valeur  ^  de  la  vitesse 
de  rotation  du  plan  d*oscillation,  valeur  dans  laquelle  on  a  tenu 
compte  des  termes  en  Gi>*^ 

On  peut  remarquer  que  cette  expression  fait  voir  que  ^{^  dépend 
de  Torientation  du  point  de  départ  du  pendule,  mais  qu^il  reste 
constant  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  On  en  conclut 
également  ce  fait  assez  remarquable,  que  la  vitesse  de  rotation 
du  plan  d'oscillation  dépend,  non  de  son  orientation  à  Tinstant 
que  Ton  considère,  mais  de  rorientation  de  son  point  de  départ 
à  Tinstant  initial  du  mouvement. 

On  voit  de  plus  que  si  le  pendule  est  abandonna  à  lui-même 
dans  un  plan  déterminé,  la  vitesse  de  rotation  du  plan  d'oscillation 
ne  sera  pas  la  même  suivant  que  le  pendule  aura  d'abord  écarté 
de  la  verticale  vers  le  sud  ou  vers  le  nord,  puisque,suivant  le  cas, 
cos9q  aura  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 

Nous  remarquerons  enfin  qu'en  s'arrétant  aux  termes  en  9^^ 
on  a 

ç  ==  -  sin'  -   1  -I-  -  sm'  - 
2        2\         8        2 

ou 


^  ii       ^''' 


96/' 


et  avec  la  même  approximation 


dr  /        3  ,       23     \  ^ 

—  =  —  ni B:  H 6j    -I-  m  ces  ©o- 

dt  \         8  "      256  V  ^°4 
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1. 


SUR  L'ORDRE 


DIIN 


sTSTiis  dIquations  différentielles 


rAB 


IC.    Oamille    JORDAPT 


M««br«  de  l'Iottitat  de  Prane*. 


Soient 


/"=o,  /;=.o,   /,  =  o,  /5=o, 


un  système  d'équations  différentielles  entre  une  variable  indé- 
pendante tf  et  des  fonctions  x,  y,  z,  ti.  Supposons  que  les 
dérivées  d*ordre  le  plus  élevé  qui  figurent  dans  ces  équations 
soient  indiquées  par  le  tableau  suivant  : 


A 


A 


m 

tw, 

fW, 

nti 

n 

«1 

«1 

«I 

P 

P« 

Pi 

P» 

9 

1i 

7« 

?» 

y 

z 
u 


on  obtiendra  (en  général)  Tordre  de  ce  système,  c'est-à-dire  le 
nombre  des  constantes  arbitraires  qu'introduira  Fintégration,  en 
prenant  la  plus  grande  des  sommes  diagonales  7?3  +  n^i  -h  p^  +  93, 
nti  -H  n  +  P2  +  93»  «-  obtenues  en  ajoutant  quatre  termes  du 
tableau  appartenant  à  des  lignes  et  à  des  colonnes  différentes. 

VII.  9 


4. 
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D'autre  part 

M  -I-  /?  =  /i|  -♦-  Pt  -^-  7s  -♦-  p  ^  p«  -♦-  N,  "^  M,  -I-  p, 
M  -4-  7  =  w,  -H  p,  -^  7s  -^  9  ^7,  -+.  Ns'<  Ms  -♦-  75 
M,  -H  p,  =Pj  -^  75  -H  w  -+-  p,  ^p,  -H  N,  '^ M,  -♦-  p, 
M, -+-7,  =Pj  -+-  7sH-  n-+-  7i™7s  -^Ns^Mj-*-  7s. 

Le  plus  grand  des  nombres  de  la  suite  (2)  pourra  donc  être. 
cherehé  exclusivement  parmi  les  deux  nombres 

M, -t-pî,    Ms-hps, 

et  le  plus  grand  des  nombres  de  la  suite  (3)  parmi  les  nombres 

Mj  -♦-  7î,    Ms  -H  7$. 

Soit  pour  flxer  les  idées  M3  h-  ps  ^  Mj  h-  pj. 

On  verra  de  même  que  le  plus  grand  des  nombres  de  là 
suite  (3)  pourra  être  cherché  en  dehors  du  nombre  M,  -4-  9^; 
ce  maximum  sera  donc  Mj  -+-  75. 

Cela  posé,  on  aura 

E,=  M,-+-w,,     E,  -  Ms-t-ps,     Es=M,-+-7,  >'M5-i-7s^M,-t-p,, 

d'où 

E|  -♦-  Ej  -4-  E3  ^  Mi  -+-  M2  ^  Ms  fr-  n,  H-  ps  -+-  7,  ^  M  -+-  Ml  -4-  M,  -H  Mj, 

et  d'autre  part 

E,  -I-  Ej  -f-  E,"^  M|  -♦-  M,  -+-  Ms  -♦  w,  -+-  Pj  -+-  75"^  M  -f-  M,  -4-  M,  -h  Mj. 
On  aura  donc  bien 

E,  -f-  E,  -4-  Es  =  M  -+-  M,  -4-  M,  -H  Ms, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cela  posé,  Tordre  de  l'équation  finale  en  x,  résultant  de  Téli- 

mination  de  y,  z,  u,  sera  évidemment  égal  au  plus  grand  des 

nombres 

M  -4-  m,     M|  -4-  wii,     M,  -4-  m,,     Ms  -4-  iHj, 


c'est-à-dire  à  la  plus  grande  des  sommes  diagonales  du  détermi- 
nant total. 


•  • 
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D*autre  pari 

M  -I-  /?  =  /i|  -♦-  Pï  -H  qf5  -H  p  ^  p,  -♦-  N,  "^  M,  -+-  p, 
M  -4-  7  =  W4  -♦-  p,  -^  7,  ^  9  ^^j  -+-  Ns  "^  Mj  -♦-  Çs 
M,  -H  p,  =p,  -*-  ?5  -*-  w  -4-  p,  ^p,  -♦-  Nj  ^  M,  -♦-  p, 
M, -+-Ç,  =Pj  -+-  Çs -<-  n -+-  9i™9s  -^  Ns^MjH-  7s. 

Le  plus  grand  des  nombres  de  la  suite  (2)  pourra  donc  étn^ 
cherché  exclusivement  parmi  les  deux  nombres 

M, -4- pî,    Mj-hps, 

et  le  plus  grand  des  nombres  de  la  suite  (3)  parmi  les  nombres 

Soit  pour  flxer  les  idées  M3  -+-  p^  ^  Mj  h-  pj. 

On  verra  de  même  que  le  plus  grand  des  nombres  de  la 
suite  (3)  pourra  être  cherché  en  dehors  du  nombre  M3  -4-  q^; 
ce  maximum  sera  donc  Mj  -+-  q^. 

Cela  posé,  on  aura 

Ei=M,-t-n,,     E,  -  Mj-t-ps,     E5=Mî-+-7,  ^'Mj-i-Çs^Ms-i-p,, 

doù 

E|  -♦-  E,-4-  E3  =  M|  -4-  M,  ^  Ms  ♦-  ni  -t-pj  H-  7,  ^M-H  Ml  -♦-  M,  -H  Mj, 

et  d*au(re  part 

El  -♦-  Ej  -f-  E,™  M,  -♦-  Mj  -H  Ms  -*^  n,  -4-  Pj  -I-  q{y  M  -♦-  M|  -♦-  Mj  -h  Mj. 
On  aura  donc  bien 

El  -+-  E,  -+-  E3  =  M  -*-  M,  -^  M,  -^  M5, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Cela  posé,  Tordre  de  Téquation  Gnale  en  x,  résultant  de  Téli- 

mination  de  y,  z,  u,  sera  évidemment  égal  au  plus  grand  des 

nombres 

M  -♦-  m,    M|  -♦-  mi ,    M,  -♦-  fUj,    Mj  -♦-  iWs, 

c'est-à-dire  à  la  plus  grande  des  sommes  diagonales  du  détermi- 
nant total. 
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DE  L'ENVAHISSEMENT 


DES 


GLACIERS  DE  LA  DÔLE 


DANS  LES  VALLÉES  SITUÉES  AU  COUCHANT  DE  LA  BIENNE 


fkU 


M.  l'abbé  BOURGEAT. 

Chargé  d«  «oort  «os  PamUtët  eatlioliqoct  de  Lille. 


On  a  beaucoup  écrit  déjà  sur  les  phénomènes  glaciaires  dont 
les  montagnes  du  Jura  ont  été  le  théâtre  vers  le  commencement 
de  la  période  quaternaire.  Il  y  a  en  effet  plus  de  quarante  ans 
qu^Agassiz  signalait,  pour  la  première  fois,  sur  le  flanc  oriental 
de  la  chaîne,  un  mélange  de  blocs  d'origine  alpine  et  d'origine 
jurassienne  et  que  MM.  Pidancet  et  Lory  donnaient  communica- 
tion, è  TAcadémie  des  sciences,  des  observations  qu'ils  venaient 
de  faire  sur  les  débris  erratiques  du  voisinage  des  Rousses  et  de 
la  vallée  de  la  Laime.  Chaque  année,  qui  s'est  écoulée  depuis 
eette  époque,  est  venue  ajouter  un  fait  nouveau  aux  faiis  précé- 
demment connus,  et  il  suffit  de  citer  les  noms  de  MM.  Guirand, 
Parandier,  Marcou,  Choffat,  Benoit  et  Girardot,  pour  rappeler 
aux  géologues  les  principales  particularités  signalées  dans  le 
glaciaire  du  Jura.  M.  Benoit  surtout  a  consacré  les  loisirs  d'une 
vie,  bien  occupée  d'ailleurs,  à  noter  avec  soin  tous  les  dépôts 
morainiques  du  Jura  méridional,  à  en  rechercher  la  liaison,  ei 
à  faire  ressortir  les  caractères  des  glaciers  qui  les  charriaient. 


Il  a  de  plus  montré,  dans  une  noie  récente,  quelle  grande  exteik 
sion  avait  prise  la   nappe  de  glace  descendue  par  le  col  dei 
Fourgs  de  la  liauleur  de  Vallorbe,  et  comracol  elle  avait  relayé  " 
les  glaciers  alpins  venue  de  la  Suisse  en  portant  leurs  débris 
jusque  vers  Ornans  et  Mouchard,  sur  le  versant  occidental  du 
Jura.  En  finissant  cette  noie,  l'éminent  géologue  nous  faisait 
espérer  un  travail  analogue  pour  la  région  dont  S'-Ciaude  est 
le  centre,  et  avec  laquelle  il  se   trouve  plus  particuliéremeiU 
familiarisé.  Mais  puisque  rien  n'a  paru  encore,  je  vais,  en  atte 
daiit  la  bonne  fortune  d'une  publication  nouvelle,  signaler  c 
qu'il  m'a  été  permis  de  constater  pendant  trois  ans  de  cours 
dans  cette  région,  si  riche  en  phénomènes  géologiques  de  touj 
genre.  Et  pour  mieux  permettre  au  lecteur  de  suivre  l'enchaiiH  ' 
ment  des  faits,  je  vais  rapporter  mes  observations  dans  l'ordi 
même  suivant  lequel  elles  ont  été  faîtes. 

Les  premiers  débris  glaciaires  qui  attirèrent  mon  attenlitil 
furent  ceux  de  la  vallée  ou  Combe-des-Prés,  qui  occupe  à  peu 
près  le  milieu  de  la  carte  ci-joinle,  et  qui  est  située  au  coucliant 
de  la  Bienne,  à  un  niveau  supérieur  de  15  à  20  mètres  au  moins 
ù  relui  des  vallées  qui  lui  sont  conliguës.  Cette  vallée,  comme 
toutes  celles  du  Jura,  a  une  direction  t\  peu  près  parallèle  à  la 
chaîne  avec  une  faible  pente  du  NE.  vers  le  SO.  Elle  a  7  kilo- 
mètres de  long  sur  2  '/i  kilomètres  de  large;  l'allilude  de  s 
deux  points  extrêmes,  Chùteau-des-Prés  et  les  Prés  de  ValGn.a 
de  9b9  et  929  mètres  et  de  toutes  parts  elle  est  dominée  par  dtd 
arêtes  étroites,  de  manière  à  Ggurer  une  boiilonniére  cllipsoïdalcu 
qui  aurait  mis  au  jour,  à  un  niveau  supérieur  à  celui  des  ré^ool 
environnantes,  les  marnes  oxfordiennes  à  travers  le  Corallien  fl 
le  Purllandicn  rompus. 

Il  semble,  d'après  celte  description,  qu'on  ne  devrait  y  i 
contrer  d'autres  débris  glaciaires  que  ceux  qui  peuvent  proveni 
des  arêtes  qui  la  dominent;  mais  comme  celles-ci  sont  foc 
étroites  et  d'une  élévation  médiocre,  les  dépôts  erratiques  ( 
vraient  y  élre  à  la  fois  très  minces  et  très  rares.  Et  eependaol 
c'est  tout  le  contraire  qu'on  observe,  car  de  Château -des- Pré 
aux  Prés  de  ValGn,  on  ne  compte  pas  moins  de  six  monticule) 
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morainiques  d'une  superficie  de  plus  de  10  hectares  chacun,  et 
d'une  hauteur  qui  dépasse  généralement  10  mètres.  Des  monti- 
cules semblables,  mais  de  dimensions  plus  modestes,  s'observent 
sur  les  petits  cols  qui  découpent  les  arêtes  dominant  la  combe. 
C'est  ainsi  que  Ton  en  rencontre  à  la  montée  du  Rivon,  entre 
les  Près  de  Valfin  et  Leschères;  au  col  de  Sur  la  Côte,  entre  les 
Prés  et  Valfin;  au  col  de  Sur  les  Montées,  entre  les  Prés  de  la 
Rixouse  et  la  Rixouse;  au  col  de  Sur  la  Ville,  entre  les  Crozats 
et  les  Villards;  au  col  de  la  Pontoise,  entre  Lézat  et  Château- 
des-Prés;  et  enfin  au  col  de  TEcluse,  entre  ce  dernier  village  et 
celui  de  Chaux-des-Prés  situé  plus  au  couchant. 

Lorsque  je  vis  pour  la  première  fois  ces  immenses  dépôts,  et 
que  j'observai  l'étrange  position  d'un  certain  nombre  d'entre  eux, 
je  fus  fortement  tenté  de  révoquer  en  doute  l'existence  du  gla- 
ciaire dans  le  Jura.  Ils  étaient  trop  nombreux  ou  trop  perchés 
sur  les  arêtes  limitant  la  combe  pour  pouvoir  être  attribués  à 
un  phénomène  simplement  local.  D'autre  part  je  ne  pouvais 
admettre  qu'ils  fussent  venus  des  hautes  chaînes  par-dessus  les 
vallées  voisines,  dont  le  niveau  est,  comme  il  a  été  dit,  inférieur 
d'au  moins  20  mètres  à  celui  de  la  Combe-des-Prés,  surtout  par- 
dessus celle  de  la  Bienne,  qui  est  à  plus  de  200  mètres  en  contre- 
bas. Il  fallut  la  présence  manifeste  de  stries  à  la  surface  des  blocs» 
leur  empâtement  dans  une  boue  argileuse  et  le  moutonnement 
constaté  de  quelques-unes  des  roches  sous-jacentes  pour  me  faire 
admettre  que  j'étais  bien  en  présence  de  dépôts  morainiques. 
J'avais  essayé  toutes  les  hypothèses,  lorsque  j'eus  occasion  de 
parcourir  les  vallées  de  Leschères,  de  Chaux-des-Prés  et  de 
Prénovel,  qui  s'étendent  au  midi  et  au  couchant  de  la  Combe- 
des-Prés.  Dans  toutes,  je  retrouvai  quantité  de  débris  erratiques. 
Dans  celle  de  Leschères,  j'en  vis  au  NE.  du  village,  au  bas  de 
l'escarpement  qui  le  sépare  des  Prés  de  Valfin  ;  j'en  retrouvai 
au  couchant  du  Rivon  et  au-dessous  des  maisons  de  la  Landoz. 
Celle  de  Chaux-des-Prés  m'en  présenta  au  N.  et  à  l'E.  du  village 
en  quantité  tellement  grande,  que  la  dépression  située  dans  la 
direction  de  Château-des-Prés  en  était  comblée.  J'en  vis  aussi, 
mais  en   proportion  beaucoup  moindre,  dans  la  combe  de  la 


Landoz,  au  moulin  Jean,  cl  Jans  les  champs  du  Pré-Coccu,  sîtuéll 
sur  le  chemin  de  Chai ix-des- Prés  ii  Prénovel,  Enfin,  dans  ceiwl 
dernière  vallée,  le  filaciaire  se  montra  à  moi  px-ês  des  maisonK-f 
de  Sur  l'Arèle,  sur  le  chemin  de  S'-Maurice,  au  couchant  d» 
village  des  Piards,  près  de  la  ferme  de  iVanchez,  el  à  la  petite-1 
scierie  d'Eiicrozei.  C'était  le  même  aspect  extérieur,  le  même 
mélange  d'argile  et  de  blocs  striés  que  dans  la  Combe-des-Prés. 
Dans  la  vallée  de  la  Biennc,  que  je  parcourus  cnsuile,je  retrou- 
vai ces  débris  à  Tancua,  aux  Mouillez,  entre  les  Villards  et  Lézal^ 
à  La  Rixousc,  entre  La  Rixouse  et  Vallin,  au  N.  du  Bois-d&g 
Banc,  â  la  Cote  de  Très-le-M<ir,  à  Noire-Combe,  et  tout  le  \ot^ 
des  Monis  de  Biennc,  depuis  Morez  jusqu'en  aval  de  la  Mouilt 
(>l  de   Longcbaumois.  J'en  retrouvai  encore  des  lambeaux  aïk 
hameau   des  Combes,  à  la  ferme  de  la  Moranchc,  â  Grand-J 
Essarl,  à  Ponihoux  et  sur  plusieurs  points  du  col  qui  va  i 
Très-le-Mur  à   S'-Lupicin.   Plus   loin,  vers  les   hautes  chaioes;^ 
j'en  vis  sur  tout  le  plaleau  de  Longcbaumois  jusqu'à  la  ferme 
de  Haut-Crèi  el  à  la  forêt  de  la  Frassc.  Au  N.  de  la  Combe- 
tIes-Prés,  je  retrouvai   des  débris  semblables  à   l'abbaye  du 
iirandvaux,  sur  le  Moulin,  nu  Ccriiois,  et  sur  tout  le  territoîM 
des  Frasses. 

Tout  cela  me  Ut  supposer  que  j'étais  en  présence  d'un  phén 
noniène  plus  général  que  je  ne  l'avais  cru  tout  d'abord;  et  cel 
d'autant  plus,  qu'en  tous  les  points  où  le  glaciaire  était  visible^ 
soit  dans  la  vallée  de  la  Biennc,  soit  dans  les  vallées  voisines,  od' 
le  voyait  buter  au  N.  et  à  l'E.  contre  les  saillies  du  sol,  comme 
s'il  eût  été  entraîné  par  un  glacier  venu  des  hauts  sommets. 
L'idée  me  vint  naturellement  d'examiner  avec  soin  la  nature  des  i 
blocs  engagés  dans  la  pâte  argileuse;  car,  dans  l'hypothèse  du 
simples  phénomènes  locaux,  je  ne  devais  trouver  que  des  débrït^ 
jurassiques  dans  Icsconibes  jurassiques  de  Prénovel  el  des  Prés 
et  que  des  débris  nèocomiens  dans  la  vallée  néoeomienne  de  Les- 
chéres.  Seules,  la  vallée  de  la  Bienne  et  la  combe  du  Grand-. 
Vaux  pouvaient  présenter   un   mélange   des   deux   espèces  ( 
roches,  puisque  là,  ou  bien  le  néocomien  et  le  jurassique  constt*! 
tuent  successivement  U'  fond  de  la  vallée,  ou  bien  le  néocomien f 
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n'a  pas  une  étendue  suffisante  pour  en  recouvrir  tous  les  flancs  ; 
il  est  débordé  en  amont  par  les  couches  jurassiques  restées  à  nu. 
Or,  ce  n*était  pas  seulement  dans  ces  deux  dernières  vallées, 
mais  encore  dans  toutes  les  autres  que  le  mélange  était  parfai- 
tement visible.  Naturellement,  dans  les  vallées  néocomiennes, 
les  blocs  néocomiens  étaient  plus  abondants,  tandis  que  les 
blocs  jurassiques  dominaient  dans  les  combes  de  Prénovel  et 
des  Prés.  Mais  partout,  je  pus  observer  un  mélange  des  calcaires 
blancs  du  jurassique  supérieur,  des  calcaires  roux  du  valangi- 
nien,  et  des  calcaires  saccharoïdes  rosés  de  Turgonien.  Ainsi , 
dans  la  combe  des  Prés,  où  loxfordien  est  en  si  grande  abon- 
dance, je  vis  les  fragments  néocomiens  augmenter  en  nombre 
à  mesure  que  je  m'avançais  des  Prés  de  Valfin  à  Château-des- 
Prés,  c'est-à-dire  vers  l'origine  probable  du  glacier.  J'observai 
la  même  chose  dans  la  combe  de  Prénovel  en  remontant  d'En- 
crozet  vers  le  col  du  Moulin-Jean.  Dans  les  vallées  de  Chaux-des- 
Prés  et  de  Leschères,  les  blocs  néocomiens  et  jurassiques  étaient 
en  proportion  à  peu  près  égale,  sauf  vers  le  S.  où  le  néocomien 
dominait  manifestement.  A  l'Abbaye,  au  Cernois  et  sur  le  Moulin, 
le  jurassique  était  prépondérant,  bien  que  le  fond  de  la  combe 
fût  néocomien.  Enfin,  dans  la  vallée  de  la  Bienne,  le  jurassique 
me  parut  dominer  à  Valfin,  Très-le-Mur  et  La  Rixouse,  tandis 
que  le  néocomien  prenait  le  dessus  à  mesure  que  l'on  remontait 
de  La  Rixouse  à  Morez,  ou  que  l'on  descendait  de  Très-le-Mur  à 
S'-Lupicin. 

Ce  mélange  invariable  de  néocomien  et  de  jurassique  sur  tous 
les  points,  que  je  viens  de  passer  en  revue,  devait  m'amener  à 
rechercher  quelque  liaison  entre  les  moraines  qui  les  renfer- 
maient. La  chose  ne  fut  pas  difficile,  car  les  jalons  intermé- 
diaires ne  faisaient  pas  défaut.  C'est  ainsi  que  je  vis  le  glaciaire 
d'Encrozet  se  rattacher  à  celui  des  Piards,  puis  à  celui  de  Pré- 
novel, et  finalement  à  celui  de  Chaux-des-Prés  par  des  amas 
détritiques  de  moindre  importance  répandus  sur  le  versant  occi- 
dental de  la  forêt  de  Leschères  et  dans  le  col  du  Moulin-Jean. 
Celui  de  Leschères  se  rattachait  à  la  même  source  par  le  Rivon, 
la  Landoz,  et  les  monticules  disséminés  çà  et  là  entre  la  Landoz 
et  Chaux-des-Prés. 
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leste,  en  sorte  que  je  ne  pus  douier  que  toute  la  masse  détritique  ^^ 
des  vallées,  situées  au  S.  et  au  couchant  de  la  Combc-(ies-Prés,  ne    ^ 
fût  un   écoulement  du   glacier   qui   recouvrait  le  territoire  du     i 
Château.  Celui-ci  déversait  aussi  ses  moraines  sur  les  Prés-des-     - 
ViHards,  tes  Prés  de  La  Rixouse  et  les  Prés  de  Vallin  ;  car,  de  i^^Ê 
limite  N.  à  la  limite  S.  de  la  combe,  les  blocs  détritiques  se  sm^H 
cédaieiitsans  interruption.  Les  débris  glaciaires  de  Château-des*-^! 
Prés  se  raccordaient  à  leur  tour  à  ceux  de  Sur-Ie-Moulin,  de 
l'Abbaye  et  des  Cernois  par  les  moraines  qui  recouvrent  le  icrri- 
loire  des  Frasses,  et  le  tout  tenait  au  glaciaire  de  la  vallée  de  la 
Bienne  par  les  amas  détritiques  épars  qb  et  là  dans  le  col  de  la 
Pontfiise.  Quant  à  la  vallée  de  la  Bienne,  les  amas  morainiqucs 
observés  à  Ponihoux,  Grand-Essari,  Très-le-Mur,  le  Bois-dr- 
Banc,  La  BixDuse  et  les  Villards  étaient  précisément  dans  la 
position  où  ils  auraient  dû  se  déposer  si  un  grand  glacier  était 
descendu  par  La  Bixouse  et  Lézal  et  avait  débordé  an  voisinage 
de  ValJin  les  monticules  du  Thuret  et  des  Resses.  Le  niveau  de 
ce  glacier  se  suit  d'ailleurs  raeilement,  gràee  à  deux  cordons 
morainiques,  dont  l'un  domine  à  l'oceident  les  champs  cultivés 
de  La  Rixouse  et  des  Villards,  et  dont  l'autre  s'étend  sans  dis- 
continuité de  Noirc-Combc  à  Morez,  par  les  Monts-de-Bienne 
et  la  Mouille.  Sur  le  plateau  de  Longchaumois,  les  moraines  se 
touchent  el  les  plus  inférieures  viennent  se  souder  à  ta  Mouille 
au  grand  amas  glaciaire  du  col  de  la  Ponloise  et  de  la  vallée  c 
la  Bienne. 

Tous  les  débris  morainiques  se  présentent  donc  comme  s*S 
élaieni  le  produit  d'un  glacier  gigantesque,  desi-cndu  des  chaiiM 
élevées  du  Jura.  Et  quelque  répugnance  que  j'eusse  à  admeitr 
celte  conclusion,  parce  qu'elle  supposait  que  la  partie  < 
rieure  de  la  vallée  de  la  Bienne  avait  été  débordée  par  I 
glaces,  il  fallut  bien  me  rendre  à  l'évidence  des  faits.  Ne  voulfiM 
pas  néanmoins  m'en  tenir  à  mes  seules  observations,  j'en  fis  pn 
à  M.  Guirnnd,  qui  a  si  longtemps  et  si  bien  étudié  la  banlieue  d 
S'-CIaude.  Avec  t'obligeancc  que  tout  le  monde  lui  cannait.  * 
éminenC  géologue  me  donna  communication  d'une  carie  à  granA 
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échelle,  où  il  avait  signalé  les  dépôts  erratiques  de  la  combe  de 
Tressus,  de  la  Cluse  du  Flumen ,  des  vallées  de  Vaucluse  et  du 
Tacon.  Le  niveau  élevé  auquel  s'y  trouvait  le  glaciaire  dissipa 
toutes  mes  hésitations ,  et  je  m'empressai  de  me  ranger  à  une 
idée  qui  m'avait  d'abord  paru  si  étrange.  Et  de  fait,  quelque 
puissant  qu'ait  dû  être  le  glacier  descendu  de  Morez  sur  Lézat, 
pour  déborder  le  col  de  la  Pontoise,  ses  dimensions  n'étaient 
que  peu  de  chose  en  comparaison  des  grands  glaciers  alpins. 
Et  si  ces  derniers  ont  pu  combler  la  plaine  helvétique  et  se  dé- 
verser par  les  cols  du  Jura,  il  n'y  a  rien  d'étrange  à  ce  que  celui 
qui  nous  occupe  ail  rempli  la  vallée  de  la  Bienne,  infiniment 
moins  large  et  moins  profonde,  et  plus  proche  en  outre  des 
sources  glaciaires. 

Voici  donc  comment,  à  mon  avis,  les  phénomènes  se  sont 
passés.  Des  monts  néocomiens  de  la  Dôle,  du  Noirmont,  du 
Rizoux  et  du  Crét  des  Arcets,  c'est-à-dire  d'une  altitude  com- 
prise entre  1400  et  1650  mètres,  descendait  sur  la  cluse  de 
Morez  un  grand  fleuve  de  glace,  qui  remplissait  à  peu  près  com- 
plètement cette  cluse.  En  aval  de  Morez,  il  rencontrait  un  affluent 
puissant  venu  des  hauteurs  jurassiques  de  Bellefontaine  et  de 
Chapelle-des-Bois.  Il  s'effectuait  là  un  mélange  de  moraines; 
après  quoi  le  glacier  de  Bellefontaine,  rejeté  sur  sa  droite  par  le 
glacier  des  hauts  sommets,  suivait  à  angle  droit  le  col  de  la 
Savine,  en  se  chargeant  de  blocs  néocomiens,  et  venait  couvrir 
de  ses  débris  la  combe  du  Grand-Vaux  et  la  vallée  de  la  Laime. 
Le  glacier  des  hauts  sommets  descendait  à  son  tour  la  vallée  de 
la  Bienne,  mêlé  aux  restes  du  glacier  de  Bellefontaine,  et  rem- 
plissait cette  vallée  tout  entière  en  s'avançant  par  Tancua,  la 
Mouille,  les  Mouillez  et  Lézat.  Vis-à-vis  Lézat,  à  l'endroit  même 
où  la  vallée  de  la  Bienne  devient  à  la  fois  plus  profonde  et  plus 
large,  il  subissait  le  contre-coup  d'un  affluent  nouveau,  descendu 
par  les  Charrières  et  Longchaumois  du  bois  de  la  Sambine,  du 
col  du  Boulu  et  des  différents  cirques  de  la  forêt  de  la  Frasse. 
C'est  alors  que,  rejeté  sur  la  droite  comme  l'avait  été  le  glacier 
de  Bellefontaine,  il  se  répandait  en  partie  sur  les  Frasses,  le  Ccr- 
nois,  Château  et  Chaux-des-Prés,  Prénovel  et  les  Piards.  Des 


restes  de  ce  glacier  et  du  glacier  de  la  Frassc,  il  se  Tormaît  il 
fleuve  nouveau  qui  s'écoulaii  vers  La  Rixouse  el  Valfm,  modes^ 
lemeiit  conienii  entre  les  escarpements  de  Noire-Comfac  el  du 
Bois-de-Banc.  A  Valfin,  le  glacier  se  divisait  en  doux  branches, 
dont  l'une  cheminait  par  Très-le-Mur,   Grand-Essarl  el  Pon- 
llioux,  et  l'autre  suivait  le  cours  même  de  la  Bienne,  pour  venir 
se  rejoindre  â  la  première  ù  Pont-de-Lison,  après  selre  grossie 
desafQucnis  de  la  Combe-de-Tressus,  de  la  Cluse-du-FlumeD,_ 
des  vallées  de  Vauciuse  et  du  Tacon  dont  j'ai  parlé  précéden 
ment.  Dans  les  Comhes-dcs-Prés  et  de  Prénovel,  les  moraio 
du  glacier,  qui  avait  débordé  le  col  de   lo  Ponioise,  s'e 
saieni  des  débris  jurassiques  enlevés  aux  parois  de  la  dépressioj 
dans  laquelle  elles  coulaient.  C'est  ainsi  qu'à  mesure  que  l'o 
descend  de  Chàteau-des-Prés  à  Chaux-des-Prés,  ou  de  Prénover* 
aux  Piards,  les  monticules  morainiques  sont  de  plus  en  plus 
(«luvres  en  blocs  néocomiens.  et  olfrent  une  argile  de  plus  en 
plus  péteuse,  due  à  la  trituration  des  marnes  oxfordiennes.  Par 
une  influence  inverse,  le  néocomien  augmente  en  proportion  vers 
l'aval  du  glacier  dans  les  combes  de  Cbaux-des-Prés  et  de  Grand- 
Kssard,  qui  sont  principalement  Torniées  de  valanginien. 

D'après  ce  court  aperçu,  il  n'est  pas  difBcile  de  comprendra 
que  la  marche  des  glaces  dans  la  vallée  de  la  Bienne  n'olTr* 
pas  cette  régularité  classique  que  présentaient  déjà  les  glat 
alpiiis.  Par  le  fait  de  la  convergence  de  toutes  les  vallées  seco 
daires  sur  une  vallée  principale  de  plus  grande  importance,  i 
par  suite  de  la  grande  élévation  des  montagnes  voisines,  les  glt<i 
ciers  des  Alpes  s'en  allaient,  cheminant  sans  diffîcullé  sérieiu 
le  long  de  leur  vallée  d'origine.  Aucun  ufllueni  ne  pouvait  la 
dévier  de  leur  cours  et  les  rejeter  par-dessus  bord,  ce  qui  faitqu'oi 
doit  en  toute  exactitude  donner  à  ces  glaciers  le  nom  de  la  valléi 
qu'ils  parcouraient.  Ici,  il  n'en  était  plus  de  même,  car  h  chsqiN 
reiiconirt',  jusqu'à  S'-Claude  du  moins,  c'élait  l'allluent  latéii 
qui  prenait  la  place  de  la  branche  directe  repoussée  vers  les  ooh" 
et  l'un  peut  dire  que  le  glacier  qui  nous  occupe  n'était  ni  le  gta- 
eier  de  la  vallée  de  la  Bienne,  ni  celui  de  la  cluse  de  Morez,  ni 


eelui  de  la  Torèl  de  la  Fn 


,  mais  quelque  chose  qui  tenait  d 
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trois.  Je  crois  que  le  meilleur  nom  qu'il  conviendrait  de  lui  donner 
est  celui  de  glacier  de  la  Dôle,  parce  que  c'est  ce  dernier  sommet 
qui  domine  toute  la  région,  et  que  laffluent  qui  en  descendait 
entraînait  certainement  plus  de  glace  que  ceux  de  Bellefontaine 
et  de  la  Frasse. 

Quelles  pouvaient  être  maintenant  1  épaisseur  et  la  largeur  du 
glacier  aux  différents  points  de  son  trajet?  La  réponse  à  ces  deux 
questions  dépend  à  la  fois  de  la  position  actuelle  des  débris 
morainiques  et  de  Tinfluence  que  paraissent  avoir  eue  sur  la 
marche  des  glaciers,  les  obstacles  naturels  qu'ils  rencontraient. 
On  ne  saurait  porter  la  surface  de  la  glace  à  un  niveau  supérieur 
à  celui  des  accidents  que  les  moraines  n'ont  pu  franchir,  comme 
on  ne  saurait  l'abaisser  au-dessous  des  amas  détritiques  dont  ces 
accidents  sont  plus  ou  moins  couverts.  Or,  les  blocs  glaciaires  du 
col  de  la  Savine  sont  à  une  altitude  comprise  entre  1000  et 
1070  métrés,  ceux  du  col  du  Cernois  atteignent  1061  mètres; 
ils  sont  à  956  mètres  au  col  de  la  Pontoise,  à  710  mètres  aux 
maisons  de  Très-le-Mur,  et  entre  800  et  710  mètres  tout  le 
long  des  champs  cultivés  de  La  Rixouse.  II  est  donc  impos- 
sible de  faire  descendre  à  un  niveau  inférieur  la  surface  du 
glacier.  Peut-on  la  faire  monter  plus  haut?  Je  ne  le  crois  pas, 
pour  tout  le  parcours  supérieur  au  village  de  Lézat;  car  on  voit 
qu'au  col  de  la  Savine,  comme  à  celui  de  la  Pontoise,  il  a 
suffi  de  monticules  légèrement  supérieurs  à  ce  niveau,  pour 
empêcher  la  glace  de  déborder  au  delà.  Mais  en  aval  de  Lézat, 
il  s'établit  deux  niveaux  bien  différents  ;  d'une  part,  celui  de 
la  branche  qui  avait  débordé  par  Château-des-Prés;  d'autre 
part,  celui  de  la  branche  qui  descendait  la  Bienne.  Le  premier 
se  maintenait  entre  1000  et  900  mètres  jusqu'à  Leschères  et 
à  la  scierie  d'Encrozet,  ainsi  que  l'attestent  les  dépôts  morai- 
niques de  presque  toute  la  région.  Le  second  ne  dépassait 
guère  800  mètres,  car  nulle  part  au  SO.  de  Lézat,  on  ne  trouve 
de  glaciaire  au-dessus  de  ce  niveau,  et,  près  de  Valfin,  il  a 
suffi  de  la  montagne  des  Resses,  légèrement  supérieure  à  800 
mètres,  pour  couper  en  deux  le   tronçon  qui  descendait  vers 
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Poiithoux.  Le  glacier  préscniaii  donc  enlre  le  col  de  la  Savis 
el  celui  de  la  Pontoise  une  surface  à  peu  prés  horizoniatej 
élevée  d'un  peu  plus  de  lUOO  mètres.  Comme  entre  ces  deux' 
points  le  niveau  de  la  Bienne  descend  de  700  à  600  mètres, l'épais- 
seur des  glaces  variait  de  300  à  iOO  métrés.  Plus  bas  dans 
la  direction  de  La  Rixouseet  de  VaIGn,  il  subissait  un  brusque 
abaissement  de  niveau  de  plus  de  200  mètres,  dû  principale- 
ment à  l'élargissement  de  la  vallée  de  la  Bienne  sur  le  terri- 
toire de  Lézal.  Son  épaisseur  se  réduisait  alors  à  250  mètres  au 
plus,  mais  elle  se  maintenait  à  peu  prés  constante  jusqu'à 
Valfin.  De  là  vers  le  S.,  les  points  de  repère  des  champs  de  _ 
Bienne  et  du  Chàteau-Miqui  accusent  un  niveau  supérieur  d^ 
peu  près  200  mèires  au  Tond  de  la  rivière.  Dans  les  bran] 
clies  latérales,  échappées  par  la  Pontoise  ou  par  le  col 
Grand -Essard,  l'épaisseur  de  la  glace  élaii  beaucoup  ptai 
faible.  Elle  atteignait  certainement  40  mètres,  puisqu'on  trouv| 
aux  ècbancrures  de  la  Combe-des-Prés ,  aussi  bien  qu'à  PoOii 
ihuux  el  au  Pré-Coccu,  des  moraines  qui  surpassent  de  i 
chiffre  le  niveau  des  vallées  voisines;  mais  elle  n'allai 
au  delà,  car  des  arêtes  de  bO  mètres  ont  sulH  pour  arrêter 
partout  le  glacier  dans  son  trajet.  Quant  à  sa  largeur  dans  la 
vallée  de  la  Bienne,  elle  était  nécessairement  d'autant  plus 
grande  que  le  niveau  supérieur  de  la  glace  était  plus  élevé,  « 
que  les  pentes  de  la  vallée  s'éloignaient  davantage  de  la  vertM^ 
cale.  Ainsi  elle  était  considérable  à  Morez,  où  elle  atteignait' 
3  kilomètres,  et  vis-à-vis  Longchaumois,  oîi  elle  était  de  6  kilo- 
mètres au  moins.  Partout  ailleurs  dans  celle  même  vallée,  elle 
variail  entre  1  kilomètre  et  3  '/s  kilomètres.  Plus  à  l'O.,  tea 
bras  glaciaires  de  la  Combe-des-Prés,  de  Chaux-des-Prés  i 
de  Prénovel  formaient  comme  une  grande  nappe  de  glace  ait 
dessus  de  laquelle  s'élevaient  les  arêtes  oolithiques  des  forêts 
de  la  Sourda  el  de  la  Joux-Devanl.  Quant  au  bras  de  Grand- 
Essari  et  de  S'-Lupicin,  sa  largeur  était  comprise  entre  3  et 
3  kilomètres  avec  interposition  d'ilois  néocomîens. 

Si  l'on  veut  maintenant  se  faire  une  idée  de  la  pente  moyenoi 
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du  glacier  jusqu'à  Château-des-Prés  du  moins,  il  n'y  a  qu'à  se 
rappeler  que  la  différence  de  niveau  de  Château-des-Prés  et  de 
la  Dôle  est  de  7S0  mètres  environ.  En  divisant  ce  nombre  par 
26  kilomètres,  distance  des  deux  points  suivant  les  sinuosités 
du  glacier,  on  arrive  au  chiffre  de  ^^  à  peu  près,  chiffre  très 
voisin  de  celui  qui  exprimait  l'inclinaison  moyenne  d'un  grand 
nombre  d^anciens  glaciers  alpins.  Il  ne  faut  donc  pas  être 
surpris  qu'il  ait  pu  charrier  au  loin,  comme  ces  derniers,  les 
argiles  et  les  calcaires  recueillis  sur  ses  bords. 

Ce  trait  de  ressemblance  du  glacier  qui  nous  occupe  avec  les 
grands  glaciers  des  Alpes  m'amène  naturellement  à  examiner 
si,  comme  celui  du  col  de  Jougnel,  il  prit  à  sa  surface  les  blocs 
alpins  pour  les  transporter  plus  loin  dans  l'intérieur  du  Jura. 
La  chose  parait  probable,  mais  je  ne  voudrais  pas  la  regarder 
comme  certaine.  J'ai  actuellement  sous  la  main  un  fragment 
de  micaschiste  grenatifère,  qui  a  été  trouvé  par  M.  Girardot 
dans  la  vallée  de  la  Laime,  au  milieu  des  débris  erratiques  de 
la  Billaude.  D'après  les  indications  de  M.  Paul  Ghoffat,  il  pro- 
viendrait des  montagnes  du  Valais.  Mais  comme  c'est  le  seul 
que  l'on  connaisse,  je  ne  vois  pas  qu'on  puisse  en  induire 
sûrement  le  relayage  des  glaciers  alpins  par  les  glaciers  de  la 
Dôle.  J'ai  bien  encore  rencontré  sur  presque  toutes  les  moraines 
de  la  Gombe-des-Prés  des  fragments  siliceux  grisâtres  ou  verts 
que  l'on  pourrait  prendre  pour  des  quartzites.  Seulement, 
comme  ils  ressemblent  aussi  à  la  chalcédoine  que  Ton  trouve  à 
la  base  du  néocomien,  je  suis  porté  jusqu'à  preuve  du  contraire 
à  les  rapporter  à  ce  genre  de  roches.  Ce  n'est  qu'à  la  suite 
d'observations  plus  nombreuses  que  la  question  pourra  être 
éclaircie. 

Je  ne  voudrais  pas  terminer  cette  note  sans  dire  un  mot 
du  rôle  du  glaciaire  dans  la  région  qui  vient  d'être  étudiée. 
Ou  bien  il  se  présente  sur  les  calcaires  du  portiandien  et  du 
néocomien,  ou  bien  il  se  rencontre  sur  les  marnes  oxfor- 
diennes.  Dans  ce  dernier  cas,  vu  l'abondance  de  Targile,  il 
forme  un  sol  imperméable  éminemment  favorable  au  forage 
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des  puits.  Le  creux  une  fois  fait,  Teau  s'y  maintient  sans  glaise 
ni  ciment.  Dans  le  premier  cas,  si  son  épaisseur  est  grande, 
il  forme  des  monticules  presque  stériles,  où  le  ruissellement  se 
fait  sentir  à  la  moindre  pluie;  si,  au  contraire,  cette  épais- 
seur est  faible,  il  constitue  avec  le  sol  sous-jacent,  un  fond 
éminemment  favorable  à  la  culture.  De  là  celte  conclusion  : 
que,  comme  le  Portiandien  n*est  généralement  constitué  que 
par  des  calcaires  arides,  partout  où  sa  surface  est  couverte 
de  culture,  on  est  certain  de  retrouver  la  trace  d'un  ancien 
glacier. 
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OMBILICS    CONIQUES 


PAR 


M.  le  V<*  de  SALVERT 

PROPBSSBUR    A     LA     FACULTÉ     DBS    SCIBNCBS 
DB  l'univbrsité  CATHOLIQUB  DB  LILLB. 


POSÉ  DU  SUJET.  —  Parmi  les  points  remarquables  au  point 
"^  ^ue  de  la  courbure  dans  une  surface,  ceux  qu'il  importe  de 
dét^^jjjjijgp  gjj  premier  lieu  pour  se  faire  une  idée  exacte  de  la 
cc^iirbure  générale  de  la  surface ,  sont  ceux  qui  présentent  une 
synciétrie  complète,  quant  à  la  courbure,  de  toutes  les  sections 
pl^Oes  menées  par  une  même  droite  passant  par  Tun  de  ces 
P^^nts,  et  auxquels  on  attribue  la  dénomination  d'ombilics.  On 
définit  habituellement  ces  points,  en  se  basant  sur  la  considéra- 
tion du  plan  tangent,  et  prenant  en  conséquence  la  normale  pour 
ï^  droite  dont  nous  venons  de  parler,  et  c'est  en  partant  de  celte 
définition,  pour  nous  conformer  à  l'usage  reçu,  que  nous  avons 
*W>lî  par  quatre  méthodes  différentes  dans  notre  Mémoire  sur  la 
théi^9^  de  la  courbure  des  surfaces  (*),  les  équations  aux  dérivées 
P^^'^^Iles  du  second  ordre,  très  simples  et  très  symétriques  qui 
"^^fminent  de  pareils  points. 


^*^    ï^séré  aux  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  5«  année  (4880- I88i). 
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Toutefois  nous  devons  dire  que  cette  définition,  bieii  que  cor- 
respondant au  cas  le  plus  habituel,  nous  semble  trop  étroite,  en 
ce  qu'elle  laisse  de  côté  les  points  singuliers,  pour  lesquels  le 
plan  tangent  n'existe  plus,  et  qui  peuvent  néanmoins  parfaitement 
réaliser  les  conditions  de  symétrie,  au  point  de  vue  de  la  cour- 
bure, que  nous  venons  d'indiquer,  et  qui  constituent  véritable- 
ment à  notre  sens  le  caractère  essentiel  de  la  notion  de  Tom- 
bilic. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  il  y  aurait  lieu,  selon  nous, 
de  substituer  à  cette  définition  la  suivante  :  nous  proposerons  de 
dire  qu'un  point  d'une  surface  est  un  ombilic,  lorsqu'on  pourra 
mener  par  ce  point  une  droite  telle  que  toutes  les  sections  planes 
passant  par  cette  droite  présentent  tout  autour  de  cette  droite 
une  symétrie  complète  quant  à  la  courbure  en  ce  point,  c'est-à- 
dire  telle  que  les  rayons  de  courbure  de  toutes  ces  sections  soient 
égaux,  et  également  inclinés  sur  la  droite  en  question. 

Définition  de  l'ombilic  conique.  —  De  cette  façon  on  embras- 
serait ainsi  à  la  fois,  sous  la  même  définition,  les  ombilics  aux- 
quels s'applique  la  définition  classique,  qui  constituent  le  cas 
général,  et  que  l'on  peut  spécifier  par  la  dénomination  d'ombilics 
sphériques,  puisque  chaque  point  d'une  sphère  est  un  semblable 
point,  et  en  outre  les  points  singuliers,  caractérisés  en  même 
temps  par  labsence  de  la  normale  et  du  plan  tangent,  et  par  les 
conditions  de  symétrie  que  nous  venons  de  dire,  et  auxquels 
nous  proposerons  d'attribuer  le  nom  d'ombilics  coniques,  puis- 
qu*alors  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  est  un  cône,  et  non  plus 
un  plan,  comme  dans  le  cas  précédent  (*). 

C'est  précisément  celte  seconde  catégorie  de  points  remarqua- 
bles, laissée  de  côté  par  la  définition  classique,  que  nous  avons  en 
vue  dans  ce  Mémoire,  nous  proposant  de  faire  actuellement  pour 
ces  points  ce  que  nous  avons  fait  pour  les  ombilics  sphériques 


*  11  soiublo  même  que  ce  cas  oxceptiouuel  corresjwnde  beaucoup  mieux  que  le  cas 
hahituollomcul  cousùlér^  au  sens  queveillo  ualureJlement  dans  1  esprit  iélymologie  du 
mot  owbiitc. 
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dans  le  travail  déjà  cité,  c'est-à-dire  d'établir,  par  une  série  de 
considérations  entièrement  analogues  à  celles  que  nous  avons 
développées  dans  ce  travail,  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  troisième  ordre,  qui  caractérisent  de  pareils  points,  et  qui 
devront  servir  par  conséquent  tout  à  la  fois  à  reconnaître  s'il  en 
existe  dans  une  surface,  et  le  cas  échéant  à  déterminer  leurs 
coordonnées. 

Les  questions  que  nous  aurons  ainsi  à  résoudre  étant  exacte- 
ment de  même  nature  que  celles  que  nous  avions  à  traiter  dans 
notre  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  nous 
n-aurons  qu'à  calquer,  pour  ainsi  dire,  nos  raisonnements  et  nos 
calculs  sur  ceux  que  nous  avons  développés  dans  ce  Mémoire  à 
l'occasion  des  ombilics  sphériques,  et  nous  serons  ainsi  amenés 
toutnaturellement  à  des  formules  entièrement  analogues,  quoique 
d'un  ordre  et  d'un  degré  plus  élevés,  à  celles  que  nous  avions 
rencontrées  pour  cette  première  catégorie  d'ombilics. 

Conventions  relatives  aux  notations  différentielles.  —  Aussi, 
en  raison  de  cette  analogie  complète  dans  le  but  à  atteindre  dans 
les  deux  cas  et  dans  les  méthodes  pour  y  parvenir,  nous  adopte- 
rons encore  dans  ce  travail  la  notation  différentielle  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer, 
laquelle  introduit  une  simplification  considérable  dans  l'écriture 
des  formules,  sans  nuire  en  aucune  façon  à  la  clarté  et  à  la  pré- 
cision des  symboles.  Cette  notation,  basée  sur  ce  simple  fait 
que  les  lettres  x,  y,  z  n'entreront  jamais  comme  quantités 
explicites  dans  nos  formules,  mais  figureront  seulement  dans 
des  symboles  de  différentiation,  consiste  à  supprimer  partout 
haut  et  bas  la  caractéristique  d  dans  ces  symboles,  mais  en 
laissant  subsister  les  exposants  dont  elle  est  affectée,  en  sorte 
que 


f 

9 

?         ?' 

f* 

?' 

—  » 

•^  f 

—  »       — -  f 

—  )       •     • 

X 

y 

z        X» 

y' 

xy 

„5 

J^ 

„» 

» 

3 

? 

f 

f 

f 

? 

X»' 

y'^ 

•  •  • 

z*x'      ■ 

-      1 

» 

xyz 
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représenteront  pour  nous  respeclivemenl 

df     df     df        d*f     d\  d^f 

»   •  •  • 


dx     dy     dz        dx*     dy*  dxdy 

d^f     d^f  cPf  cPy  d^f 

rfx*'    rfy*'  dz*dx'  dxdy*'    dxdxdz* 


tandis  que  nous  aurons  soin  de  dénoter  par 


f  f 
»  •  •  •  —  —  j 


\xl     \yl  y  z 

f!.V...  /iV  ?. ...  f.  (lV  ...  ^  II, 

\x/  \zl    x        X  \yl         flc  y  « 


les  puissances  ou  produits 

(dfX^   IdfY         df  df         df  df 
dxl     \dyl  dy  dz  dx  dy 

^dfY         fdfY  df  df  fdfV      df  df  df 

idxl  \dzl    dx  dx  \dyl        dx  dy  dz 

Nous  ferons  de  même  encore  usage  de  la  notation  des  para- 
mètres différentiels  des  premier  et  second  ordres,  introduite  en 
analyse  par  Lamé,  en  posant  avec  lui 


'^        V    Uxl        Uyl         \dzl        ^^      dx'      dy*       dz* 
c  est-à-dire  avec  nos  notations 


— ^©■-©•-fâ'  -=^s^?-: 


y 


le  radical  dans  la  première  de  ces  formules  étant  toujours  sup- 
posé essentiellement  positif. 
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Enfin  nous  emploierons  outre  cela  fréquemment  une  notation 
symbolique  très  connue ,  combinée  avec  celles  dont  nous  venons 
de  convenir  à  Tinslant,  laquelle  consistera  à  écrire  entre  doubles 
parenthèses  affectées  d*un  exposant  les  termes  qui,  après  avoir 
été  calculés  et  développés ,  comme  s'il  s'agissait  de  la  puissance 
(l'une  somme  de  quantités  ordinaires,  doivent  être  pris  ensuite 
avec  Tacception  différentielle  qui  résulte  des  conventions  précé- 
dentes, en  sorte  que,  par  exemple, 

a?.  H- 6^  H-  c^-]y     et     (fa?-+  fc?-^c''^* 
X         y  zJl  \\    X         y 

représenteront  pour  nous  respectivement  les  développements 

o'  ffl'  o'  ©•  o'  o' 


et 


a'~  ^  6*  4  -+-  c»  4  -i-  26c  i-  +  2ca  -^  -+-  2o6^  » 
x^  y'  z*  yz  zx  xy 


x"  y         f  xyz 

«'  '  ©'  o'  o'  o' 

^  36«c -V- -^  56c' -^  -^  3c«a-V-  +3ca'— ,-+-  3a«6-V-3a6*  ~ 
y\  yv  z*x  rx*  x^y         xy' 

Plan  et  division  de  ce  travail.  —  Ces  conventions  admises 
une  fois  pour  toutes,  nous  établirons  tout  d'abord  l'expression  du 
rayon  de  courbure  des  différentes  sections  planes  menées  suivant 
une  même  droite  au  point  singulier  considéré,  et  d'ailleurs  con- 
venablement choisie  à  cet  effet,  puis  nous  chercherons  les  con- 
ditions pour  que  cette  expression  du  rayon  de  courbure  devienne 
indépendante  de  l'orientation  de  la  section  plane  considérée; 
enfin  nous  terminerons  en  appliquant  les  résultats  que  nous 
avons  rencontrés  à  quelques  exemples  simples,  qui  nous  fourni- 
ront une  vérification  facile  et  immédiate. 
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I 


Bxpreflflion  du  rayon  de  courbure  de*  oeelloiio  planes 
aux  poinlo  coniques  d'une  «urffaee  %neleon%ne. 

Équation  du  cône  tangent.  —  La  question  que  nous  avons  à 
résoudre  dans  ce  premier  paragraphe  étant ,  comme  on  le  voit, 
complètement  analogue  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure 
d^une  section  normale  pour  un  point  quelconque,  il  nous  faut 
tout  d^abord  faire  choix  d^une  droite  par  laquelle  nous  ferons 
passer  toutes  les  seciions  planes,  et  qui  jouera  par  conséquent 
pour  les  points  singuliers  dans  les  questions  relatives  à  la  cour- 
bure, le  rôle  de  la  normale  pour  les  autres  points  de  la  surface. 

A  cet  effet  nous  chercherons  d'abord  à  reconnaître  la  nature 
du  cône,  lieu  des  tangentes  au  point  considéré,  qui,  dans  le  cas 
actuel,  joue  le  rôle  du  plan  tangent  pour  le  cas  général,  en  me- 
nant par  le  point  (x,  j/,z)  considéré  une  droite  aux  cosinus  direc- 
teurs a^by  c 


X--x_Y  — .v_   Z—  z  _  t/(X  — y)*.^  (Y'— y)*  h-  (Z  — z)* 

«  ^  c  l/a*  -+-  6*  H-  c*  ~ 

où  k  représente  par  conséquent  la  dislance  des  points  (x,  y,  z)  et 
(X,  Y,  Z),  et  écrivant  les  conditions  pour  que  cette  droite  soit 
une  tangente  de  la  surface.  Les  valeurs  de  k  correspondant  aux 
différents  points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  surface  s'ob- 
tenant  évidemment  en  éliminant  les  coordonnées  courantes 
X,  Y,  Z  entre  l'équation  de  la  surface  cp  (X,  Y,  Z)  =  0,  et  les 
équations  précédentes,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  trois 
équations  suivantes 

X  =  x-f-afr,     Y  =  t/-+-W,     Z  =  z-+-cA:, 

ces  valeurs  de  k  seront  données  par  l'équation 

ç»  (x  -+-  afc,  y  -+-  6^,  z  -^  ck)  =  0, 
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laquelle, étant  développée  à  Faide  delà  formule  de  Taylor (bornée, 
si  Ton  veut,  aux  premiers  termes,  avec  Texpression  bien  connue 
du  reste),  pourra  s'écrire  avec  les  notations  dont  nous  sommes 
convenus  : 

flx.  Vf  z)  -^  kia-  -\-  b — I-  r-    h a-  -h  6-  -+-  c  -) ) 

^^  '^     ^         \   X         y         zl       \rl\\   X         y         zlj 


l.-2  3\\x         y         z 

Or  le  point  (x,  ^,z)  étant  par  hypothèse  un  point  singulier  de 
la  surface,  on  a  à  la  fois 

(1)  f(x,y,z)  =  0,     ^  =  0,      1  =  0,      1  =  0, 

X  y  z 

et  par  conséquent  deux  racines  de  Téquation  précédente  en  k 
serontnulles  quellequesoit  la  direction  delà  droite  considérée;  si 
de  plus  on  veut  que  cette  droite  soit  une  tangente,  il  faudra 
exprimer  que  Tun  des  points  d'intersection  est  venu  se  confondre 
avec  le  point  fixe  considéré,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  que 
l'équation  ci-dessus  admet  une  racine  nulle  de  plus,  c'est-à-dire 
par  conséquent  écrire  la  condition 

ol +./>?.  H- cl))  =0,       ou      F(a,6,c)  =  0, 


\ 


X         y         z 


en  convenant  de  poser  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  notre 
Mémoire  précité 

F(a,  6,  c)  =  ((al^6l-+.cl 
..      .  W   X        y        z 

^  ï  ,  t  ^ï  1  1  2 

=  a'I-  -+-  6«-,  -+-  c*  1  -«-  î26c  1-  -H  î2co  —  -4-  2a6  —  . 
x^  y*  V  yz  zx  xy 

laquelle  condition  nous  fournira  immédiatement  l'équation  du 
cône,  lieu  de  toutes  les  tangentes  menées  par  le  point  considéré, 
en  éliminant  les  trois  cosinus  a,  6,  c  entre  cette  équation  et  les  équa 


8.  —iso- 

lions de  la  droite,  équation  qui,  par  suite  de  rhomogénéité  de  la 
fonction  F  (a,  6,  c),  sera  la  suivante 

(3)  F(X— a:,Y— y,  Z  — z)=:0, 

ei  déflnit  un  cône  du  second  degré,  ayant,  comme  cela  devait 
être,  son  sommet  au  point  considéré,  que  nous  désignerons  doré- 
navant sous  le  nom  de  cône  tangent  relatif  à  ce  point  singulier. 
On  peut  remarquer  en  outre  si  Ton  se  reporte  à  la  définition 
que  nous  avons  donnée  de  la  surface  indicatrice  dans  le  para- 
graphe III  de  notre  Mémoire  que  ce  cône  tangent  n*est  autre 
chose  que  le  cône  asymptote  de  la  surface  indicatrice  qu'il  y 
aurait  lieu  de  considérer  pour  le  point  en  question, si  Ion  traitait 
ce  point  comme  un  point  ordinaire  de  la  surface  proposée. 
Cette  autre  surface  perd  à  la  vérité  dans  le  cas  actuel,  en  raison 
de  la  disparition  du  plan  tangent,  ses  propriétés  représentatives 
des  rayons  de  courbure  de  la  première  qu  elle  possède  dans  le 
cas  général,  et  qui  lui  ont  valu  son  nom,  mais  nous  verrons  qu'elle 
peut  être  aisément  remplacée  pour  cet  objet  par  une  troisième 
surface,  dont  nous  indiquerons  également  le  moyen  de  former 
réquation. 

Direction  de  l'axe  de  ce  cône.  —  Ce  résultat  admis,  de  même 
que  dans  le  cas  général  nous  faisions  passer  toutes  les  différentes 
sections  planes  dont  nous  voulions  étudier  et  comparer  les  cour- 
bures par  la  normale,  c'est-à-dire  par  Taxe  du  plan  tangent,  de 
même  dans  le  cas  actuel  il  conviendra  évidemment  de  faire  pas- 
ser toutes  les  sections  par  Taxe  du  cône  tangent,  dont  il  sera 
facile  de  déterminer  la  direction  à  l'aide  de  l'équation  (3)  de  ce 
cône,  car  si  on  applique  à  cette  équation  la  théorie  connue  des 
surfaces  du  second  ordre,  on  voit  qu'en  désignant  par  s  l'une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré 


(*) 


x'        /  \y        I  W        1  yz  zx  xy 


;.-)(0-(^•)(â'-(^•)(â■=». 
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les  cosinus  directeurs  p,  q,  r  de  Tun  quelconque  des  trois  dia- 
mètres principaux  du  cône  seront  fournis  par  les  équations 

(5)  p«-t-9«  Vr«=l 

i  dF      i  d?      \  d? 


(6)  '^^^-^^l±  =  s, 


0 


où  8  représentera  successivement  les  trois  racines  de  Téquation 
du  troisième  degré  qui  précède,  et  pourra  s'exprimer  d^ailleurs, 
en  vertu  de  ces  mêmes  équations,  à  Taide  des  cosinus  p,  q^  r 
correspondants,  par  la  valeur 

dF        dF\ 

W  ^ If^qZr^  =F(p,,,r), 

à  cause  de  Thomoffénéité  de  la  fonction  F,  définie  par  régalité(2); 
enfin  Ton  obti^rulra  Taxe  du  cône  en  choisissant  parmi  ces 
irois  diajaa^tr^  principaux  celui  qui  est  situé  à  Tintérieur  de 
cette  surface. 

Pour  efifectuer  cette  dernière  détermination  il  suffira  d'ob- 
server qu'en  prenant  des  coordonnées  x',  y',  z'  parallèles  au 
coordonnées  actuelles,  et  ayant  pour  origine  le  point  conique, 
réquation  (3)  du  cône  tangent  devenant  alors  F(a;',  y',  z')  =  0, 
l'expression  F(x',  y',  z'),  qui  est  une  fonction  continue  de  ces 
coordonnées,  changera  forcément  de  signe  de  part  et  d'autre  de 
la  surface  de  ce  cône,  de  telle  sorte  qu'un  certain  signe  de  cette 
expression  (sans  qu'il  soit  nécessaire  de  préciser  lequel)  carac- 
térisera les  points  de  l'espace  qui  sont  situés  à  l'intérieur  de  cette 
surface,  et  l'autre  signe  les  points  qui  sont  situés  à  l'extérieur. 
Dès  lors  on  voit  que  si  l'on  considère  sur  chacun  des  trois  dia- 
mètres principaux  le  point  situé  à  l'unité  de  distance  du  sommet 


(*j  Nous  laissons  subsister  ici,  contrairement  à  notre  habitude  Ja  caractéristique  (/dans 
les  symboles  différentiels  des  numérateurs  de  ces  équations,  pour  marquer  qu'il  (aot 
d'abord  remplacer  a.  by  c  parp.ç,  r  dans  l'expression  F  (a,  b,  c),  définie  par  l'équation  (9), 
puis  différentier  ensuite  par  rapport  à  ces  quantités  p,  ç,  r. 


fO. 
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du  cône,  ei  dont  lus  coordonnées  rapportées  i  ce  poinl  comme 
origine  sont  en  conséquence  respectivement  exprimées  [tarp,q,r, 
l'expression  F(p,  q,  r)  sera  d'un  certain  signe  pour  les  deux 
diamètres  qui  sont  situés  à  l'extérieur  du  cône,  et  d'un  autre 
signe  pour  celui  qui  est  situé  à  l'intérieur,  c'est-à-dire  pour  l'axe 
du  cône.  Il  en  sera  donc  de  mémo,  en  vertu  de  Téquaiion  (7), 
pour  la  valeur  de  s  correspondant  aux  trois  racines  de  l'équation 
(4),  et  par  conséquent,  deux  de  ses  racines  étant  d'un  certain 
signe  et  la  troisième  de  l'autre  signe,  l'axe  du  cône  sera  celui  des 
trois  diamètres  principaux  qui  correspondra  ii  la  racine  unique 
en  signe  de  l'équation  {*). 

Expression  du  raïon  db  courbure  d'une  section  plane.  —  Notre 
direction  fixe  étant  ainsi  choisie  ci  déterminée,  nous  imaginerons 
une  génératrice  mobik'  sur  le  cône,  entraînant  avec  elle  dans  sa 
révolution  autour  de  l'axe  le  plan  diamétral  auquel  elle  appar- 
tient, et  dont  les  cosinus  directeurs  a,  b,  c  détermineront  i-om- 
plètement  par  conséquent  la  position  de  ce  plan  mobile,qui  sera 
pour  nous  celui  de  la  section  étudiée.  Chaque  section  plane 
se  trouvera  donc  ainsi  délînie,  de  même  que  dans  le  cas  général, 
par  la  direction  de  sa  tangente. 

Cela  posé,considérons  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  sur- 
face. L'une  de  ses  équations  sera  l'équation  même  de  la  surrace 

laquelle,  étant  difTérentiée  doux  fois  en  laissant  arbitraire  la 
variable  indépendante,  donnera  successivement  les  deux  équa- 
tions 


t,Px  +  U-  ili  -h  ^  il»  +  ^  rf»   dx 
X  \x  xy   '        X3      I 

y     ^       \yx  f    J       yz      I    ^ 
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dont  la  seconde  pourra  s'écrire  simplement  avec  nos'  notations 


X  y  z  \\x  y  z      II 

étant  entendu  que  dans  le  développement  de  la  puissance  sym- 
bolique, on  devra  traiter  les  différentielles  dx,  dy,  dz^  comme  de 
véritables  quantités,  et  non  comme  des  symboles  de  différentia- 
tion.  Une  nouvelle  différentiation  nous  fournira  semblablement 
la  troisième  équation  : 

(s  s  *        \ 

Lrfx  -+-  — dy  ■^-  —  dz]  cPx 
x'  xy  xz     I 

-f-  ^d'^y-hSf— dx+^dy-^  — dzjd'y 
y  \yx  y«  yz      I 

z  \zx  zy  z*     J 

Si  maintenant,  adoptant  Parc  de  courbure  pour  variable  indé- 
pendante, nous  divisons  tous  les  termes  de  cette  dernière  équa- 
tion par  d$',afin  d'avoir  une  équation  en  termes  finis,  les  dérivées 
premières 2^»  ^'  ^»  représenteront  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  à  la  courbe  considérée,  cosinus  que  nous  désignerons 
encore  comme  tout  à  l'heure  par  a,  6,  c,  et  de  même  les  déri- 
vées secondes  ^*  ^*  ^  s'exprimeront  simplement,  comme  l'on 
sait,  à  l'aide  du  rayon  de  courbure  R,  et  de  ses  cosinus  directeurs 
cos  X,  cos  fA,  cos  V,  par  les  formules  connues 

d»x       I 

d?-r'''^ 

en  sorte  que  si  nous  faisons  ces  diverses  substitutions  dans 


d'à     i 

(Pz       i 

— -  =  -  cos  A«  , 

---  =  -  cos  y\ 

d««       R 

ds"       R         ' 
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réquation  obtenue  en  divisant  la  précédente  par  cb^,  nous  obtien- 
drons définitivement  celle-ci 

X  d«'       y  (*y       z  d«' 

3  r/«>»      ?*      ?'  \         /  ?'      f'      f'  \ 

"♦"  ;7    \-i^-^ ^-^ c   cosX-H    — a-4-  —  6h c   cos/« 

R  L\x'       xy        xz   I  \  yx       y'        y«   / 

\j2rx         «y        jy'/         J\\x        y        zl  I 

équation  que  nous  pouvons  écrire  beaucoup  plus  simplement  en 
vertu  de  la  formule  (2)  de  la  façon  suivante  : 


f  cfx      f  (Py      7  (Pz     3  1  /F  F  F 

■rr-^-  TT^ n-< C0S1-+- -cosia-i- -  cosv 

X  d$^      y  ds^      z  ds^     t  l^\a  b  c 


) 


Cette  équation  étant  ainsi  obtenue  pour  une  courbe  quelconque 
et  pour  un  point  quelconque,  considérons  maintenant  en  particu- 
lier un  point  conique  et  une  section  plane,  dont  le  plan  passe 
par  Taxe  du  cône  tangent  relatif  à  ce  point.  Les  trois  dérivées 
premières  ^>  ^>  -  étant  nulles  par  hypothèse  pour  ce  point,  nous 
tirerons  simplement  de  Péquation  qui  précède  : 


(8)  R=- 


3 /F 
2  la 


CCS  A  -H  -  009  fc  -i ces  fc 

b  C 


X 


formule  qui  nous  fournira  Texpression  du  rayon  de  courbure 
cherché,  quand  nous  y  aurons  remplacé  les  trois  cosinus  direc- 
teurs du  rayon  de  courbure  par  leurs  valeurs  en  fonction  de 
a,  6,  c. 

Pour  obtenir  immédiatement  ces  valeurs,  il  suffira  d'ailleurs 
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de  connaître  les  cosinus  directeurs  t,  m,  n  de  la  normale  au  plan 
de  la  section  cc^nsidérée,  c*est-à-dire  du  plan  qui  contient  Taxe  du 
cône  et  la  tangente  (a^  6,  c),  lesquels  vérifieront  par  conséquent 
les  deux  relations 

• 

a/  -4-  6m  -♦-  en  e=s  0,         p/  -4-  qfiw  -t-  m  =  0, 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

l  m  n 

rb  —  qc      pc  —  ra      qa  —  p6* 

car  le  rayon  de  courbure  cherché  étant  perpendiculaire  à  la  fois 
à  la  tangente  (a,  fr,  c)  et  à  la  normale  à  son  plan  (/,  m,  n)  donnera 
lieu  de  même  aux  deux  relations 

acosx  -*-  bcosfA  -4-  ccosyeaO,      Icos  X  -*-  mCOSfC  -H  nco8v  =  0, 
d*où  nous  tirerons  semblablement 

CCS  A  COS  II  COS  y 


bn  —  cm      cl  —  an      am  —  bl 


1 


ou  en  remplaçant  /,  m,  n,  par  les  valeurs  proportionnelles  (9) 


ces  A  ces  fi 


b  {qa  —  p6)  -  c(pc  —  ra)       c  (rb  —  qc)  —  a  (qa  —  pb) 

COS  y 


a  (pc  —  ra)—  c  (rb  —  qc) 


équations  que  Ton  peut  encore  écrire  : 


COS  A  COS  f* 


a{pa  -♦-  76  H-  rc) — p(a'-4-  6*  -♦-  c*)       b{pa  -♦-  </6  -4-  rc) — 7(0'-*-  6'-f-  c*) 

ces  y 


a(pa  -*-  ç6  -h  re) — r(o'-t-  6'-4-  c') 
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^ 


Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  qu'on  simpliflera  notable- 
ment les  écritures,  en  introduisant  Tangle  go.  formé  au  sommet 
du  cône  par  la  tangente  ou  génératrice  (a,  6,c)  avec  Taxe  du  cône, 
et  dont  le  cosinus  a  par  conséquent  pour  expression 

»  • 

(iO)  ces  a^^pa-^  qb  -*-  rc. 

Au  moyen  de  cette  dernière  relation,  ainsi  que  des  deux  éga- 
lités 

(H)  p*-+-7*  *  r«=i,         a«-t-6«-+-c'=  I, 

les  équations  précédentes  deviendront 

COS  >  C0S/C£  cosv 

acosâ)  —  p      6cos«-   q       ccos»  —  r 
db  y"  cos*A  -H  cosV  •+■  cos'v 


[/(a  CCS  »  —  p)*  -+-  (6  cos  a  —  7)'  -*-  (c  cos  a  —  r)' 

±J 

V/(a'  -♦-  6*  -+-  c*)  cos*«  —  2(pa  -♦-  96  -♦-  rc)cos»  -♦-/)'  h-  ^f»  ^  r* 


V/cos'«— Î2C0S*»  -»1  1        k" i  —  cos'«       sm a 

et  nous  donneront  par  conséquent  les  trois  valeurs 

a  cos  a  —  p  b  cos  a —  q  c  cos  a  —  r 

COS/=  ; ; »        C0S/a  = ; : 1        COS  V  = ; , 

=b  sm  6)  db  sm  a  db  sm  » 

Si  nous  substituons  maintenant  ces  valeurs  dans  lexpression  (8) 
du  rayon  de  courbure,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  deviendra,  par 
suite  de  Phomogénéité  de  la  fonction  F  (a,  6,  c)  définie  par 
l'équation  (2) 

r  /    F       F       F^ 

2F(a,  6,c)cos& —  I  p—i-q  -^-^r- 


2        .  Il  ?    .?      AY    . 

X        y       zl  I 
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ou  simplement  en  ayant  égard  à  la  condition  F  (a,  6,  c)  =  0,  à 
laquelle  satisfait  par  hypothèse  la  direction  de  tangente  ou  gêné- 
rafricQ  du  cène  (a,  6,  c) 

/    rfF        dF       dF\ 

(12)  R==i=^     ^"^"^    ^"^'^'^ 

2 


I  (  o --♦-6--+-C-I I  sin» 


ou  enfin  en  remplaçant  sin  go  par  sa  valeur  en  fonction  de  a,  b^  c, 
à  savoir 


sino=>  1/ 1  —  cos'«=  l/(p*-*-  qf'-+-  r')(o'-+-  6'-+-  c*} —  [pa  -+-  qffe-n  rc)* 
=  {/{rb  —  qcf-^  (pc— 7ro)'-+-  (qfa — p6)', 

nous  obtiendrons  définitivement 

.  5/  rfF       rfF       rfF\ 

^     .                                           2  \   rfp        rfa         rfr/ 
(i2^)    R=- ^^-         ^ ^ — 


fcrmule  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  dans 
tiotre  Mémoire  déjà  cité  pour  le  rayon  de  courbure  d*une  sec- 
tion normale,  le  plan  de  la  section  étant  déterminé  dans  les  deux 
oas  par  la  direction  de  la  tangente  correspondante,  et  le  rayon  de 
oourbure  se  trouvant  ainsi  exprimé  en  fonction  des  cosinus  direc- 
teurs de  cette  tangente. 

Analogie  avec  la  formule  des  sections  normales.  —  L'analogie 
«ntre  ces  deux  formules  se  manifestera  complètement  si  Ton 
remarque  qu'elles  sont  comprises  Tune  et  lautre  dans  la  formule 
générale 


/     rf  rf  d\[[f  o 

^)):sin« 


(«3)  R  =  ±-      ""        -■        -■    ••   -         -        '' 


a-  H-  6  -  -f-  C 

X  V 
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la  puissance  symbolique  du  numérateur  étant  censée  développée 
avant  que  Ton  procède  aux  différentiations  indiquées,  et  p,  9,  r, 
etUf  ayant  toujours  les  significations  que  nous  leur  avons  attribuées. 
En  effet,  pour  n  =  3,  cette  formule  donnera  sous  forme  sym- 
bolique 

^    ^''^    il  ^    A^     MV  •     ' 

lia-  -H  6-  H-  c-l  I  .sm  cy 
c'est-à-dire  en  réalité  celle-ci 


/   dV         dF 


dF\ 
3  Vda  '  ^  db  '  ^d^l 
2 


(K-^-'J"*"^)'*''"" 


laquelle  ne  diffère  pas  de  la  formule  (12),  la  fonction  F  (a,  6,  c) 
étant  une  forme  quadratique;  et  de  même  pour  n  =  %  la  for- 
mule symbolique  (13)  donnera 


R==fc 


I     d  d  ^\  (    f       tf         f\ 

Vda      ^  db         dcl  \    X         y         zl 


lia-  -+-  6-  -4-  c-Jj  .sincj 
ou  en  réalité  : 

\    X         y         zl 


i-  -♦-  6-  -♦-  c-   ) .  sin  « 
X        y        zll 

Or  dans  le  cas  actuel  le  cône  tangent  devenant  le  plan  tangent, 
et  par  conséquent  Taxe  du  cône  tangent  devenant  la  normale,  on 
a  dans  ce  cas 


(13"')  '     ^ 


?                  ? 

? 

X                  y 

Q    , ^ 

z 

A,?  '      '       A,?  ' 

Aif 

«  s=  —  »        sin  a  — 

i. 

^) 
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et  par  conséquent  cette  dernière  expression  se  réduit  à 


((»^i-i))' 


F(a,6,c)' 


qui  est  bien  celle  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale, 
sous  la  forme  où  nous  Tavons  présentée  dans  notre  Mémoire. 

Surfaces  indicatrices  des  rayons  de  courbure.  —  La  formule 
(l^*"**),  de  même  que  celle  relative  à  la  section  normale  que  nous 
venons  de  rappeler,  se  prête  très  aisément  à  une  représentation 
géométrique  fort  simple  des  rayons  de  courbure  des  différentes 
sections  planes  passant  par  Taxe  du  cône  tangent;  car  si  nous 
convenons  de  porter  sur  chaque  tangente  ou  génératrice  du  cône, 
â  partir  du  point  considéré  une  longueur  égale  à  la  racine 
cubique  du  rayon  de  courbure  correspondant  à  cette  tangente, 
les  coordonnées  de  l'extrémité,  rapportées  au  point  conique 
comme  origine  étant  alors  données  par  les  valeurs 

X'  y'  z' 

—  =  a,      — =6,      —  =  c. 

R»  R'  R» 

toutes  ces  extrémités  seront  situées  sur  la  surface  obtenue  en 
éliminant  a,  6,  c  entre  ces  dernières  équations ,  et  la  formule  (1 2^'*), 
€t  qui  sera  la  suivante,  R  disparaissant  de  lui-même  par  suite  de 

la  loi  d*homogénéité, 

rfF         dF        ,  ilF 

3  dp  dq  dr 

au,  ce  qui  est  la  même  chose,  sous  forme  entière 

((*•  t  -H y'  ^  -t- 2' ^))'  '[(ry'-qzy  +  (pz'-rxy  +  iqx'-pyy] 

9 1  ,dF         dF        ,dFY      ^ 

[x'-r-t-y'—  -t-z'—    =0, 

i\     dp      "  dq         dr) 

VII.  1 1 


48.  —  460  - 

et  par  conséquent  cette  surface  de  huitième  ordre  jouera  par 
rapport  au  cône  tangent  le  même  rôle  que  la  surface  indicatrice 
définie  au  paragraplie  III  de  notre  mémoire,  par  rapport  au  plan 
tangent  pour  les  autres  points  de  la  surface,  c'est-à-dire  que  le 
rayon  vecteur  de  la  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces 
issu  du  sommet  du  cône,  sera  pour  chaque  direction  de  tan- 
gente, précisément  égal  à  la  racine  cubique  du  rayon  de  courbure 
correspondant  à  cette  tangente. 

On  pourrait  également  obtenir  une  autre  représentation  géo- 
métrique d'e  la  formule  (12**"),  en  l'écrivant  sous  la  forme  équi- 
valente 

/   dV        d?        d?\     ,      „       ^ 

K'Tp'^^Tq^'d-r]^'"^^-^'^ 


^11?  L?  f 


aLH-6i.-i-c-lj  \/(rb - qc)^ -^  [pc  —  raf  -+- (ça— p6)* 

et  convenant  de  porter  sur  la  direction  de  tangente  une  longueur 
précisément  égale  à  la  valeur  du  rayon  de  courbure  lui-même, 
car  les  extrémités  de  toutes  les  droites  ainsi  obtenues  étant  alors 
données  par  les  formules 

R  ~"'     R  "^    '     R       ^' 

le  lieu  de  toutes  ces  extrémités  serait  alors  cette  autre  surface  du 
huitième  ordre 


^^_^5  \    dp        dq 


(4:-'^ '■£)<-—' 


^  ((^'^ +y --»-«'|))  V/(ry'-y2')'+(pz'-rx')'+(çx'-pî,r 


y 

c'est-à-dire  sous  forme  entière 


X         y 


'^))]'b'-  9^')'  -^  (P^'-  '•^T  -^  (9^'  -  vyJ] 


9/    d¥         dF         rfF\*    „       ^       ,,^,     ^ 
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qui,  par  son  intersection  avec  le  cône  tangent,  fournira  encore 
une  courbe  à  double  courbure,  analogue  à  Tindicatrice  pour  les 
autres  points  de  la  surface. 

Application  aux  points  doubles  de  la  surface  des  ondes.  —  A 
titre  d*exemple  et  de  vérification  des  résultats  qui  précèdent, 
nous  appliquerons  cette  théorie  aux  quatre  points  doubles  de  la 
surface  des  ondes. 

Cette  surface,  dont  Téquation  est  sous  forme  entière 

(x*  -♦-  y«  -^  z")  (aV  -^  py  -f.  r V) 

—  [««  (p«  H-  r*)  «' -^  p' (r' -*-«')  y' -^  r' («'•*-  P')  «']-*-  «'PV  =  0 

(où  a,  P,  y  sont  trois  grandeurs  linéaires  et  positives,  que  Ton 
suppose  rangées  dans  Tordre  suivant  :  <x  >  P  >  y),  se  compose^ 
comme  Ton  sait,  de  deux  nappes  qui  ne  se  rencontrent  que  dans 
la  section  principale  de  la  surface  déterminée  par  le  plan  des  zx, 
et  qui  n'ont  de  communs  par  conséquent  que  les  quatre  points 
d'intersection  des  deux  courbes 

(44)  x'-^z'  — p'«0,      aV-t-rV— aV*=0. 

dont  Fensemble  constitue  précisément  cette  section  principale.  Il 
est  facile  d'ailleurs  de  s'assurer  que  ces  quatre  points  sont  bien 
en  effet  des  points  coniques,  en  vérifiant  que  leurs  coordonnées 
annulent  bien  les  trois  dérivées  premières  du  premier  membre 
de  réquation  de  la  surface. 

En  effet  ayant  posé  dans  le  cas  actuel,  suivant  notre  notation 
habituelle 

où  Pr  et  Q  sont  respectivement 

(15)  t'y      ^    ^  j        » 

nous  en  déduirons  immédiatement 

(16)  l^Xx,       -«By,      ^  =  Cz, 

X  y  z 
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où  A,  B,  G,  désignent  pour  abréger  les  quantités  suivantes 

(47)  )     B  =  P-«-pV'— p'(r*-f-a'j, 

lesquelles  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  permutation  cir- 
culaire des  deux  groupes  x,  y,  z,  et  a,  p,  y.  Dès  lors,  si  nous 
désignons  par  Pindice  zéro  les  quantités  correspondantes  aux 
points  doubles  en  question,  ayant  par  hypothèse  pour  ces  points 
dont  la  coordonnée  y  est  nulle,  en  vertu  des  valeurs  (IS)  et  des 
équations  (14), 

on  voit  de  suite  que  Ton  aura  par  suite  des  expressions  qui  pré- 
cèdent 

(48)  Ao  =  0,       B,  =  (p«-«')(p«-r'),      Co  =  0, 
et  par  conséquent,  en  vertu  des  valeurs  (16)  : 

(l)=o.     (!.)=o.     f^)=o. 

\x/q  \y/o  \zlo 

Cela  posé,  ayant  tiré  en  résolvant  les  deux  équations  (14)  par 
rapport  à  ac*  et  z^, 

X  ■=' »        z  =  — ■ » 

a  —  y  OL  —  y^ 

convenons  de  désigner  par  X,  0,  Z  les  coordonnées  de  Tun  quel- 
conque de  ces  quatre  points,  par  exemple  pour  fixer  les  idées, 
celui  situé  dans  le  trièdre  des  coordonnées  positives,  lesquelles 
seront  alors 


y  V/a*  —  s*  a  l/ô  —  r* 

(19)  ^==—z=±z..      0,     Z=         ^       -, 

\/a«  _  y^  l/a»  _  ^« 

et  proposons-nous  tout  d'abord  de  déterminer  le  cône  tangent 
relatif  à  ce  point,  ainsi  que  la  direction  de  son  axe. 
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Cône  tangent  relatif  a  ces  points.  —  Pour  cela  il  nous  faut 
connaître  pour  ce  point  les  valeurs  des  dérivées  secondes  de  9. 
Ayant  donc  dans  ce  but  déduit  des  expressions  (16),  (17)  et  (1 K) 
par  une  première  différentiation  : 


A  /rfP  ,  \ 

-  =  A  -♦-  X  I  -p-  -H  2dc'x  I  =  A  -♦-  4a'x', 

X  \dz  I 

?'  rfB  /rfP  \  ,         , 

nous  en  conclurons  immédiatement  à  l'aide  de  simples  permu- 
tations circulaires, 

L  =  A  +  4aV.        L  =  B  -♦-  46'«',       i-  =  C  -4-  4r'z', 

I  y  « 

(20)    {     , 

•L=2(p'-»-r')yz,  ^=2(r*+«')2x,  ^=2(«'+p')acy, 

^t  en  ayant  égard  aux  valeurs  (18),  nous  aurons  pour  le  point 
^X,  0,  Z)  le  tableau  suivant 

(^\  =  0,  (^]  =  2(r'  -  a') XZ,       (^)  =  0, 

\yzU  \zxlo  \xylo 

d'où  nous  conclurons  immédiatement,  en  vertu  de  la  formule 
^3),  pour  réquation  du  cône  tangent  : 

(  A [a'\\x  —  X)«  -*-  r*Z« (z — Z)*  -*.  (a'  +  r')  XZ  (x — X) (z  —  Z)] 
/  H-  Bot/'  =  0. 

Cosinus  directeurs  de  l'axe  de  ce  cône.  —  Ce  premier  résultat 
obtenu,  pour  avoir  la  direction  de  Taxe  de  ce  cône,  nous  forme- 
rons d'abord  l'équation  en  s  relative  à  cette  surface,  laquelle 
équation  sera  d'après  la  formule  (4)  et  les  valeurs  (21)  la  sui- 
vante 

(4a«X«  —  s)  (Bo  —  s)  (VZ'  —  5)  —  4  (a«  -^  r'f  X'Z'  (Bo  -  s)  ==  0, 
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t 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose  : 

(Bo  —  8)  [{Aa^V  —  8)  (iyV  —  «)  —  4(a'  ^  r?  X*Z']  =  0. 

Ses  trois  racines  seront  donc  d'abord  la  valeur  s^  =  Bq,  puis 
les  deux  racines  «2  ^^  ^3  ^^  l'équation  du  second  degré 

(23)  (4a'X'  —  s)  (Ar^P  —  5)  —  4  (a«  -^  rV  X'Z'  =  0, 
laquelle  étant  développée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

et  dés  lors  se  réduit  simplement,  en  ayant  égard  à  la  seconde 
équation  (14)  à  laquelle  satisfont  par  hypothèse  les  coordonnées 
X,  Zf  à  la  suivante 

5«  _  4:tV'.  s  —  4  (a« — ry  X«Z« = 0, 

ou  plus  simplement  encore,  en  ayant  égard  aux  valeurs  (19)  de 
X  et  Z,  et  (18)  de  Bq,  à  celle-ci  : 

(24)  «'  —  4«V'  8  -^  4B„aV'  =  0. 

Or  la  valeur  de  B^  étant  négative  d*après  Thypothése  admise 
au  début  sur  la  grandeur  relative  des  paramètres  a,  p,  y,  on  voit 
que  la  racine  s^  est  négative,  et  que  les  deux  racines  «2  ^^  ^3  sont 
de  signes  contraires,  et  en  conséquence  d'après  la  règle  que  nous 
avons  établie,  ce  sera  parmi  ces  deux  dernières  racines  s^  et  «g 
celle  qui  est  positive  qui  correspondra  à  Taxe  du  cône. 

Or,  ayant  en  résolvant  Féquation  du  second  degré  (24), 


8  =  2aV'  ±  l/4aV*  —  4aV*Bo  =  2aV'  ±  2arl/aV'  —  Bo, 

c'est-à-dire  en  remettant  à  la  place  de  B^  sa  valeur  développée, 
puis  réduisant  ensuite. 


«  =  2ar  [«r  ±  |/«V'—  jp*--  («'-^  r')p'  -^  «V'|] 
=  2ar  [«r  ±  p  l/a«  -^  r'  —  p*J, 
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v)0U5  aurons  en  conséquence  pour  ees  deux  racines 

et  du  moment  qu'elles  sont  de  signes  contraires,  c'est  évidem- 
ment la  première  «2  qui  est  la  racine  positive,  et  qui  correspond 
par  conséquent  à  Taxe  du  cône  tangent. 

Cela  posé,  les  cosinus  directeurs  p,  q^  r  de  cet  axe  seront 
fournis  par  les  équations  (7)  et  (8),  dans  lesquelles  les  numéra- 
teurs déduits  de  l'expression 

(M)     F  (p,  ?,  r)  =  4  [a'Xy  -^  r'ZV  -*-  (a'  ^  r'jXZpr]  -^  Bo?» 

«lui  résulte  elle-même  de  Téquation  du  cône  (22),  obtenue  tout  à 
rheure,  seront  par  conséquent  les  suivants  : 


( 


i  dF 

2^=2[2<x'X'p+(«'+r')XZr], 

,     1  dF 
(27)  <      -;^  =  B.,, 

i  (IF 

-  -  =  2[ VZV  -f.  (a*  ^  r')  XZp], 

en  sorte  que  ces  équations  (8)  seront  dans  le  cas  actuel 

^[%?X^p  +.  (a«  H-  r')XZrJ  __  Bo9  __  2[2r*ZV-H  (a«-^r')XZp]  _ 

lesquelles  exigent  évidemment  que  Ton  ait  9  =  0,  car  pour  toutr 
valeur  de  q  différente  de  zéro,  le  second  rapport  serait  égal  à 
Bq,  qui  est  différent  de  s^.  Les  deux  autres  cosinus  p  et  r  seront 
donc  fournis  en  définitive  par  les  équations 

2[2a«X>-*-(a«H-r')XZr]  _  2[2r'gr  h- (a'-f-r^XZp]  _ 

p  ~"  r  ■"*" 

dont  les  deux  dernières  se  réduisent  à  une  seule  (ainsi  qu'il  est 
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nécessaire  pour  qu'elles  soient  compatibIes)en  vertu  de  l'équation 
(23)  qui  nous  a  fourni  la  valeur  de  $2. 

Pour  résoudre  ce  système  nous  garderons  ces  trois  équations 
à  la  fois,  et  nous  mettrons  les  deux  dernières  sous  la  forme 

(2a«X'  —  is,) p  ^  (a«  -♦.  r*)  XZr  =  0,  . 
(2y«Z'—  is^)r  •*-  (a«  H-  r')  XZp  =  0, 

puis  les  ajoutant  respectivement  multipliées  par  r  et  p,  nous  eu 
conclurons 

[2(a*X*  +  r*Z*)  —  5,]  pr  -t-  (a'  -*-  r')  XZ  (p*  -^  r')  =  0 , 

c'est-à-dire  en  tenant  compte  de  la  seconde  équation  (14)»  de  la 
valeur  (25)  de  «j,  et  de  la  première  équation  (28) 


—  2apr  *^a'  -^  r'  —  p'.  pr  -*-  (a«  H-  r')  XZ  =  0, 

d'où  nous  tirerons 

(a*  -^  r*)  XZ 
(29)  2pr=        ^ 


et  par  conséquent,  en  joignant  à  la  première  équation  (28) 

(«'  H-  r')  XZ 


(pH-r)'=i  H- 


(p-r)«==i- 


«pr  l/a*  -4-  r'  —  p' 
(^'-♦-r')XZ 

aprl^«*-«-y*  — P' 


d'où  nous  conclurons  immédiatement  par  addition  et  soustrac- 
tion, après  avoir  extrait  les  racines 


P 

(30)' 
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le  même  signe  -h  ou  —  devant  être  pris  à  la  fois  dans  les  deux 
"valeurs,  ainsi  qu'il  est  nécessaire  pour  que  le  produit  soit  positif, 
<;omme  le  veut  Téquation  (29)  dans  laquelle  tous  les  facteurs  du 
second  membre  sont  positifs  par  hypothèse. 

Si  Ton  remplace  enfin  dans  ces  dernières  expressions  X  et  Z 
par  leurs  valeurs  (19),  il  est  facile  de  voir  qu'elles  prendront 
définitivement  la  forme 


-4[v/-^V.-,.5^ 


P') 


(31) 


et  Ton  s'assure  aisément,  à  titre  de  vérification  du  calcul  qui 
précède,  que  soit  ces  dernières  expressions,  soit  les  précédentes, 
étant  substituées  à  la  place  de  p  et  de  r,  en  même  temps  que 
zéro  à  la  place  de  9,  dans  l'expression  (26),  redonnent  bien  pour 
F(p,  g,  r)  la  valeur  (25)  de  «2»  ainsi  que  cela  doit  être  (*). 


(*)  On  peut  aussi,  dans  le  cas  particulier  actuel,  déterminer  directement  les  mêmes  cosi- 
nus, sans  faire  usage  de  l'équation  en  s,  en  cherchant  simplement  les  cosinus  directeurs 
de  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  deux  génératrices  du  cône  situées  dans  le  plan 
des  zx,  lesquelles  sont  les  tangentes  aux  deux  courbes  (14)  dont  l'ensemble  constitue  la 
section  de  la  surface  par  ce  plan,  puisque  ce  plan  étant  un  plan  de  symétrie  à  la  fois  pour 
le  cône  et  pour  la  surface,  l'axe  du  cône  y  est  nécessairement  contenu. 

On  trouTC  ainsi  assez  facilement  les  deux  expressions  : 
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Formule  des  rayons  de  gourdurb  des  sections  planes.  —  Ayant 
ainsi  déterminé  analytiquement  la  section  de  I*axe  du  cône  tan- 
genty  appliquons  maintenant  au  même  point  double  la  formule 
(12)  qui  nous  donnera  I^expression  du  rayon  de  courbure  des 
différentes  sections  planes  menées  par  cet  axe. 


qui,  bien  qu'assez  dissemblables,  au  premier  aspect  des  expressions  ci-dessus  (30)  oa(3i}, 
se  confondent  néanmoins  avec  elles,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Pour  cela,  il  sufSt  de  yérifier  qu'on  retombe  bien  en  partant  de  ces  dernières  Talenrs 
sur  la  première  équation  (28),  et  sur  l'équation  (29)  qui  sont  celles  précisément  d'ob  nous 
avons  tiré  les  valeurs  (30)  ou  (31).  Or  si  l'on  ajoute  les  deux  équations  (38  b^*)  après  les 
avoir  élevées  au  carré,  on  obtient  simplement  en  réduisant  : 

.      X«-4-Z"    if  «y  ^  «ri 

et  de  même,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  mêmes  équations,  on  obtient  s«mbU- 
blement  : 


^gn^     -^    -^(i — ^ — \\ 

équation,  dont  le  second  membre,  en  tenant  compte  des  valeurs  (19)  de  X  et  de  Z,  peat 
recevoir  successivement  les  transformations  suivantes  : 


Z«-X«    V^(jc«  - /3«)  (/3«  —  r*)       2XZ  «y 


/ô*.(X/Jy»^a«-4-r*— 3 


1  ra«(^»-r*)-r"(«'-'3«)       ^ ^ 

—  i — i y^/a^^/3^a^^^3•— y* 


]xz 
= -  [3«  («•  -H  r*)  —  2«V"  -+-  35«'x*] 


t<3r 

(a«-^r«)XZ 


et  qui  se  confond,  par  conséquent,  avec  l'équation  (29). 


C  Q.  F.   D. 
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Pour  cela  ayant  besoin  seulement  maintenant  de  connaitre  les 
valeurs  des  dérivées  troisièmes  de  9  relatives  à  ce  point,  nous 
différentierons  à  nouveau  les  expressions  (20) ,  lesquelles  nous 
donneront  ainsi  pour  la  première,  par  exemple,  en  ayant  égard 
aux  valeurs  (17)  et  (15)  : 

9*      dA  dP 

^  =  —  -♦-  8a«x  =—  -♦-  2a»x  h-  8a'x  =  12a'x, 
x^      dx  dx 

et  de  même  pour  les  autres,  de  sorte  que  nous  formerons  sans 
peine,  à  Taide  de  simples  permutations  circulaires,  pour  les 
dérivées  troisièmes  le  tableau  suivant 


^  =  42p'y.       ^=2(r'H-«')x,      ^,  =  2  (r* -.-«')  z, 

*  ^  y  ^y 

^  :0. 


xyz 


d'où  nous  conclurons  en  particulier,  pour  le  point  (X,  0,  Z) 


(-)  -»■ 


et  par  conséquent  pour  le  développement  de  la  puissance  symbo- 
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lique  qui  devra  figurer  au  dénominateur  de  notre  formule  (12), 
l'expression  suivante  : 

((«i-^4))r«-(a.-f).-(a--(a 

^y^'o  Vy«/o  Vrx/o  \zxV, 


/  =a».i2a'X-t-cMVZ 


3a'6f4-l-^3a6«f^l 


D'autre  part  nous  aurons  immédiatement  par  les  valeurs  (27), 
en  y  faisant  9  =  0,  pour  le  numérateur  de  la  même  formule, 
cette  expression 


5  /    fl 


rfF         rfF         dF\ 
/p         rf(jf         drii 


=  5  [2a  )  2a'X>  +  (a*  H-  r*)  XZr  {  -+-  2c  j  2r'Z«r  ^  (a*  -♦-  r')  XZp  (  J 
=  3.2  [(Xp  H-  Zr)  (a'Xa  -f-  r'Zc)  -+-  (a'Xp  -♦-  y^Zr)  (Xa  ^  Zc)\. 

de  sorte  que  si  nous  substituons  ces  deux  derniers  développe- 
ments au  numérateur  et  au  dénominateur  de  la  formule  (12),  en 
introduisant  on  même  temps  dans  le  radical  la  valeur  particu- 
lière 9  =  0,  nous  obtiendrons  définitivement  pour  Texpression 
cherchée  du  rayon  de  courbure  au  point  double  considéré 

(Xp  -H  Zr)(«'Xa  -+-  r'Zr)  -♦-  (a«Xp  h-  r'Zr)  (Xa  h-  Zc) 
(32)    H  ^  jz 


[(a*Xa+r 'Zcl(aV6  V  c*)-4-(Xa-4-Zc)(a«a  V  |3»6'+r'c')]  l/fc  V(; 

où  X,Z,  p,  et  r,  désignent  respectivement  pour  abréger 
valeurs  (19)  et  (31). 
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Vérification  pour  deux  directions  de  tangentes. —  Le  résultat 
que  nous  venons  d*établir  comme  application  de  notre  théorie  se 
prête  à  une  vérification  très  simple  pour  les  deux  courbes  (14), 
dont  Fensembie  constitue  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
principal  des  zx,  et  que  Ton  doit  considérer  avec  notre  théorie , 
d*après  la  manière  dont  nous  avons  défini  la  direction  de  chaque 
section  plane,  comme  représentant  séparément  les  deux  sections 
distinctes  faites  dans  la  surface  par  le  plan  mobile  autour  de  Taxe 
du  cône,  dans  deux  de  ses  positions  distantes  de  ISO"",  et  coïnci- 
dant d'ailleurs  Tune  et  l'autre  avec  le  plan  zx, 

A  ce  point  de  vue,  tout  d'abord  on  vérifiera  immédiate- 
ment que  pour  ces  deux  positions  du  plan  mobile,  les  généra- 
trices du  cône  (22)  situées  dans  ce  plan,  sont  bien,  comme  cela 
doit  être,  les  tangentes  des  deux  sections  (14)  situées  dans  le 
même  plan,  car  si  Ton  fait  j/  =  0,  dans  l'équation  (22)  du  cône, 
pour  avoir  sa  section  par  le  plan  des  zx,  il  est  facile  de  voir  que 
réquation  ainsi  obtenue  pourra  s'écrire 

[X  (x  —  X)  -^  Z  («  —  Z)]  [a»X  (a:  —  X)  -^  r'Z  (z  — •  Z)]  =  0 , 

et  par  conséquent  les  deux  génératrices  du  cône  situées  dans  ce 
plan  seront 

(33)     X(x— X)-*-Z(z  — Z)=0,     a*X(x— X)H-r'Z(5:  — Z)  =  0, 

c'est-à-dire  précisément  les  deux  tangentes  au  point  commun 
(X,  Z)  du  cercle  et  de  l'ellipse  représentées  par  les  équa- 
tions (14). 

En  second  lieu,  il  est  facile  de  s'assurer  également  que  la  for- 
mule (32)  redonne  bien  pour  l'expression  du  rayon  de  courbure 
correspondant  à  ces  deux  mêmes  positions  du  plan  mobile, 
précisément  les  valeurs  directement  assignables  du  rayon  de 
courbure  des  deux  courbes  (14)  à  leur  point  d'intersection. 

Pour  cela,  ayant  posé  pour  abréger 

H  =  Xp  +  Zr,  K  c=  a«Xp  -*■  r'Zr, 

A  =  Xa  -*-  Zc,  k  =  a*Xa  -+■  r'Zc, 
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nous  mettrons  la  formule  (32)  sous  la  forme  plus  concise 


Hib  +  RA 


[k'\-h  (aV  -^  pV  H-  r V)]  1/6'  -♦-  (pc  —  ra)"" 

puis  notant  d*un  accent  les  quantités  relatives  à  la  première 
droite  (33)  ou  la  tangente  au  cercle ,  et  de  deux  accents  celles 
relatives  à  la  seconde  droite,  ou  la  tangente  à  rellipse,  nous 
obtiendrons  pour  ces  deux  positions  de  la  génératrice  mobile  les 
deux  valeurs 

Uk'  -^  Kh' 

^"^[k'-^  h'  («'a'«  ^  r^c*)]  ipc  -  ra')  ' 

^  ~'^[k"  H-  A"  (aV"  +  rV'»)J  (pc"—  ra")  ' 

attendu  que  6  est  nul  pour  chacune  d'elles.  Or  si  Ton  fait  atten 
tion  que  dans  les  équations  (33)  de  ces  deux  droites  les  coor- 
données (x  — X)  et  z  —  Z  sont  respectivement  proportionnelles 
aux  cosinus  a  et  c,  on  voit  qu'on  aura  en  même  temps 

(35)  A'=  Xa'  -+-  Zc'  =  0,        A"=  a*Xa"  -4-  r'Zc"  =  0, 

équations  qui,  jointes  respectivement  à  ces  deux  autres 

détermineront  les  cosinus  directeurs  de  ces  deux  droites,  ce  qui 
se  fera  très  aisément,  en  les  mettant  par  le  moyen  des  valeurs  (19) 
sous  la  forme 

l/X'-t-Z*    ""    P 
r*Z        -a'X       l/a*X*  -¥-  r'P  ""  ar  l/a'  H-  r  *  —  /î*  ' 


a' 

c- 

Z 

— X 

o" 

c" 
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et    de  ces  deux  suites  de  rapports ,  on  conclura  sans  peine  les 
leurs 


,      qF(Xp-^Zr)      ±H 
c  —  ra  = 


"—ra' 


'a"^^r''c'^ 


(dV/ip  -4-  r'Zr) 


ay  l/a'  -*-  y'  —  p'       or  l^«'-4- r'— P' 


aV'(«Vr'— p*)      a«-|-r'~P'      a'-^r'— p'' 


iescf  uelles  étant  substituées  dans  les  expressions  (34), en  tenant 
<^nr^pce  des  valeurs  nulles  (35)  de  A'  et  de  k"  ^  réduisent  ces 
^xf»*essions  à 


*'.»      ■    /.".   «'^'         «^ 


P  a'-^r'— P'    ayl/a«H-y«— p« 


-à-dire  simplement 

i 


ay 


telles  sont  bien  effectivement  les  valeurs  des  rayons  de 
cotarbure  des  deux  courbes  (14)  au  point  considéré  (X,  Z).  Pour 
le  oercle,  la  chose  est  évidente;  pour  Tellipse  nous  nous  en  assu- 
rei^ons  très  aisément,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  6, 
qui  permette  de  représenter  la  courbe  par  les  deux  équations 

X  =  y  sin  d,        z  =s  a  ces  0, 

donc    Tensemble  équivaut  bien  à  la  seconde  équation  (14),  et 
faisant  usage  de  la  formule  symétrique 


s 


dapd'z  —  dzd^x 
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laquelle  donnera  immédiatement  dans  le  cas  actuel  pour  un 
point  quelconque 

[r'cos'd  -*-  a*sin*e]* 


sin*e]i  i   r««  ,     r'   "Il 

In'  Ô)  «y  [y*  a?    J 


ay(cos*  e  -*-  sin 

d*oii  il  suit  que  pour  le  point  (X ,  Z)  en  particulier,  la  valeur 
de  R  sera  y  en  substituant  à  la  place  de  x  et  z,  les  expres- 
sions (19), 

«rL  ** — y*  J  *yL         ** — y'         J  ' 

ou  simplement,  en  supprimant  haut  et  bas  le  facteur  (a*  —  y*), 

R  =  =F  — («*H-r'— PVi 

ce  qui  concorde  bien  avec  le  résultat  obtenu  tout  à  Theure,  et 
Texactitude  ainsi  vérifiée  pour  deux  directions  particulières  de 
tangentes  de  la  formule  (32)  spéciale  à  la  surface  des  ondes, 
constitue,  dans  une  certaine  mesure,  une  vérification  indirecte 
de  notre  formule  générale  (12),  puisque  nous  avons  établi  la 
première  simplement  en  la  déduisant  comme  cas  particulier  de 
la  seconde. 

La  question  préliminaire,  qu'il  nous  était  indispensable  de 
traiter  tout  d*abord,  étant  ainsi  résolue,  arrivons  maintenant  à 
celle  qui  fait  l'objet  immédiat  de  ce  travail,  à  savoir  la  recherche 
des  ombilics  coniques. 
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II 


Équations  relatives  aux  omiillles  eonlqnes.  —  Cas  insérai. 

Cas  partleollers  Intéressants. 

Conditions  relatives  :  I"*  A  l'égale  inclinaison  des  ratons  de 
GOURRURE.  —  Pour  qu'uD  point  conique  d'une  surface  soit  en 
même  temps  un  ombilic,  il  faut,  avons-nous  dit,  que  quelle  que 
soit  la  section  plane  menée  par  Taxe  du  cône  tangent,  tous  les 
rayons  de  courbure  soient  également  inclinés  sur  cet  axe,  et,  de 
plus,  tous  égaux  entre  eux.  D'après  la  première  condition ,  tous 
ces  rayons  de  courbure  formeront  donc  un  cône  de  révolution 
autour  de  cet  axe,  et  de  même  aussi  les  tangentes  ou  génératrices 
du  cône  tangent,  qui  leur  sont  respectivement  perpendiculaires. 
Nous  obtenons  donc  ainsi  comme  première  condition  pour  qu'un 
point  singulier  soit  un  ombilic  celle-ci,  à  savoir  que  le  cône 
tangent  doit  être  de  révolution,  condition  qui  analytiquement, 
eu  égard  à  l'équation  (3)  du  cône  tangent,  s'exprimera  par  les 
deux  équations  : 


(37) 


f*  f' 

zx  xy      9*      xy  yz      y* 

yz  zx 

yz  zx  xy 


^  A  l'égale  grandeur  de  ces  mêmes  rayons.  —  Cette  première 
condition  étant  supposée  remplie,  il  restera  à  satisfaire  à  la 
seconde,  c'est-à-dire  à  exprimer  que  la  valeur  du  rayon  de 
courbure  est  indépendante  de  la  direction  de  tangente  consi- 
dérée. 

Pour  cela  nous  commencerons  d'abord  par  remarquer  que 
l'expression  que  nous  avons  donnée  dans  le  paragraphe  précé- 
dent pour  ce  rayon  en  laissant  au  cône  tangent  toute  sa  généra- 
lité, prend  une  forme  beaucoup  plus  simple,  par  suite  de  la 
VU.  12 
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première  condition  que  nous  venons  d*introduire,  c'est-à-dire  lors- 
qu'on suppose  ce  cône  de  révolution.  En  effet,  si  nous  convenons 
dorénavant  de  désigner  expressément  par  9  celle  des  racines  de 
Téqualion  (4)  qui  correspond  à  Taxe  du  cône  tangent,  et  par /i, 
qy  Vy  les  trois  cosinus  directeurs  de  cet  axe,  nous  aurons  dans  le 
cas  général,  par  les  équations  (6) 

d¥      ^         dF      ^  dF 

d^^^'P^    5^  =  -^''     ^='*^' 

«t  par  conséquent,  en  substituant  dans  la  formule  (12),  et  ayant 
égard  à  la  valeur  (10)  de  cos  (ù 


3      î2s  (pa  -*-  qb  -*-  rc)  _^  35  cot» 


expression  dans  laquelle  le  dénominateur  seul  sera  variable, 
lorsque  Ton  supposera  le  cône  de  révolution,  et  qui  dès  lors 
offrira  une  analogie  complète  et  évidente  avec  la  formule 

(38)  R=  "^ 


X         y         i 

qui  donne  lexpression  du  rayon  de  courbure  d'une  section  nor- 
male pour  un  point  quelconque  de  la  surface,  ainsi  que  nous 
rétablissons  sous  le  numéro  (5)  au  début  de  noire  Mémoire  sur 
la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

Dès  lors,  en  raison  de  cette  forme  particulière  de  l'expression 
du  rayon  de  courbure,  la  seconde  condition  à  laquelle  nous 
avons  à  satisfaire,  consistera  simplement  à  faire  en  sorte  que 
l'expression 

(39)  _^=      a^  +  6-H-c^ 

n  \\    X         y         z 
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conserve  une  valeur  constante  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  6,  c 
qui  satisfont  aux  deux  équations 

(40)  a*-+-6«-f.c«=i,        (fo?--+-6^^c^])'=0i 

ou  encore,  en  d'autres  termes,  que  si  l'on  élimine  deux  des  trois 
cosinus^  a  et  b,  par  exemple,  entre  ces  deux  dernières  équations 
et  la  précédente,  Téquation  résultante  soit  indépendante  du 
troisième  cosinus  c. 

Ainsi  posé,  le  problème  analytique,  en  face  duquel  nous  nous 
trouvons,  présente,  comme  Ton  voit,  une  analogie  complète  avec 
celui  que  nous  avions  à  résoudre  dans  le  travail  précité  pour  les 
ombilics  sphériques,  puisqu'il  n'en  diffère  que  par  les  constantes, 
et  Tordre  et  le  degré  des  équations,  et,  par  conséquent,  nous 
n'aurons  pour  résoudre  la  question  qu'à  calquer  pour  ainsi  dire 
nos  raisonnements  et  nos  calculs  sur  ceux  que  nous  avons  pré- 
sentés dans  notre  seconde  méthode,  à  la  page  101  de  ce  mémoire, 
ce  qui  nous  amènera  ainsi  forcément  à  des  équations  complète- 
ment analogues  de  forme  aux  équations  (93)  du  même  travail , 
mais  toutefois  d'un  ordre  et  d'un  degré  plus  élevé,  de  même 
que  les  équations  qui  nous  servent  actuellement  de  point  de 
départ. 

Nombre  des  équations  nécessaires.  —  Notre  but  et  notre 
méthode  étant  ainsi  nettement  indiqués,  nous  nous  préoccupe- 
rons tout  d'abord, comme  pour  lesombilics  sphériques,  de  déter- 
miner à  priori  le  nombre  des  conditions  nouvelles  auxquelles 
nous  devrons  arriver  de  cette  sorte  entre  les  coordonnées  d'un 
ombilic  conique. 

Pour  cela ,  ayant  remarqué  que  l'équation  du  cône  tangent 
doit  évidemment  dans  le  cas  actuel ,  eu  égard  à  la  forme  connue 
de  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution,  être  comprise 
dans  la  forme 
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où  g  est  une  constante,  et  qu'en  conséquence  Téquation  de  con- 
dition des  tangentes,  ou  la  seconde  équation  (40)  doit  elle-même 
pouvoir  être  identifiée  avec  celle-ci 

laquelle,  rapprochée  des  équations  (10)  et  (11),  donne 

i  =  0  ces*  » ,         d'où         g  =  — r-  > 

COS'ûî 

on  voit  que  nous  pourrons  mettre  cette  seconde  équation  (40) 
sous  la  forme 

(41  )  cos*  a  (o*  -H  6*  -+-  c')  =  (pa  -^  qb  -i-  rcf^ 

et  il  est  facile  de  voir  en  effet  que  Tidentification  de  cette  der- 
nière forme  avec  la  seconde  équation  (40)  conduit  précisément 
aux  conditions  (37),  qui  expriment  que  le  cône  tangent  est  de 
révolution. 

Cela  posé,  nos  deux  équations  de  condition  entre  a,  6  et  c, 
étant  dès  lors,  avec  cette  dernière  forme  : 

a' -♦-  6*  -+-  c*=  1,         cos' a  (o* -♦-  6*  -+-  c')  =  (pa  -^  qb  -¥-  rcf, 

nous  pourrons  considérer  à  la  place  le  système  équivalent  : 

ces*  w  (a'  -♦-  6*  -♦-  c*)  =  {pa  -^-qb  -¥-  rcy^     cos'  »  =  {pa  -^  qb  -^  rcf, 

dont  la  première  équation  se  confond,  ainsi  que  nous  venons  de 
le  montrer,  avec  Téquation  de  condition  des  tangentes,  et  la 
seconde  équivaut  aux  deux  suivantes  : 

.  po  H-  96  H-  rc  =  cos  w,        po  -♦-  96  -H  rc  =  —  cos  «, 

qui  correspondent  chacune  à  Tune  des  deux  nappes  du  cône 
tangent,  si  p,  q,  r  et  tù  désignent  les  mêmes  constantes  dans  les 
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deux  équations.  Si  donc  nous  nous  bornons  à  considérer  Tune 
des  deux  nappes  du  cône  seulement,  nous  pourrons  définitive- 
ixient  substituer  au  système  des  deux  conditions  (40),  les  deux 
suivantes 


(-42)  I  (c--4-  6--*-  c-  )  =a  0,        pa-t-  96  -4-  rc=  cos«. 


On  voit  alors  de  suite,  la  seconde  étant  linéaire,  que  Télimi- 

jnation  de  a  et  6  entre  ces  deux  équations  et  Téquation  (59)  con- 

uira  à  une  équation  du  sixième  degré  en  c,  et  qu'en  consé- 

uence,  pour  que  la  valeur  de  R  devienne  indépendante  de  c,  il 

audra  que  les  six  coeiBcients  des  différentes  puissances  de  c, 

t  le  terme  indépendant  dans  Téquation  résultante  ainsi  obtenue 

soient  séparément  nuls.  D'où  l'on  voit  qu'il  devra  exister  sept 

^ëquations  de  condition  nécessaires  entre  R  et  les  autres  coeffi- 

ients  des  équations  (39)  et  (42),  lesquels  s'exprimeront  très 

acilement  à  Taide  des  dérivées  partielles  de  cp^  et  comme  ces 

^dérivées  de  7  sont  elles-mêmes  des  fonctions  connues  des  coor- 

adonnées  des  points  cherchés,  il  s'ensuit  qu'en  éliminant  R  entre 

^;es  sept  équations,  on  arrivera  finalement  à  six  équations  nou- 

"^elles,  en  sus  des  équations  (37),  entre  les  coordonnées  seules 

tout  ombilic  conique  {*). 


{*)  On  sera  peat-éire  tenté  de  nous  objecter,  par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu  pour  les 
^>mbilics  sphériques,  que  les  termes  de  degré  pair  devront  disparaître  de  Téquation 
résultante  en  c,  en  sorte  qu'il  n'y  aurait  plus  alors  que  quatre  coefficients  à  annuler,  au 
lieu  de  sept,  pour  que  la  valeur  de  R  devienne  indépendante  de  c;  d'où,  par  conséquent, 
trois  équations  de  condition  de  moins  que  nous  ne  l'énonçons.  Mais  il  faut  observer  que 
<ians  le  cas  précédent,  l'expression  (<Xè)  de  R,  d'ob  nous  partions,  de  même  que  notre  for- 
mule (iS^*)  attribuait  à  R  la  même  valeur  pour  deux  directions  opposées,  ce  qui  rendait 
nécessaire  cette  disparition  des  termes  impairs  de  l'équation  en  c,  tandis  que  dans  le  cas 
actuel,  la  formule  («39)  qui  nous  sert  de  point  de  départ  (u  étant  par  hypothèse  dans  nos 
raisonnements  ci-dessus  une  constante  unique  et  déterminée)  donne  au  contraire  pour  R 
deux  Taleurs  égales  et  de  signes  contraires,  quand  on  considère  successivement  deux 
directions  opposées.  11  n'y  a  donc  plus  obligation,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  les 
termes  de  degré  impair  disparaissent  de  l'équation  résultante  en  c,  et,  par  conséquent,  il 
tïïol  s'attendre  ^  être  obligé  d'annuler  sept  coefficients  distincts,  pour  que  la  valeur  de 
R  devienne  indépendante  de  c. 
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Détermination  de  ces  équations.  —  Ce  point  important  établi,, 
nous  obtiendrons  facilement  ces  équations,  en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  adoptée  pour  les  ombi- 
lics sphériques  dans  notre  seconde  méthode.  (Voir  Mémoire, 
pages  101-104.) 

Pour  cela,  ayant  remarqué  que  Téquation  (39)  ne  renferme 
que  des  termes  du  troisième  degré  en  a,  b,  c,  nous  substituerons 
encore  une  fois  aux  deux  équations  de  condition  (42)  les  quatre 
équations  équivalentes 

{pa  -♦-  96  -+-  rcf —  cos'û)  =  0, 

et  considérant  dans  ces  quatre  équations  les  quatre  quantités 
a^  6^,  à^by  ab^y  comme  des  inconnues  distinctes,  nous  éliminerons 
ces  inconnues  entre  ces  quatre  équations,  et  Téquation  (39), 
lesquelles  sont  toutes  linéaires  par  rapport  à  ces  inconnues.  11 
est  facile  de  voir  alors  que  Téquation  résultante  étant  ordonnée 
par  rapport  à  a,  6,  c,  ne  contiendra  plus  c  que  par  Tun  des  six 
termes  en 

c^.     b%     bc^,     c^a,     ca^,     abc, 

et  sera  également  linéaire  par  rapport  à  ces  dernières  quantités. 
Dès  lors,  du  moment  que  sept  conditions  sont  nécessaires,  ainsi 
que  nous  lavons  reconnu  tout  à  l'heure,  pour  que  la  valeur  de 
R  devienne  indépendante  de  c,  il  est  clair  que  Ton  obtiendra  ces 
sept  conditions,  en  annulant  séparément  les  coefficients  de  ces 
six  termes,  et  le  terme  indépendant  de  a,  6,  c,  dans  Téquation 
résultante  ainsi  obtenue.  Nous  sommes  donc  ainsi  ramenés 
encore  une  fois  à  un  problème  analytique  identique  à  celui  que 
fournit  l'application  du  principe  des  vitesses  virtuelles  à  Téqui- 
libre  d'un  système  matériel  à  liaisons,  et  nous  emploierons  de 
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même  en  conséquence  pour  le  résoudre  la  méthode  des  multi- 
plicateurs de  Lagrange. 

Multipliant  à  cet  effet  les  quatre  équations  (43)  par  quatre 
coefficients  indéterminés,  h,  A,  k',  k"y  et  ajoutant  à  Téq nation 
(39),  dans  laquelle  nous  écrirons  R».  à  la  place  de  R  pour  mar- 
quer qu'il  s*agit  dorénavant  d'un  ombilic  conique,  nous  forme- 
rons réquation 

35C0tCi}         //     ?  f  ?\\'  r  T 

— p II®  — H6--t-c-ll  -+-A  \{pa  -H  96  -*-  rcf  —  ces'  »J 

-+-  (ka  4-  k'h  -f-  k"c)  ([a  -  -+-  6  -  -+-  c  -j  J  =0, 


laquelle  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  à  a,  6/  c, 
devient  la  suivante 

fAc»-^.  +  rdc'  +  (3Ap7r— 3— -h  A-^  ^k'-  ^k" ^\^abc 
\  z^  ri        \  xyz         yz         zx  xyl 

Uhah—Z^-^  -IW  —  -^r  ~  )  6«c^  (3/ïor»-3 
\  yH  yz  yV  \ 

Ur'p -  5  4-  -^^k"—  -h  k  -J  c'a  -^  (sArp'-S  X-  4.  2A  -^  -hA"  ^\ 

s'x  zx  z*J  \  jrx'  zx         x*/ 

\  x'y  xy  x*/  \  xy'  xy         y'/ 

et,  par  conséquent,  nous  devrons  poser  séparément  les  onze  équa- 
tions 


5  s  s\ 

yz*  yz         z» 


co' 


/ . .  X  3«  cot  w       .       - 

(44)  A  cos'  «  =  0, 

Ré 


*•« 


X*        X*  y  y*  z'         z' 
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(46)  5hpqr—  3—  +  *  L  +  A'  —  -f- A"  ^  =  0, 

xyz         yz  zx  xy 

(47)  /5Ar«p— 3-^-f-2ik"— -f-A  ^=0,     3Arp* - 3  — , -^  2ik  ^  ^-r^  - 
'  z*x  zx         V  zx'  zx         x' 

3Ap'g— 3-V--+-2A  ^  +  A'^=0,     3Apg*-3^,-f-2*'  ^-4-  k\ 
x^y  xy         x'  xy'  xy         y 

qui,  par  réiimination  des  quatre  indéterminées  A,  A:,  A:',  k'\  nous 
fourniront  précisément  les  sept  équations  cherchées  entre  R^  et 
les  coordonnées  de  Tombilic  conique. 

Pour  cela,  nous  commencerons  par  éliminer  les  trois  coeffi- 
cients k,  k',  k''y  d'abord  entre  les  trois  équations  (45)  et  Téqua- 
tion  (46),  puis  entre  ces  mêmes  équations  (45)  et  chacune  des 
équations  (47). 

Dans  ce  but,  ayant  multiplié  ces  trois  équations  (45)  respec- 
tivement   par   gpL;,r?!L;,ggi;,  et  Téquation  (46)  par 

^^^>  ce  qui  donnera 

ZX  z'  x'  \  y  I  x'  t/'  z'  zx 

xy  x'  y'  \  zV  x*  y*  z*   xy 


X    V    «   \  xvz/ 


xyz) 

SSX1  tS1«  S2St 

•^  .y  ^   y^       ^  y  ^   ^^        *  y  *   ^y 
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si  nous  retranchons  la  dernière  de  ces  quatre  équations  de  la 
somme  des  trois  autres,  il  restera  simplement  : 

yz  y*  z'  \  xV       zx  «*  x'  \  ^       yV      xy  a'  y'\  zV 

X*  y*  z^\  ^        xyzl 
d'où  nous  tirerons 


/iQ\         I.      y*^*y^   ^'      z*a:'«x   y'     x'y'aiy   z»         x'y«z'   xyz 

^  ^  ««  ««  «« ««  «ï  «« ««  ««  «î T-n • 

-il—  P  "*'~i"i"~'9  "^ — i"l — '^-~^-|i  "iP?*^ 

y'  z'  yz  zr  x'  zx  x'  y'  xy  x*  y'  z'      ' 

De  même  les  trois  coefficients  A,  il:',  A:''  s'élimineront  très  sim- 
plement entre  les  équations  (45)  et  (47),  si  Ton  observe  que  les 
deux  premières  équations  (45)  et  les  deux  dernières  (47) 
forment  un  groupe  de  quatre  équations  qui  ne  renferment  que 
k  et  k'y  et  ainsi  de  suite  par  groupements  analogues.  Nous 
obtiendrons  donc  deux  équations  ne  renfermant  plus  que  A,  en 
multipliant  d'abord  les  deux  dernières  équations  (45)  respecti- 
vement par  2  —  ^  et  f^V  ,  et  la  première  de  gauche  (47)  par 
-^  ^ ,  ce  qui  donnera 


y«  *« 


'4L:.(5»,v-3iL).»-:L:.,ii^rt;^.!;-o, 

y  *     \  y^i        y  ^      yz         y  z'  y' 

puis  retranchant  la  dernière  de  ces  trois  équations  de  la  somme 
des  deux  autres,  d'où  l'équation  suivante 
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laquelle  nous  donnera  comme  tout  à  Theure  : 


A  = 


y*  «*    y'      \yV    z'         y*  a'    y'z 


yz  z' 


2^.V9'  + 


Tel  est  donc  le  résultat  de  réliminalion  de  k'  et  k",  corres- 
pondant à  un  premier  groupe  de  trois  équations  formé  des  deux 
dernières  équations  (45)  et  de  la  première  de  gauche  (47).  Un 
second  groupe  de  trois  équations,  formé  des  deux  mêmes  équa- 
tions (45)  et  de  la  première  de  droite  (47),  fournira  de  même 
un  résultat  analogue.  Pour  l'obtenir,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
recommencer  le  calcul  ;  il  suffit  d'observer  que  ce  second  groupe 
d'équations  se  déduit  du  premier  en  changeant  simplement  A:'  en 
k",  y  en  z,  et  q  en  r,  et  inversement  :  d'où  il  suit  que  le  résultat 
de  l'élimination  de  k'  et  k"  correspondant  à  ce  second  groupe, 
se  déduira  de  l'équation  précédente  par  le  même  changement,  et 
sera  en  conséquence  le  suivant 


ï      -ï  Virî/        -.5  .»    ..î     ,î. 


h  =_^^-^_i__-^_  y        ^  y  ^  y 


«  _î 


y  y 


ïï-^-4t-"^' 


Si  maintenant  nous  rapprochons  ces  deux  résultats,  nous 
aurons  en  somme  pour  résultat  de  l'élimination  de  k'  et  k"  entre 
les  deux  dernières  équations  (45)  et  les  deux  premières  équa- 
tions (47),  les  deux  suivantes 


h  = 


yz  z'  '  y»  ^  Wl  '  z'         y'  z^  '  y'z 

yz  z*  \y*/  y*  z* 

«ff?        If\f  ^?f      f 
yz  y*    z'       Wl    y*         y*  z'    yz* 

yz  y*  \zV    ^  y*  z*    ^ 
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ou  encore,  en  faisant  successivement  la  somme  et  la  différence 
des  numérateurs  et  des  dénominateurs  : 


h  = 


TT  \    yz       z^l  y*       y'  \     yz       y*l  z'  y    «  ^y^        y^l 

«*  \    yz       ri  y*\    yz       y^l  y   ^ 

z*\    yz       z^ly^      y*\    yz       y*l z^         y*  z*\yz*      yhl 

«'\    yz       z^l^        y^\    yz      yV  y*  z"  ^   ' 

Ces  deux  dernières  équations  peuvent  encore  évidemment  être 
<K>nsidérées  comme  le  résultat  de  Pélimination  de  k,  k'y  k"  entre 
les  trois  équations  (45)  et  ces  deux  premières  équations  (47), 
puisque,  d'une  part,  l'indéterminée  k  ne  figure  pas  dans  les  équa- 
tions du  système  que  nous  considérions  tout  à  Theure,  et  d'autre 
jMirty  que  la  première  équation  (45),  que  nous  introduisons  ainsi  en 
filusy  ne  contient  pas  les  indéterminées  k  et  k*\  sur  lesquelles 
9e  portait  tout  à  Theure  notre  attention. 

Or,  en  se  plaçant  à  ce  dernier  point  de  vue,  il  suffira  d'une 
simple  permutation  circulaire  pour  achever  le  calcul.  Car,  dans 
<;hacun  des  deux  groupes  verticaux  (47),  les  équations  se  dédui- 
:saut  les  unes  des  autres  par  la   permutation  circulaire  opérée 
simultanément  sur  chacun  des  trois  groupes  de  lettres  {Xy  y,  z), 
KPf  9>  0>  (*'  ^>  *")»  tandis  que  la  même  permutation  opérée 
dans  les  équations  (45)  ne  l'ait  que  les  échanger  les  unes  dans 
les  autres,  il  est  visible  que  Ton  obtiendra  immédiatement  le 
résultat  de  l'élimination  de  k,  K,  F  entre  les  équations  (45)  et 
les  deux  secondes  ou  les  deux  dernières  (47),  en  opérant  la 
même  permutation  circulaire  dans  le  dernier  résultat  qui  pré- 
cède, en  sorte  que  si  nous  posons,  en  vue  d'abréger  l'écriture 


x'  \    zx       x^l 


X  \    xy      X* 


(*9) 


i        y  \  ^y     yi  y  \  y^     yl 

1  z^  \    yz       z^  I  z*  \     zx      V 
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%  = 


x'  \    zx 


xV       ^      xM    XV      xV 


(SO) 


-^.)'  *= 


y* 


jjg 


z'  \    yz       z'/  z'  \    zx 


y 

f 

z 


)• 


nous  aurons,  en  rapprochant  les  résultats  obtenus  par  cette  voie, 
comme  produit  de  I  élimination  de  k,  k',  k"  entre  les  neuf  équa- 
tions (4S)  et  (47),  les  six  suivantes  : 


h  = 


^z'        y«z«\yz«     f/«zj  y»  z»       yV\yz«     yV 


^& 


x' 


z'x'xzx'     z'x/  z'  X*        z'x'vzx'    z*x/ 


3      % 

z   x' 


rV) 


2*  x' 


x* 


f 


y 


x'y'Vxy''     x'j//  x'         y'       x'i/*\x^'    x*y/ 


P'9) 


Jliai?'  —  f  9'  +  5  i-,^,  (pg«  —  p'qr) 

X  y 


Equations  des  ombilics  coniques  (l^"*  forme).  —  L'indéterminée 
h  subsistant  seule  désormais,  il  suffira  évidemment  pour  Téli- 
miner  à  son  tour,  d  égaler  sa  valeur  qui  résulte  des  équations 
précédentes,  d'une  part  à  celle  (48),  qui  résulte  de  même, 
comme  nous  lavons  vu  de  1  élimination  de  k,  k' ,  k"  entre  les 
quatre  équations  (45)  et  (46),  et  d'autre  part  à  celle  que  Ton  tire 
directement  de  Féquation  (44)^  à  savoir 


(5J) 


h  = 


3«  cot  w  3F  (p,  qr,  r) 


R^  cos'  »       Roe  sin  w  cos'  « 


en  ayant  égard  à  la  valeur  (7)  de  s^  et  divisant  haut  et  bas  par 
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cos  (ù,  en  sorte  qu'en  définitive  le  résultat  de  Télimination  des 
quatre  indéterminées  A,  k,  k\  k"  entre  les  onze  équations  (44), 
(45),  (46)  et  (47)  sera  les  sept  équations 

y'     ^z»       .v'z'lyz*    y*J  y'  g'       y*  zAyz*    yV 

Nç» -H  Qr»  -  3  ^  ^  (yr* -*- 9'r)     JH?'  — «©r*  +  3-^-,(7r'— çV) 

«•        x'        2'a;'\za:'     z'ar/  z*         x'        z*x*\zjc'     z'x/ 

Lr»  +  Rp»  —  si  -?j  (rp»  +  r'p)     Xr»  —  lïp'  +  3  ^  -^,(rp'  —  r'p) 

B  B  fS/8  B\  8  8  tS/3  8\ 

x»        y'        x*y'\xy«     xV      "^x»     *^y'        x'y'lxy'    x'y/ 
Mp»  +  P,'  _  3 1!  l  (p9'  H-  p«9)     ,jep'  -  f  î»  +  3 1*  -^  (p9»  -p'9) 

y'   2*  yz    x'       z'  x'  zx    y'       x*   y'  xy    r*  x'    y'  z*    xyz 

y'   jz'  yz  z'   x'  zx  x'  y'  xy  x*  y    « 

3F(p,(/,r) 


(52)        = 


Roc  *^in  «  ces'  « 


dans  lesquelles  il  n'y  aura  plus  maintenant  qu'à  remplacer  les 
quatre  quantités  py  q,  r  et  (ù,  par  leurs  valeurs  en  fonction  des 
dérivées  partielles  de  9,  valeurs  que  nous  indiquerons  un  peu  plus 
loin,  pour  avoir  les  sept  équations  demandées  entre  le  rayon  de 
courbure  et  les  coordonnées  de  Tombilic  conique.  Mais  aupara- 
vant il  convient  de  nous  arrêter  un  instant  sur  ces  équations  pour 
en  examiner  la  portée,  ainsi  que  la  loi  de  formation  et  la  symétrie. 
Parmi  les  sept  équations  que  nous  venons  d'obtenir,  la  der- 
nière seule  conlîendra  le  rayon  de  courbure,  puisqu'il  figure 
seulement  dans  le  dernier  rapport.  Les  six  premières  auront  lieu 
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entre  les  coordonnées  seul(^s  des  poJnls  cherchés,  el  servirout 
par  conséquent  à  déterminer  ces  coordonnées  eonjoinleraeni 
avec  les  quatre  équations  (1)  qui  caractérisent  tous  les  points 
coniques  de  la  surface,  et  les  deux  équations  (37),  qui  expriment 
que  le  cône  langent  relatiT  â  ces  points  est  de  révolution.  Les 
coordonnées  de  tout  ombilic  conique  devront  donc  ainsi  salis- 
faire  en  général  à  douze  équations  distinctes. 

Si  dans  k's  douze  équations  que  nous  venons  de  dire  on  sub- 
stitue h  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  déterminé  Xj,  y^,  z^,, 
on  obtiendra  douze  équations  entre  les  coefficients  de  l'équation 
de  la  surface,  qui  exprimeront  les  conditions  puur  que  ce  point 
soit  un  ombilic  conique.  Par  conséquent,  étantdonnéeune  surrace 
dont  l'équation  renferme  douze  coeDîi^icnls  arbitraires,  on  pourra 
l'aire  en  sorte  que  ce  point  Xg,  i/g,  Zq  soit  un  ombilic  conique  de 
la  surface,  si  les  douze  équations  ainsi  obtenues  admettent  un 
système  de  solutions  réelles,  pour  les  douze  coefficients,  consi- 
dérés comme  inconnues. 

De  même,  si  au  lieu  de  remplacer  x,  y,  z  par  les  coordon- 
nées d'un  point  déterminé,  on  les  élimine  entre  ces  mêmes  douze 
équations,  on  aura  ni'u/" équations  entre  les  coeilicicnls  de  ta  sur- 
face seulement,  qui  exprimeront  les  conditions  pour  que  celte 
surface  admette  un  ou  plusieurs  ombilics  coniques  ;  el,  par  con- 
séquent, étant  donnée  une  surface  dont  l'équation  renferme  neuf 
coeOicicnis  indéterminés,  on  pourra  faire  en  sorte  que  celte 
surface  présente  des  ombilics  coniques  si  les  neuf  équations  ainsi 
obtenues  admettent  un  système  de  solutions  réelles,  pour  les 
neuf  coelfieienis  considérés  comme  inconnues  (*).  Nous  verrons 
en  terminant  un  exemple  d'une  pareille  détermination. 


('}  Si  l'on  apj)liquaii  co  raisonncmeni  i  l'dqua'ioi]  géndrale  des  surfaces  du  socood 
ordre,  qui  rcnfenne  iirieis^meiil  neuf  coelBcienls  «rbitraipei,  il  l'ensuiiraîl  que  m« 
neuf  cocfficieuls  tcraisnt  délenuinds  |i«r  la  seule  condjlloa  que  ts  surbfe  admette  un  ou 
plusieurs  onihitici  coDiqDea.  el  qu'en  im|Kiiunl  celle  eondïtinn,  l'équaliau  du  I*  «urfiici  n« 
rora  portera  il  plus  aucun  coefficient  arbitraire.  Or,  comme  d'autre  pari,  un  cflno  de  r«n>lB- 
tion  silUfait  éTidemment  en  son  sommet  aux  conditions  caraelérislîqucs  do  l'ombilic 
conique,  el  que  râqualioa  de  celle  surface,  sous  sa  forme  la  (ilns  g^némlc,  compune  tia 
eoefficienU  arbitraires,  il  semble  nu  premier  abord  que  celte  contradictian  réduise  i  ntant 
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Loi  DE  FORMATION  DE  CES  ÉQUATIONS.  —  Les  équations  (52)  que 
nous  venons  de  rencontrer,  présentent  une  symétrie  extrême- 
ment remarquable,  qui  permet  d'en  formuler  d'une  façon  assez 
simple  la  loi  de  formation,  par  le  moyen  des  remarques 
suivantes  : 

i"  Les  différents  rapports  qui  les  composent  sont  tous,  sauf  le 
dernier,  homogènes  et  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  troi- 
sièmes de  9,  les  coefficients  de  ces  dérivées  étant  eux-mêmes 
homogènes  et  du  second  degré  par  rapport  aux  dérivées  secondes, 


le  raisonnement  en  qneslion,  et  élèTe  une  saspicion  fondée  contre  les  résultats,  dont  noas 
B'aTons  déduite  comme  conclusion. 

Nous  lèTerons  facilement  cette  objection,  en  faisant  observer  que  l'application  de  ce 

raisonnement  présenté  pour  le  cas  général  des  surfaces  de  tout  ordre,  n'est  pas  légitime 

pour  le  cas  particulier  des  surfaces  du  second  ordre,  par  la  raison  que  dans  ce  cas  les  six 

équations  (52)  étant  du  troisième  ordre  n'ont  plus  aucune  signification,  et,  par  conséquent, 

xe  peuTent  plus  entrer  en  ligne  de  compte  dans  la  supputation  des  conditions  imposées 

sux  coefScients  de  l'équation  générale.  Il  faut  donc  alors  reprendre  le  raisonnement  sur 

<l'autres  bases  de  la  façon  suivante.  Les  seules  équations  qui  subsistent  dans  ce  cas. 

^tant  alors  les  six  équations  {\)  et  (37),  si,  entre  ces  six  équations  on  élimine  les  trois 

coordonnées  x,  y,z,  il  restera  trois  équations  de  condition  entre  les  coe£Bcients,  pour 

4iue  la  surface  admette  des  ombilics  coniques,  et  cette  condition  supposée  remplie,  il  res 

tera  encore  six  coefficients  arbitraires  dans  l'équation  générale  de  la  surface  du  second 

«rdre,  ce  qui  fait  disparaître  la  contradiction  que  nous  venons  de  signaler. 

Il  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des  équations  ('i)  et  («77),  que  cette  variété  du  cône 
de  révolution  est  bien  la  seule  parmi  les  surfaces  du  second  ordre  qui  puisse  présenter 
un  ombilic  conique,  car  les  équations  (37),  d'une  part,  ne  sont  autre  chose  dans  le  cas 
actuel  que  les  conditions  qui  expriment  que  la  surface  elle-même  est  de  révolution,  et  les 
équations  (1),  d'autre  part,  imposent  la  condition  que  la  surface  présente  un  point  coni- 
que, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu'elle  soit  un  cône. 

Si  l'on  avait  quelque  doute  au  sujet  de  l'identité  de  ces  deux  dernières  conditions,  il 
suffira  d'observer  qu'en  éliminant  x,  y,  z  entre  les  quatre  équations  (i),  dans  le  cas  où 
l'on  fait 

2f(a:,y,z)  =  Aa?«-f-Ay-*-A'V-f-2By«4-2B'za?+2B"a?i/-+-2Ca?-f-2C'y-H2C''«-f-K, 

on  obtient  assez  simplement  pour  résultat  la  condition 

A  B"  B'  C 

B"  A'  B  C 

B'  B  A"  C" 

C  C  C"  K 

laquelle  exprime  bien,  comme  on  sait,  que  la  surface  est  un  cône. 
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nous  considérerons  les  sept  équations 
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51. 


Cl  S„  et  7^  désignent,  pour  faciliter  les  écritures,  les  deux  exprès- 
i43ns 


.  S«  =  2 


<«^) 


[\xl        y"-*  2" 

C_\ii— 8_ii-l    _•»-< 
?\  ? ? 

y)        2—*  x— 

?  j         ? f 


(«»'  -»'»      i«'     -.'»     \ 
yz  X"      x'  yzx"~'/ 


\«x  v" 


izx  y"      y*  zxy'*  * 


\xy  z"     z'  xyz""'/ J 


.*— •    -,*— 4  -.»— * 


l  — 


2  ^  J^TÏ  ^  (î'-P""'  ■*-  '•Pî""'  ■*-  Pï'"'')  î 


les  x^^pporls  égaux  (56)  étant  tous,  sauf  le  dernier,  homogènes 
^^  ïîrjéaires  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  n,  homogènes  et  du 
seooj^d  degré  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  n — 1,  homogènes 
^^  <lij  degré  n  —  3  par  rapport  aux  dérivées  premières,  et  se 
^^ctviisant  d'ailleurs  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  com- 
P*èt.^nient  analogue  à  celle  que  nous  avons  formulée  pour  les 
^^^ «liions  (Î52),  sauf  que  dans  les  trois  premiers  rapports  les 
^^^xrililés  L„,  M„, ...  R„  des  numérateurs  sont  remplacées  aux 
^^Oc>minaleurs  par  les  quantités  correspondanies  L„,  Af„,. ../?„. 
^^r  si  nous  faisons  d'abord  n=3dansces  équations  (56), ayant, 
P^**  suite  des  valeurs  (49)  et  (50)  d'une  part,  (53),  (54)  et  (55) 
*^  l^^utre, 

N,  =  Ar5  =  N,      R,  =  /Î5  =  R,      jB5=ja,     «5  =  H; 
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nous  considérerons  les  sept  équations 
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51. 


où  S„  et  Ta  désignent,  pour  faciliter  les  écritures,  les  deux  expres- 
sions 


S„  =  2 


(57) 


(«»'  ^f»  «.'  «.*»  \ 
f_? ?  ?  \ 
yz  X"      x'  yzx'^'v 


? 


zx  y"      y'^  zxy"*  * 


\xy  z"     jj'  xyz"~V  J 


=  ! "Il +  1 )o-^L_' [1 ,  ^     \ 

X— *y— *\X!/— *     x**-»y/ 


.»— I  «.»— 1  ««— I 


les  rapports  égaux  (56)  étant  tous,  sauf  le  dernier,  homogènes 
et  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  d*ordre  n,  homogènes  et  du 
second  degré  par  rapport  aux  dérivées  d'ordre  n — 1,  homogènes 
et  du  degré  n  —  3  par  rapport  aux  dérivées  premières,  et  se 
déduisant  d'ailleurs  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  com- 
plètement analogue  à  celle  que  nous  avons  formulée  pour  les 
équations  (52),  sauf  que  dans  les  trois  premiers  rapports  les 
quantités  L„,  M„, ...  R„  des  numérateurs  sont  remplacées  aux 
dénominateurs  par  les  quantités  correspondantes  L„,  Af„,. ../?„. 
Or  si  nous  faisons  d'abord  n=3dansces  équations  (56), ayant, 
par  suite  des  valeurs  (49)  et  (50)  d'une  part,  (53),  (54)  et  (55) 
de  l'autre. 


L,=L3=L,      P3  =  P3=P,      %5=%.     ».  =  », 
N,  =  Ar3«=N,     R,  =  /Î,  =  R,      jB3=ja,     «$  =  «; 
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et  par  ailleurs  les  expressions  (57)  donnant  immédiatement 

LV*z'  \yarx"      x^yzxl       z^  x*\zxy^       y*^xyl 

x*  y'  \xy  2*       z'  xyzlj 
r*.«  ««  -,«   *>'      «>  ««  «*  «*      «*  «*  ^«  ^>        «*  -^«   *     «*  T 

Ly'z'yar  x'      z'x'zx  y"      x*y*xy  z*         x^y^z^  acyarj 

Ly'z' yz  z*  x^  zx  x'y'xy  x^y^z^         J 

on  voit  clairement,  en  se  rappelant  enfin  Téquation  de  défini- 
tion (2),  que  les  équations  générales  (56)  coïncident  bien  pour 
n=3  avec  nos  sept  équations  (52). 

Voyons  maintenant  ce  que  deviennent  les  mêmes  équations 
(56)  lorsqu*on  y  fait  n=%  et  qu'on  abandonne  en  même  temps 
rhypothèse  d'un  point  conique  pour  envisager  un  point  ordi- 
naire de  la  surface.  Les  cosinus  directeurs  />,  9,  r  devenant  alors 
ceux  de  Taxe  du  plan  tangent,  c'est-à-dire  ceux  de  la  normale , 
et  devant  en  conséquence  être  remplacés  par  les  valeurs  (13**^), 
ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  le  paragraphe  V'  à  Toccasioii 
de  la  formule  symbolique  (13),  noué  avons  tout  d*abord  dans 
cette  hypothèse,  pour  la  seconde  des  expressions  (57),  la  valeur 


xy\x      y, 


y  z  \y      zl  z  x\z      xl 

—  2 (^r  -«-  rp  -*-  Dûf) 

xyz 

^«?  Ly  ^  ^V       ^'\^l       zx\z       xl  \yl       xy\x      y' \zl 


^^IV. 


\yz       z  X      X  y]\ 


a;?  \x  y  z 


X  y  z  \y  z 
\y      zl  X       \z       xl  y       \x       yl  z 


\y  z       zx      xylj 
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et  comme  en  même  temps  dans  la  première  des  expressions  (57), 
chacun  des  facteurs  entre  parenthèses  devient  identiquement  nul, 
nous  aurons  donc  à  la  fois  : 

Par  ailleurs  les  expressions  (54)  donnant  de  même 

TEî  =  M%  =  Alîi  =  pt  =  <®f  =  Hj  =  0, 

on  voit  tout  d*abord  que  les  quatre  rapports  qui  suivent  les  trois 
premiers  dans  les  équations  (56)  disparaîtront  sous  la  forme  |' 
en  sorte  que  quatre  équations  disparaissant  par  cela  même,  les 
sept  équations  se  réduiront  à  trois  seulement  qui  résulteront  de 
régalité  des  trois  premiers  et  du  dernier  rapport. 

Or,  d'une  part  ce  dernier  rapport  se  réduit  pour  n=2,  et  en 
tenant  compte  des  valeurs  (13"')  de  p,  9,  r  et  &>,  à  l'expres- 
sion (*) 

Lllt)-'LU,l^rl)      '   [(î)'^  (1)V  (1)1 


Roe  sin  «  l  ^    f  ?  f\  n  ^   9  ^  ?    j% 


(a^---)« 

\  Aï?  xii  zl 


M  A  •  *'0f 


et  d'autre  part,  ayant  par  les  valeurs  (53)  et  (55) 

\xl  x\z         XI  X  \y         XI 

\yl  y\x         yJ  y  \z         yl 

N,=R.  =  2flV,     iV.='-(U2t).     R,^t{l^il\ 

\zl  z  ^v         zl  z  \x        zl 


(*)  Dans  cette  transformation  nous  remplaçons  par  l'unité  le  facteur  cosS(»-*)cd,qni 
prend  la  forme  0^  comme  nous  l'avons  fait  déjà  dans  le  cas  précédent  pour  les  facteurs 

/^\i.  -'^  ^^  (-^  -f  -  -f  )"  ~  *»  P«rce  que  la  quantité  W  a  évidemment  pour  limite  l'unité 

lorsque  l'on  peut  (comme  dans  le  cas  actuel) faire  tendre  u  et  v  vers  zéro,  indépendamr 
ment  l'un  de  l'autre,  et  dès  lors  annulant  d'atïord  v,  puis  u,  ce  qui  lève  toute  indé- 
termination, attendu  que  u®  a  constamment  pour  valeur  l'unité,  quelque  petit  que  soitu. 
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le  premier  des  rapports  (86)  devient  dans  la  même  hypothèse 

ïï' \m*^m-^ii^^ 

z\y         zl  y\z  yl  yz 

\\zl  y*      \yl  z*  yzyzj  ^     LU/  ty'      \y/  z*         y  z  yz\ 

et  eomme  les  trois  premiers  rapports  (56)  se  déduisent  évidem- 
ment les  uns  des  autres  par  permutation  circulaire  des  trois  let- 
tres Xy  y  y  Zy  dXusi  (\\i'i\  rcsultc  du  tableau  des  valeurs  (53)  et  (55), 
nous  aurons  ce  que  deviennent  les  deux  autres  rapports,  en  effec- 
tuant simplement  cette  permutation  dans  le  résultat  qui  précède, 
et  en  égalant  ensuite  les  trois  résultats  ainsi  obtenus  à  la  dernière 
expression  (58)  du  dernier  rapport  (56),  nous  aurons  en  définitive 
ce  que  devient  pour  n  =  2,  Tensemble  de  ces  sept  équations. 
Or,  en  opérant  ainsi,  et  supprimant  à  tous  les  dénominateurs  le 
facteur  commun -i- -- -,  il  est  clair  qu'il  restera  simplement 

*^/  y      ^y'  ^        y^y^     w  «      \zi  x*       zxzx 


2--?  — 

R 


•« 


ce  qui  est  bien  le  système  des  équations  relatives  aux  ombilics 
sphériques,  que  nous  établissons   sous  le   numéro  (93)  à  la 
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57. 


sn  égalant  ces  deux  dernières  valeurs,  et  remarquant  que,  (i*aprés 
es  expressions  ci-dessus  (61  ),  on  aura 

pçr  =  (i!^'-?iyA-,    ou    pYr«  =  [!^^-î^yA-% 
\yz  zx  xyl  \vz  zx  xyj 


ous  obtiendrons  sans  difficulté 


Aff 


i  —  3cos*cp 


««  «*  «* 

1^  1.  L- 

yz  zx  xy 


1-I--L)a-' 

yz  zx  xyl 


H 


_\yz  zx  xyl 


A' 


««  «*  «' 

JL  ^  1- 

yz  zx  xy 


mÏQXï  nous  tirerons  successivement 


1— 3cos*«  =  A,J—  -^— A-*]; 

\yz  zx  xxi       I 


Cin'tf^s:  i 


.._ir,_^(i:iiii-.)]_4(i._£!i!i^,), 

3L  \yzzxxy       l\       dA' \         yzzxxy      I 

_  '(i._!LiLiL^,)_<(^..!L!li^X 

3A'  \  t/«  -î^x  xw       /       3A'  V  yz  zx  xy       I 


sin 


*  { 


V/3^  \  yz  zx  xy 


et  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  maintenant  les  valeurs  (61), 
{63)  et  (64)  que  nous  venons  d'obtenir  pour  p,  g,  r,  cos^  w  et 
m  tù  dans  les  équations  (52),  pour  qu'elles  soient  désormais 
applicables  (en  tenant  compte  également  de  la  valeur  (60)  de  A), 
sans  aucun  autre  calcul  intermédiaire,  à  toute  surface  dont 
Téquation  sera  donnée. 

Toutefois,  après  qu'on  aura  effectué  cette  substitution,  l'ex- 
pression du  dernier  rapport  de  ces  équations  (52),  qui  n'est 
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autre  que  la  valeur  (48)  de  h,  deviendra  susceptible  d'une  sim- 
plification qu'il  importe  d'opérer  pour  avoir  ces  équations  sous 
leur  forme  définitive. 

En  effet,  si  nous  multiplions  les  six  rapports  égaux  (59)  haut 
et  bas  respectivement  par  p*,  g',  r',  2gr,  2rp,  Spg,  et  que  nous 
ajoutions  séparément  les  numérateurs  et  les  dénominateurs , 
nous  formerons  un  nouveau  rapport  égal  à  chacun  d'eux,  qui 
sera  le  suivant  : 

x'  y  V  yz  zx  xy 

(/)'  -♦-  qf*  -*-  r')'  —  (p*  -*-  g'  -*-  r')  cos*  w 

F(p,Ç»r)       F(p,7,r) 

=3      _-    =B   — t 

1  —  ces'  «  sur  « 

et  en  l'égalant  au  dernier  des  rapports  (62)  qui  sont  eux- 
mêmes,  on  s'en  souvient,  égaux  aux  rapports  (59),  nous  forme- 
rons l'équation 

F(p,7,r)  A* 


sin'w  ^*    »*    ç»' 

yz  zx  xy 


d'où  nous  tirerons 


A*sin*« 

-L  2_  _L 

^z  zx  xy 

et  Ton  voit  dès  lors  que  si  Ion  substitue  cette  expression  de 
^  (P>  9>  0  ^^"s  '^  valeur  (48)  de  A,  un  facteur  w  disparaîtra, 
et  elle  deviendra 

3         A'         sin  a 
R^  f>'    ç>'    f^  ces*» 
yz  zx  xy 
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c'est-à-dire  en  substituant  les  valeurs  (64)  et  (63)  de  sin  &>  et 


5A  \  yz  zx  xy       I 


5         A'       l/SA  \  yz  zx  xy 


yz  zx  xy    3A*  \         yz  zx  xy       I 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose 

(65)    ^_  3P(P>?>^)    ^g'^S       A'        \  yzzxxy     'I 

R^sinwcos'û)         R^    f*  f*  f*  y'  ?'  ?' 

A* A,f 

yz  zx  xy  yz  zx  xy 

expression  dans  laquelle  il  n*y  aura  qu'à  supposer  remise  à  la 
place  de  A  sa  valeur  (60),  pour  avoir  la  forme  définitive  du  der- 
nier rapport  des  équations  (52). 

Dès  lors,  si  nous  substituons  maintenant  dans  ces  équations 

# 

(52)  à  la  place  dep,  q,  r  leurs  valeurs  (61),  et  à  la  place  du 
dernier  rapport  Texpression  que  nous  venons  d'écrire,  en  divi- 
sant tous  les  termes  par  A^  puis  remplaçant  les  quantités  L, 
M,...  R,7C,  «nS,...  IS,  par  leurs  valeurs,  et  enfin  écrivant  d'abord 
les  trois  premiers  rapports  de  gauche,  puis  les  trois  premiers  de 
droite,  afin  d'en  faire  mieux  ressortir  la  loi  de  permutation  circu- 
laire, nous  aurons  définitivement  à  la  place  des  équations  (52) 
dans  le  cas  général,  les  sept  suivantes  : 


60. 


—  aot  — 


vil, 


94 


94 


vl*^ 


I  N 


»•     Ci 


I 


I  H 


lO 


94 


5^ 


M 


1 

S, 


8 
S. 


H 


vrv 


viv 


1^ 


9« 
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I 


VI  g» 


-^Ig» 


H 


■I  Siï 


0 


ÏV. 


I 

M        IN 

+ 

M        I  W 


1^ 


+ 


£>. 


Ph 


»-i  S, 


r 


1 


9*         |«* 

lO 


M 


>5 


N      .m 


•s 


VI  g 


H 

•• 

H 
M 

v| 

•• 

g^ 

»-l 

•• 
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m      I M 


!■% 


i>- 


M 


&^ 


91 


cv. 


Tl 


M 


H 

H 


N 


l« 


M 


'»,    H 


I  N 


VTh 


».     ei 


M 


»-i  ;>s 


».i  H 


•9      I  n 


I  H 


»-l  9) 


l-v. 


VIV 


I     ^ 


<N 


I 


I 
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N 


\% 


l-N 


VlH 


»- 


o. 


Vl'Vi 


|1» 


tu 


I 

• 

Vf;,, 

+ 

le      I  te 
«^1   2»^ 


1^ 


»- 


l-H 


»-iS, 


S>-l  >> 


»- 


N 


H 


(V. 


I  ^ 


•s 


9*^     [9* 


». 


I  >i 


d 
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puis  oà  conclura  de  ces  deux  dernières  équations  successive- 
ment, d'abord  de  la  première 


sin*»  =  1  —  ces*  «  =  1  -*- 


1 
y 


et  par  conséquent 


(69) 


AV-3-i;      Arf— 3-îj 

y  y* 


sin  u  = 


puis  de  la  seconde,  en  la  combinant  par  addition  et  soustraction 
avec  la  relation  p*  -*-  r'  =  1 ,  déjà  employée, 


{p  •+■  r)*=  i  -♦- 


2  — 
zx 


(p_r)«=i- 


2-!l 

JCX 


y 


d  où  par  conséquent,  en  extrayant  les  racines  carrées. 


p  H-  r=db 


V' 


2  — 

zx 


y 


et  de  là  en  résolvant 


I 


p  = 


i 

2 


(70)    { 


r   =: 


-V* 

^  î* 

2  — 

1 

zx 

-H 

t 

A,^-3 

y* 

2^ 

zx 

i 

•4- 



- 

V* 


2il 

2rx 


Aï?  — 0-j 

y . 


A,y  — 3- 

y 


zx 


^'-'pj 
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cas  un  second  rectangle,  celui  en  ab  ou  celui  en  ca,  disparaîtra 
également  :  d'où  il  suit  que  dans  la  forme  équivalente  (42),  si 
Ton  suppose  nulle  la  dérivée  .7-,  Tune  des  deux  autres  7-  ou  — 
le  sera  également. 

Il  est  donc  nécessaire  de  recommencer  en  entier  le  calcul  que 
nous  venons  de  faire  pour  le  cas  général,  lorsque  Ton  suppose 
que  ces  trois  dérivées  secondes  ne  sont  pas  toutes  trois  différentes 
de  zéro. 

l""  A  l'un  des  plans  GOonooNNÉs;  —  Supposons  donc  d'abord, 
d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, que  deux  seulement  d'entre 
elles  soient  nulles,  ^  et  |-'  par  exemple  :  il  résulte  des  explica- 
tions que  nous  venons  de  donner,  que  l'on  aura  alors  q  =  0, 
c'est-à-dire  que  Taxe  du  cône  tangent  sera  parallèle  au  plan 
des  zx.  Avec  ces  hypothèses  les  égalités  (59)  se  réduiront  aux 
suivantes  : 


(67J 


y' 

• 

ZX 

x' 

-+- 

?• 
«' 

— 

^4 

p*- 

—  COS*U 

COS^O 

r»- 

—  COS*e 

rp 

A«î>- 

-3 

—  t 

'-H 

r* 

i 


en  faisant  séparément  la  somme  des  numérateurs  et  des  déno- 
minateurs des  trois  premiers  rapports  (les  deux  termes  du 
second  étant  multipliés  simultanément  par  —  2),  et  ayant  égard 
à  la  relation  (5),  dans  laquelle  on  fait  9  =  0. 

On  tirera  de  là  en  égalant  les  deuxième  et  quatrième  rapports 
séparément  au  dernier 


(68)  cos»«  = — .,       ^rp 


8»       -'r—  1 

y  y 


66. 


valeur  qui  sera  l'expression  définitive  du  dernier  rapport  des 
équations  (52),  el,  par  conséquent,  la  question  sera  résolue 
encore  pour  ce  cas,  en  remettant  dans  ces  équations  à  la  place 
de  q  la  valeur  zéro,  à  la  place  de  p  et  r,  les  valeiu's  (70),  et  à  la 
place  du  dernier  rapport  l'expression  (71)  que  nous  venons 
d'écrire. 

Nous  ne  récrirons  pas  a  nouveau  le  résultat  de  cette  substitu- 
tion, à  cause  de  la  forme  un  peu  compliquée  que  lui  donne  dans 
ce  cas  la  présence  des  radicaux  qui  figurent  dans  les  valeurs  (70), 
Il  suffit  que  nous  ayons  indiqué  neuement  le  moyen  de  former 
effectivement  ci'S  équations  (ainsi  que  nous  le  ferons  nous-mêmes 
sur  un  exemple,  dans  le  paragraphe  suivant)  dans  chaque  cas 
particulier  réalisant  celle  condition  que  les  deux  dérivées  —  •  — 
soient  nulles,  ou,  en  d'autres  termes,  que  l'axe  du  cône  lan^'cnt 
soit  parallèle  au  plan  coordonné  des  zx.  il  est  clair  d'ailleurs 
que  l'on  obtiendrait  à  l'aide  d'une  simple  permutation  circulaire 
effectuée  sur  les  formules  qui  précédent  celles  qui  correspc 
draient  au  cas  où  l'axe  du  cône  tangent  serait  parallèle  à  Pu 
deux  autres  plans  coordonnés. 


1 

:as  am 


2°  A  l'un  des  axes  coordonnés.  —  Examinons  enfin  le  c 
les  trois  dérivées  secondes  ^>  ^' ™  seraient  nulles  simultané^ 
menl, condition  qui,  faisant  disparailre  à  la  fois  les  trois  rectangles 
de  l'équation  de  gauche  (42),  exige  dans  l'équation  équivalente 
que  deux  des  trois  cosinus  p,  q,  r  soient  nuls  également,  et, 
par  conséquent,  le  troisième  égal  à  l'unité.  Dans  ce  cas  l'aie  du 
cône  langent  sera  donc  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés, 
et  il  sera  d'ailleurs  facile  de  déterminer  auquel,  en  se  reportant 
à   l'équation  de  celte  surface.  Supposons,  par  exemple,  que  ce 


soit  r 


axe  des  z,  ce 


li  revient  à  dire  t 


ue  I  on  aura 


simulia 


nément  par  hypothèse  : 


(72) 


=  0, 

=  ±1. 
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formule  dans  lesquelles  il  faudra  prendre  simultanément  le  même 
signe  ou  le  signe  contraire,  suivant  que  la  valeur  du  produit  rp, 
fournie  par  le  second  membre  de  Téquation  de  droite  (68),  sera 
positive  ou  négative. 

Cela  fait,  si  nous  multiplions  comme  tout  à  Theure  les  quatre 
premiers  rapports  (67)  haut  et  bas  respectivement  par  p',  o,  r', 
2rp,  et  que  nous  ajoutions  séparément  numérateurs  et  déno- 
minateurs, nous  obtiendrons  encore  en  égalant  au  dernier  rap- 
port (67) 

^7»         ?       ^^        F(p,o,r)      F{p,q,r)         '^~    ^ 


(p* -♦-  r*)' —  ( p*  -♦-  r')  008* a       i  —  eos'a  sin'a  i 

d'où  nous  tirerons,  en  considérant  les  deux  derniers  rapports  seu- 
lement. 


F  (P,  9,  r)==  f  A,f  — 3-î^j  sin'«, 


et  en  substituant  dans  la  valeur  (48)  de  A, 


3    /  f*\  i 

A  =  —  [Amf — 3~   sin« —  f 

Roc  \  yV  cos*« 


et  enfin  en  remettant  dans  cette  dernière  expression  les  valeurs 
(69)  et  (68)  de  sin  u  et  cos^  u,  nous  aurons  comme  précédem- 
ment 


I  A.»  —  2  — 
3  /  Al  V* 


Roe\  -     -yVi  .* 


A.,- 3-, 


f' 


ou  simplement 


y* 

VII.  14 
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En  opérant  la  substitution,  on  voit  que  ces  équatioi 
viennent  alors  les  suivantes  : 

3                    3                  tS/3                 S\                            3  3                   i 

.V*          «*        y*  z*\yz*     y*zJ  _        «/  z^        y* 

Q  — 4S 

3                    S                  S1/3                 S\                          S  3                   t 

z'         X*         «'x'\«x*      «'x/             z*  x'         z* 


L  % 

X*  y*        xVy*\xy'     x'y/  x*         y'        x' 


0  (@ 

«*  «*  «,«      «* 


x'y»z«    xyz^    i     5  /      y^U /y' 

0  R^  / 1      zV    W 


X* 


Pour  les  simplifier,  nous  substituerons  à  celte  su 
ports  égaux,  celle  que  Ton  obtient  en  faisant  dans  ch 
séparément,  sauf  la  dernière,  la  somme  et  la  diff 
numérateurs  et  des  dénominateurs,  ce  qui  donne  • 
suite  de  rapports  égaux  aux  précédents  : 

(N+jB)4-^(Q-^)-!-2.3^'4-T-     (N-aB)^-^(Q 
y^  z^  y^  z^  y^z  y^ 

(Lh-%)4-h(R-Jï)4-2.3  44-^      (L^%)^h-(R 
r'  X*  z*  x'  z*x  z 


(74)  (  .5  y»  î    «  p»  » 


0 


_  3  z!  i!  i!    '^^ 


X*  y*  z;'    xy^        ^     ^  1      ^^\^ 

ô  "'r;,7\    ? 


.1 
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Dans  ce  cas  les  équations  (59)  se  réduisant  alors  aux  sui- 
vantes 


? 


f 


z' 


—  ces'»  — ces' a 


si  n'a) 


—  i 


nous  en  déduirons,  en  égalant  d'abord  les  deux  premiers  rap- 
ports,  puis  les  rapports  extrêmes, 


(73) 


f 


cos*« 


1 

X 


f 


sin^» 


f 


? 


et  en  extrayant  la  racine  de  cette  dernière  équation  : 


1-^. 


1 


sm» 


f        ? 


\x 


'      z* 


Puis  ayant  par  suite  des  hypothèses  (72) 


F(p,ç,r)=F(0.0,l)  =  Ij. 

nous  conclurons  de  cette  valeur  et  de  celles  qui  précèdent  immé- 
diatement 


3   y' 


5F(p,  y,r)    ^ 

Ro,sina>  008*6)       R^  z' 


X' 


\-ii 


? 


R^  9*  \      zV    W      zV  ' 


x' 


et  il  n'y  aura  qu'à  introduire  dans  les  équations  (52)  en  même 
temps  que  les  valeurs  (72),  cette  dernière  expression  à  la  place 
du  dernier  rapport  pour  avoir  les  équations  définitives  corres- 
pondant à  ce  cas. 


70..  •—  212  - 

tion  (73))  à  (X  —  «)«  -+-  (Y  —  .y)«  =  0,  et  le  cône  lui-même 
réduirait  par  conséquent  à  la  droite  unique  X  =  x,  Y  =  y  ca 
limite  qu'il  faut  évidemment  écarter,  si  Ton  veut  envisager  I 
généralité  des  cas.  Cette  remarque  nous  sera  utile  dans  un  instant.. 
Les  numérateurs  des  2%  3%  5%  6'  et  V  rapports  (74)  étant:m 

donc  nuls,  on  voit  ainsi  que  le  système  de  ces  équations  équi 

vaudra  simplement  au  suivant  : 


(N   -  ja)l!  +  (QH-(Ê)^-2.3-î^'l]4i=^' 
y'  z*  y'  z'  yjr 

x'  y'  z'   xy;? 

(N -H  JB)  :?^' +  (Q -4B)l[_  2.3  4  t4 

jr 2^ y  z  y  z 


L  — % 


•oc      ?_ 


Si  maintenant  nous  substituons  dans  ces  équations  les  valeurs 
(75)  et  (76),  on  voit  que  les  six  premières,  étant  divisées  par  les 
facteurs  2  ^ ,  2  ?^ ,  2 1[  (qui  ne  sont  pas  nuls,  comme  nous  l'avons 
vu  tout  à  rheure),  se  réduiront  aux  six  suivantes 


—  2i3  -  71 


C"/T) 


«*  y*           y»  y«« 

0, 

jy'  X*         x'  x«' 

^       5—0, 

x'       xjr 

XV2 

-         =             » 

art/         ;2rx' 

tandis  que  la  dernière  équation  (celle  résultant  de  Tégalité  des 
<^eux  derniers  rapports),  en  la  multipliant  au  contraire  par  |^,  se 
Téduirn  de  même  à  celle-ci 

x'  z'        z*  zx*  ■"  «0.  \     «V  \x«     zV  ' 
d*où  nous  tirerons  la  première  des  deux  valeurs 


(78)    l     K. 


i-m^;- 

«'\' 

•?)• 

[-mi- 

-â- 

-s*    -.5                 -,' 

i      -^8 

„t       5                   î 

5        ' 

?  f       jf 

f 

?     »          g? 

? 

JC*  «'          z' 

'zx^ 

y«  «»           2' 

^y' 

la  seconde  équivalant  à  la  première  par  suite  de  la  première  (73), 

et  de  la  dernière  (77). 

Les  équations  (77)  et  (78)  sont  donc,  en  définitive,  celles  qui 
caractérisent  tout  ombilic  conique  appartenant  au  cas  particulier 
que  nous  examinons  en  ce  moment,  c'est-à-dire  pour  lequel  les 
trois  dérivées  secondes  — »  -  >  ?^*  étant  nulles.  Taxe  du  cône  tan- 
gent  est  parallèle  à  Taxe  des  z.  Les  coordonnées  d'un  pareil 
point  seront  donc  déterminées  par  les  équations  (77),  conjointe- 
ment avec  les  équations  (1)  bien  entendu,  et  les  quatre  équa- 
tions 

(79)  J^  =  0,  ^  =  0,  ^  =  0,  ^'  =  4' 

yz  zx  xy  x'      y' 

empruntées  aux  groupes  (72)  et  (73),  lesquelles  remplaceront 
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tion  (73)  )  à  (X  —  oc)*  -+-  (Y  —  .y)'  =  0,  et  le  cône  lui-même  se 
réduirait  par  conséquent  à  la  droite  unique  X  =  ar,  Y  =  y  cas 
limite  qu'il  faut  évidemment  écarter,  si  Ton  veut  envisager  la 
généralité  des  cas.  Cette  remarque  nous  sera  utile  dans  un  instant. 
Les  numérateurs  des  2*,  3%  5",  6"  et  7"  rapports  (74)  étant 
donc  nuls,  on  voit  ainsi  que  le  système  de  ces  équations  équi- 
vaudra simplement  au  suivant  : 


y'  z*  y'  z'  yz^ 

3  8  118 

«*     -,«      ««  «* 

-sLLL.J ^0. 

x'  y'  z'   xyz 

(N  +  Jâ)-^' H- (Q -(®)l'- 2.3  4  T-V 

Q-dB 

L  — X 


?  ri 


«.1 


Si  maintenant  nous  substituons  dans  ces  équations  les  valeurs 
(75)  et  (76),  on  voit  que  les  six  premières,  étant  divisées  par  les 
facteurs  2  ^,,  2  ^,  2-^  (qui  ne  sont  pas  nuls, comme  nous  l'avons 
vu  tout  à  rheure),  se  réduiront  aux  six  suivantes 
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(77) 


0, 

^    \      3^     ^    -0, 

^  s^       y  y^ 

7 

z*  x'         x'  x«' 

.       3— •  — 0. 

y»         yx'        ' 

x'           XJf 

xya; 

«5               «* 

zy*      zx* 

tandis  que  la  dernière  équation  (celle  résultant  de  Fégalité  des 
deux  derniers  rapports),  en  la  multipliant  au  contraire  par  ^,  se 
réduira  de  même  à  celle-ci 

_f  ? 3l.J!_  =  _-(_ L\« I J! Lit 

x'  iî'^         «*  zx*      Ro.  \     zV  W      zV  ' 
d*où  nous  tirerons  la  première  des  deux  valeurs 


zV  W      zV        ^  \     zV   \y«      z^l 


r~' 


(78)       «oe=3-r-i- — r-i-  =  s     ,  3     "  , 

la  seconde  équivalant  à  la  première  par  suite  de  la  première  (73), 
et  de  la  dernière  (77). 

Les  équations  (77)  et  (78)  sont  donc,  en  définitive,  celles  qui 
caractérisent  tout  ombilic  conique  appartenant  au  cas  particulier 
que  nous  examinons  en  ce  moment,  c'est-à-dire  pour  lequel  les 
trois  dérivées  secondes  — »  -  >  ?-  étant  nulles.  Taxe  du  cône  tan- 
gent  est  parallèle  à  Taxe  des  z.  Les  coordonnées  d'un  pareil 
point  seront  donc  déterminées  par  les  équations  (77),  conjointe- 
ment avec  les  équations  (1)  bien  entendu,  et  les  quatre  équa- 
tions 

(79)  J^  =  0,  ^  =  0,  ll  =  0,  ^'=.4' 

yz  zx  xy  x*      y* 

empruntées  aux  groupes  (72)  et  (73),  lesquelles  remplaceront 
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dans  le  cas  actuel  les  deux  équalions  (37),  puisque  ce  sont  cela 
qui  expriment  alors  que  le  cane  tangent  est  de  révolution.  Pm 
i'une  des  deux  formules  (78)  Tournira  la  grandeur  du  rayon  J 
courbure  relatif  à  l'ombilic  conique. 

Le  système  des  équations  que  nous  venons  d'obtenir  ne  f 
sente  plus,  comme  dans  le  cas  général,  une  symétrie  complété 
par  rapport  aux  trois  variables  a:,  ij ,  z,  à  cause  du  rôle  eïcep- 
tionnel  joué  dans  le  cas  actuel  par  Taxe  des  z,  mais  les  deux  axes 
des  X  et  des  y  jouant  un  rôle  identique,  cette  symétrie  doit  se 
conserver  entre  les  deux  variables  x  et  y  seulement.  On  voit  de 
suite  que  celle  condition  se  trouve  bien  réalisée  par  le  système 
qui  précède,  car  lorsqu'on  y  permute  x  et  y,  les  deux  équations 
des  deux  premières  lignes  (77)  et  les  deux  formules  (78)  se 
changent  respectivement  l'une  dans  l'autre,  tandis  que  celle  d 
la  dernière  ligne  (77)  el  les  équations  (79)  ne  sont  pas  atteîri 
par  ce  changement. 

Il  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  l'on  obtiendrait  encore  par 
une  simple  permutation  circulaire  des  trois  variables  x,  y,  z,  les 
deux  autres  systèmes  correspondant  aux  cas  où  l'axe  du  cône 
tangent  serait  parallèle  à  l'un  des  deux  autres  axes  de  coordo] 
nées. 


lle^ 

i 

■e  pu- 
z,  les 
cône 

1 


Cas  corhespondants  des  owBrLics  sphériqiirs.  —  Hemarquon! 
enfin,  avant  d'abandonner  ce  sujet,  que  les  deux  cas  |>artieulien 
que  nous  venons  d'examiner  successivement,  correspondent  exj 
tement  dans  la  théorie  des  ombilics  sphériques  à  ceux  que  n 
avons  étudiés  dans  notre  Mémoire  sur  la  lltéorie  de  la  courlÀ 
des  surfaces,  à  l'occasion  de  notre  quatrième  méthode  (vôB 
pages  12S-130).  Le  premier  des  deux  cas  particuliers  qui  précé- 
dent, savoir  celui  où  les  deux  dérivées  -i  -  étant  nulles, 
l'axe  du  cône  tancent  est  parallèle  au  plan  des  zi,  répond  bien 
exactement  en  effet  à  celui  où  la  normale  était  parallèle  au  même 
plan  coordonné,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  perpendiculaire  i 
l'axe  des  y,  c'esl-à-dire  où  l'on  supposait  nulle  la  dérivée  -i 
auquel  cas  les  formules  générales  des  ombilics  sphériques  se 
réduisent  aux  formules  (133)  du  mémoire  précité,  formules  d 
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nous  avons  fait  voir  Hmportance,  en  en  déduisant,  pour  la  pre- 
mière fois  par  voie  analytique,  croyons-nous,  les  ombilics  sphé- 
riques  de  la  Surface  des  Ondes. 

De  même,  le  second  cas  particulier  de  la  théorie  présente, 
celui  où  les  trois  dérivées  ^9^1^  ^  étant  nulles  à  la  fois.  Taxe 

yz    zx    xy  ' 

du  cône  tangent  est  parallèle  à  Taxe  des  js,  correspond  évidem- 
ment à  celui  où  la  normale  est  parallèle  au  même  axe  coordonné, 
c'est-à-dire  où  Ion  suppose  nulles  les  dérivées  ^  et  ?,  et  dont  les 
formules  seraient  les  équations  (129)  de  notre  mémoire,  dans 
lesquelles  on  aurait  permuté  deux  fois  les  lettres  x,  y,  z,  pour 
faire  correspondre  les  hypothèses.  Il  serait  d'ailleurs  très  facile 
de  constater  l'analogie  des  formules  ainsi  obtenues  avec  nos 
dernières  équations  (77)  en  les  déduisant  les  unes  et  les  autres 
d'un  même  type  d'ordre  n,  à  l'aide  des  hypothèses  successives 
de  n  =  2,  et  n  ==  3,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  le  cas  géné- 
ral, par  le  moyen  du  système  (56). 

Nous  verrons  dans  le  paragraphe  suivant  un  exemple  de  chacun 
des  cas  que  nous  avons  successivement  examinés,  et  dont  nous 
avons  donné  les  formules  dans  celui-ci. 
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III 


AppllcAflOB  à  qnelqaes  exemples.  —  ▼érlflcAfloa  des  équatloiia 

qui  précèdenf. 

Nous  appliquerons,  en  terminant  ce  travail,  les  résultats  qui 
font  Fobjet  du  paragraphe  précédent  à  quelques  exemples  simples 
appartenant  à  chacun  des  trois  cas  que  nous  avons  successive- 
ment examinés,  et  choisis  d'ailleurs  de  telle  sorte  que  nous  puis- 
sions aisément  nous  assurer,  par  des  considérations  indépendantes 
de  notre  théorie,  de  Texactitude  des  conclusions  auxquelles  nous 
auront  conduit  les  formules  que  nous  venons  d'établir. 

I"  Exemple.  —  Surface  de  révolution  autour  de  l'axe  des  z.  — 
Considérons  une  courbe  plane 

(80)  ^(x\z)^0, 

présentant  un  axe  de  symétrie  que  nous  prenons  pour  axe  des  z, 
et  un  point  double  situé  sur  cet  axe,  que  nous  prendrons  de 
même  pour  origine  des  coordonnées,  circonstance  qui  exige  sim- 
plement que  l'on  ait  pour  ce  point 

(81)  H0,0)  =  0,        et         (^)=0' 

car  la  condition  [^)  =  0  est  alors  satisfaite  d'elle-même. 

Cela  posé,  remplaçons  dans  l'équation  de  la  courbe  (80),  x'^  par 
-(ox^-i- Pj/î);  la  surface  ainsi  obtenue  présentera  évidemment 
un  point  conique  à  l'origine  des  coordonnées,  car  si  nous  repré- 
sentons cette  dernière  quantité  par  u,  pour  rendre  plus  facile 
l'indication  des  differentiations,  la  surface  étant  alors  définie  à 
l'aide  des  deux  équations 

(81^")  tt  =  -(«x»-H  p«/'),  ^  (tt,  z)  =  0, 
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0  aura,  en  différentiant  une  première  fois  ces  équations 

X      V   \xl      u  y      u   \yl      u 

t  Ton  aura,  par  conséquent,  pour  Torigine,  en  tenant  compte  des 
ypothèses  (81  )  : 

,(o.o,  =  o,      (^)=o,      (i)=o,      (i)=o. 

Application  des  équations  (77).  —  L*origine  étant  ainsi  un  point 
onîque«  cherchons,  s'il  est  possible,  de  disposer  des  constantes 

et  (3,  de  manière  que  ce  point  soit  en  outre  un  ombilic  de  la 
urface. 

Pour  cela,  ayant  différentié  de  nouveau  les  deux  équations 
82),  ce  qui  donne 

X       u  V  y       u  V* 

83)        < 

_  =  — .apxy,  — «=  — .ax,  —  =  — .py, 

xy       vr  xz      uz  yz      uz 

ous  en  conclurons  immédiatement  pour  Torigine 

^t,  par  conséquent,  Féquation  (3)  du  cône  tangent  relatif  à  ce 
point  sera  : 

(t)^„(X-x)..(^)^P(Y_y)«-.(|)^(Z_.)'  =  0. 

Or,  pour  que  ce  point  soit  un  ombilic,  la  première  condition 
ëtant,  on  s*en  souvient,  que  le  cône  tangent  soit  de  révolution, 
la  manière  la  plus  naturelle  de  satisfaire  à  cette  condition,  con- 
sistera évidemment  à  prendre  a=(3,  auquel  cas  Taxe  des  z  sera 


(85) 
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Taxe  de  révolution  du  cône,  et  dès  lors  nous  nous  trouverons 
précisément  dans  le  cas  particulier  que  nous  avons  étudié  en 
dernier  lieu  dans  le  paragraphe  précédent,  en  sorte  qu'il  suffira, 
pour  résoudre  la  question,  de  voir  s'il  est  possible  de  satisfaire 
par  une  même  valeur  de  a  el  de  (3  aux  six  équations  (77),  cal- 
culées pour  le  même  point. 

Dans  ce  but,  ayant  difTérentié  une  fois  de  plus  les  équations 
(83),  ce  qui  donne 

-r-  =  — r  •  «By  -H  —- .  aVfiy ,     —-==--.  aôx  -♦-  —  •  axfiru% 
x*y       ti*     ^^      ti'         *^^      y'x      ti'      ^         M»       *^^ 

— ^=  — .ax,       — ,  =  -i-py,       =  -rapa:y, 

xjz'       uz'  yz'      tiz*  xyz       ti'z 

nous  en  conclurons  de  même  pour  Torigine  : 


i' 

a"" 


)_o,    (4)-m.,   (^)-(^.)-o, 

/q  \x'z/o      \mz/o         \x'y/o      \xzVo 

«_«.  fâ-(il)p,  (^)-(4)-o,  W-o. 

VyVo  \y'z/o     Vtizr/,,'^       \y*x/o     VyzVo  \xyz/o 

Or,  il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  les  six  équations  (77),  pour 
voir  qu'elles  sont  vérifiées,  quelles  que  soient  a=  p,  lorsqu'on  y 
remettra  les  valeurs  (84)  et  (88)  à  la  place  des  dérivées  corres- 
pondantes de  cp,  et,  par  conséquent,  l'on  voit  que,  quelle  que  soit 
la  valeur  commune  que  Ton  prenne  pour  ces  deux  paramètres, 
l'origine  sera  dans  tous  les  cas  un  ombilic  conique  de  la  surface 
définie  par  les  équations  (81  ""•). 

Vérification  a  priori  des  résultats  obtenus.  —  L'exactitude  de 
cette  conclusion  à  laquelle  nous  conduit  ainsi  notre  théorie,  est, 
pour  ainsi  dire  dans  le  cas  actuel,  évidente  à  priori^  car  la  sur- 
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face  étant  alors  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z,  et  lorigine 
étant  d'ailleurs  un  point  conique,  quelle  que  soit  la  valeur  adoptée 
pour  le  paramètre  a^:^,  la  surface  réalise  dès  lors  évidemment 
en  ce  point  les  conditions  caractéristique  de  Tombilic  conique. 

Si  de  pluSy  nous  prenons  en  particulier  a=3  ^='%  nous  aurons 
précisément  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  courbe 
(80)  autour  de  Taxe  des  z,  ce  qui  nous  permettra  une  nouvelle 
vérification  de  nos  formules  relative  à  la  grandeur  du  rayon  de 
courbure  de  Fombilic  conique. 

En  effet,  pour  que  cette  vérification  soit  complète,  il  faudra 
que,  dans  la  même  hypothèse,  la  formule  (78),  que  nous  avons 
donnée  poiir  l'expression  du  rayon  de  courbure  à  Tombilic,  repro- 
duise bien  la  valeur  directement  assignable  du  rayon  de  cour- 
bure de  la  méridienne  (80),  au  point  double  choisi  pour  origine, 
et  c*est  ce  qui  a  bien  lieu  en  effet,  comme  nous  allons  le  voir. 

Cette  formule  (78)  donne  effectivement  dans  le  cas  particulier 
actuel,  pour  le  rayon  de  courbure  de  Tombilic  conique,  en  y 
remettant  à  la  place  des  dérivées  de  cp  les  valeurs  (84)  et  (85), 


H«  =  3 


(-a:i-a-ë)j 


et,  par  conséquent,  en  y  faisant  a  =  ^=%  comme  nous  venons 
de  le  dire,  pour  avoir  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de 
la  courbure  (80)  autour  de  Taxe  des  z,  nous  aurons  par  cette 
formule  : 


m  Roe  =  ^ 


(-a!K).-(a| 


Or,  il  est  facile  de  voir  que  telle  est  bien  la  valeur  du  rayon 
de  courbure  de  la  méridienne  (80)  en  son  point  double,  pris 
pour  origine,  car  si  nous  écrivons  de  même  dans  cette  équa^ 
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tion  V  à  la  place  de  oc*,  pour  éviter  toute  eonfusion  dans  les  ; 
boles  différentiels,  ce  qui  revient  à  poser  sîmoltaiiânent 

dv 
dx 

deux  différentiations  successives  de  ces  équations  nous  do 
ront  tout  d'abord 

-•2x  H — .  --  =  0, 
t;  z    dx 

d,  U*  <f '   dz\      i>  d^z      I  ^*  «/»'  dz\  dz 

L.2H-2X  l5.2x  +  ^.-Ul— +  p.2xH--!^— ^ 
V  W  vz  dxl      z  ax'      \\)Z  z*  dxl  dx 

ou,  en  ordonnant  la  seconde  de  ces  équations  : 

u,  ^^  ^'^  dz      i^d*z       <f'  /dzy 

V  v'  vz  dx      z  c/x'       z^  \dxl 

Une  troisième  différentiation  nous  donnera  de  même,  en 
tant  de  cette  dernière  équation,  et  ne  faisant  qu'indiquer,  pa 
points,  sans  les  former,  les  termes  qui  admettent  pour  factei 
ou  ^y  parce  qu'ils  doivent  disparaître  au  point  considéré  : 


^*  dz 
_^  ...  _|_  4 — y. 

vz  dx 


2    L.2x-i-^- 
[yr  vz  dx\ 

r^*    ^       ^«rfzleTz     R^    ^       ^'dzlIdzV    ^'      dzd^z 
[yz  z*  c/xj  dx*     [yz^  z^  crxj  \dx/      z*      dx  dx^ 

Si  maintenant  nous  faisons  x=0,  et,  par  conséquent,  ; 
't=o,  en  vertu  des  hypothèses  (81),  dans  ces  deux  dern 
équations,  elles  nous  donneront  pour  lorigine,  les  deux 
vantes  : 

'(a-(3.Ê):=- 

^  (!-^),  KtX  ^  ^  CÀ  (È).  (rf?)«  "^  (?)„  l'é).  =  ^- 
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ous  tirerons  de  la  première 


idzV  _         \vl. 


i  H-    — 


dzy 

dxl^ 


g: 


pui^  ayant  reporté  cette  valeur  dans  la  seconde,  après  avoir 
di  v^isé  tous  les  termes  par  (^) ,  et  multiplié  par  (4Î) ,  ce  qui 
'ft    ^:v*ânsforme  dans  la  suivante 

«o.(a-(a(S).-(;).(a-«' 


n 


en  tirerons  de  même 


f-1 


2 


^^     cl^s  deux  dernières  valeurs  ainsi  obtenues  nous  conclurons 
''ïcàrriLédiatement  pour  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  (80) 
*  ^^fîgine,  Texpression 


ou 


UxV. 


g). 


g). 


(3i?).- K.i).&). 


(Se»" 


Ro  = 


ivlo\z^L  \VzL  UVfl 


^^^lle,enmultiplîantles  deux  facteursdu  numérateur  respective- 

^^»^t  par  (—1)5 et  (—1)"%  attendu  que  (— 1)*.  (—1)^*  =(— 1)«=1, 

'^^orde  parfaitement  avec  l'expression  (86)  que  nous  avions 

û^Uuîie  de  notre  formule  (78),  car  les  lettres  w  et  «  qui  figurent 
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dans  ces  deux  expressions  n'y  ont  de  signiûcation  que  comme 
symboles  de  différentiàtiony  puisqu'elles  doivent  être  Tune  et 
Tautre  remplacées  par  zéro,  une  fois  la  différentiation  effectuée, 
et,  par  conséquent,  la  justification  de  nos  formules  relatives  au 
second  cas  particulier  du  paragraphe  précédent  se  trouve  ainsi 
complètement  établie  par  des  considérations  directes  et  indépen- 
dantes de  notre  théorie. 

II"**  Exemple.  —  Surface  provenant  de  la  déformation  d'une 
SURFACE  DE  RÉVOLUTION.  —  Gommc  spécimcu  du  premier  cas 
particulier,  c'est-à-dire  celui  où  Taxe  du  cône  tangent  est  paral- 
lèle à  l'un  des  plans  coordonnés,  considérons  maintenant  la  sur- 
face du  quatrième  ordre 

2w  (x^  -h  z^  —  ^mxz) 
(87)  y«=  ^  ^ 


{x  -i-  z  -k-  m)  (x  -^  z  —  3m) 

et  cherchons  si  elle  admet  des  ombilics  coniques. 

Pour  cela  ayant  mis  cette  équation  sous  forme  entière,  nous 
poserons,  suivant  notre  notation  habituelle 

(88)  2f(x,y,^)=(x-+-z-vm)(x-4-z— 3m)t/* — 2m(x'-H«' — Zmxz)^ 

et  nous  chercherons  tout  d'abord  les  points  singuliers  de  la  sur- 
face, c'est-à-dire  ceux  qui  vérifient  à  la  fois  les  quatre  équations 

(89)         y(x,y,z)  =  0,         ^  =  0,  ^=0,         ?-  =  0. 

X  y  z 

Or,  ayant  par  une  première  différentiation  de  l'expression  (88) 


-  =B  (x  -h  Z  —  m) y'  —  ôm{x*  —  mz)y 

X 

9 

(90)  (     -  =  (x  ■*-  z  -\-  m)  {x  ■*-  z  —  3m)  «, 

y 

-  =  (x  -H  Z  —  m)  y*  —  3m  {z*  —  mx). 
z 
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on  voit  de  suite  que  les  quatre  équations  (89)  admettent  pour 
solutions  a:=0,  y=0,  z=0.  Pour  trouver  les  autres,  nous 
annulerons  successivement  les  différents  facteurs  qui  composent 
la  troisième  équation  (89)  ou  l'équation  -  ^  0.  Or,  il  est  visible 
que  le  premier  facteur  ne  saurait  donner  aucune  solution,  car  si 
l'on  suppose 

X  -^  z  -^ms=Oy        ou        x-*-z=  —  m, 

la  première  équation  (89),  ou  Téquation  de  la  surface,  se  rédui- 
sant alors  à 

(91  )  x'  -♦-  :?'  —  3mxz  =  0, 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

(x  -f-  z)^  —  3xz  {x  -♦-  -5  -♦-  m)  =  0, 

on  voit  que  cette  équation  se  réduirait  par  cette  hypothèse  à 
( —  m)'  =  0,  et  par  conséquent  est  incompatible  avec  elle. 

Annulant   donc  maintenant  le  second   facteur,  c'est-à-dire 
posant 

(92)  X-+-2  —  3m  =  0,        ou         x  -^  z  =  3m, 

nous  considérerons  à  la  place  de  la  seconde  et  de  la  quatrième 
équation  (89)  les  deux  équations  équivalentes 


1  +  ^=0.  t_?=o, 

X         Z  X         Z 

c'est-à-dire  les  deux  suivantes 

(  2(x  -+-  ar  — m)t/'  — 3m[x'4-  z'— -m(x  h-  2)]0, 
(93)       \     ^  f^f  \ 

[  3m  (x*  —  mz  —  z'  -+-  mx)  =  0. 

Or  cette  dernière  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

3m  (x  —  z)  (x  -4-  z  -»-  m)  =  0, 
Vil.  15 
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c'est-à-dire,  avec  Thypothèse  actuelle  (92), 

ZmAin{x  —  z)  =  0, 

exigera  pour  être  satisfaite  que  Ton  prenne  x  =  z,  et  par  consé- 
quent en  vertu  de  (92), 

3m 

(94)  x  =  z^  —  . 


auquel  cas  la  première  équation  (95)  se  réduira  à 

2 .  2my*  —  3m  I  — 3mM  =  0, 

c'est-à-dire,  en  divisant  par  m  et  réduisant, 

9  m« 


V=9m'(^~i) 
d'où  enfin  : 


ou  v'  =  T  — 

^       4  2 


3    m 


2l/2 

D'ailleurs  les  valeurs  (94)  vérifiant  en  même  temps,  ainsi  qu'on 
le  constate  immédiatement,  l'équation  (91)  à  laquelle  se  réduit 
encore  la  première  équation  (89)  par  suite  de  l'hypothèse  (92), 
il  s'ensuit  donc  que  le  système  de  solution 

^     ^  3m  3m 

(95)  x  =  z=  —  »      y  = 


2         "^  2l/2 

vérifie  bien  encore  à  la  fois  les  quatre  équations  (89).  Ces  deux 
derniers  points  et  Forigine  sont  donc  les  seuls  points  singuliers 
de  la  surface,  et  par  conséquent  les  seuls  sur  lesquels  nous  ayons 
à  faire  porter  nos  recherches. 

Pour  reconnaitre  maintenant  si  ces  trois  points  sont  ou  ne  sont 
pas  des  ombilics  coniques,  nous  étudierons  d'abord  le  cône  tan- 
gent relatif  à  chacun  d'eux.  A  cet  effet  nous  formerons  les  déri- 
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vées  secondes  de 9,  en  différentiant  à  nouveau  les  expressions  (90), 
ce  qui  nous  donnera 

—  =  y'  —  ômac,     —  ={x-t-ii-*-tn)(x+z —5m),      -j = y  —  6mz, 
(96)  ^  ^  ^  * 

-~  =  2(x  -♦-  z  —  wW,      —  =  y*  -+-  3m*,  —  =  2(x-»-;ar— m)v  ; 

yz  zx  xy 

et  si,  désignant  par  l'indice  0  les  valeurs  relatives  à  Torigine, 
nous  marquons  de  Tindice  1  celles  relatives  aux  deux  autres 
points  singuliers  (95),  nous  conclurons  des  expressions  qui  pré- 
cèdent les  deux  séries  de  valeurs 

Uvo     \«'/o     \yzio     \xylo      '  -yvo     \zxlo 

~     = h  3m'=3mM--*- 1    = — - — m\ 

\zxl,       4.2  \8         /  8  ' 

lesquelles  nous  donneront  respectivement  pour  les  équations  de 
condition  de  tangentes  (40),  correspondant  à  ces  deux  séries  de 
points, 

—  3mV  -*-  2 .  'Srr?ca  =  0, 

-  I2i?iw*(a'-+-0it2.3l/2m*(6c^  ab) -^ ^ . -^^  m\  ca  =  0, 
8  o 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  divisant  tous  les  termes  de  la 
première  par  5w*,  et  tous  ceux  de  la  seconde  par  ^  m\  et 
changeant  tous  les  signes  de  chacune, 

f  6«  —  2ca  c=  0, 

(99)  /- 

/     21  .(a*-4-c')=F2.8l/2(6c-4-a6)  — 2.H.co  =  0; 


(98) 
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et  pour  que  les  points  en  question  soient  des  ombilics  coniques, 
il  faut  comme  première  condition  que  les  cônes  tangents  corres- 
pondants soient  de  révolution.  Or  les  équatiqns  de  ces  cônes 
ayant  précisément  les  mêmes  coefficients  que  les  équations  qui 
précèdent,  ainsi  qu'il  résulte  de  Téquation  (3),  on  voit  de  suite 
que  le  second  cône  ne  présentera  pas  ce  caractère,  car  les  con- 
ditions connues  (qui  nous  ont  déjà  fourni  les  équations  (37)), 
savoir 

B'B"  B"B  B'B" 

A =  A' =  k" , 

B  B'  B" 

se  réduisant  dans  le  cas  actuel  où  Ton  a 

A  =  A",        A'  =  0,        B  =  B", 

à  la  seule  condition 

B« 
A  -  B'  =  —  —        ou         AB'  =  B"—  B% 

ne  sont  pas  satisfaites,  puisque  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  serait  égal  à  21  x  (—  H)  =  —  231,  pendant  que 
le  second  serait  égal  à  H*  —  8*.2  =  121  —  128  =—  7  ;  et  par 
conséquent  les  deux  points  singuliers  (95)  ne  sont  point  des 
ombilics  coniques. 

Le  premier  cône,  au  contraire,  satisfait  bien  à  cette  condition, 
car  on  aperçoit  immédiatement  qu'en  ajoutant  et  retranchant  la 
somme  a^  -4-  c^,  la  première  équation  (99)  peut  s'écrire 

a'-»-  6* -4-  c'— (a-f-  c)*=0, 

ce  qui  en  vertu  du  type  (41)  dont  nous  avons  fait  usage  plusieurs 
fois  dans  le  paragraphe  précédent,  correspond  bien  à  un  cône  de 
révolution  pour  lequel  on  a 

(100)  ^  =  0,  p==r  =  cosw, 


— 
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d'où  par 

conséquent 

à  cause 

de  (5) 

et  enfin 

p'-H 

r'  =  i, 

P* 

-r*- 

1 

3  — > 

2 

(iOi) 

p  —  r 

=  COSfi) 

1 
»/2 

û)  = 

85. 


c'est-à-dire  que  Taxe  de  ce  cône  est  parallèle  au  plan  des  zx,  et 
de  plus  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  axes  des  z  et 
des  X,  l'angle  au  sommet  du  cône  étant  droit  :  résultat  que  l'on 
retrouve  au  reste  d'une  autre  façon,  en  reportant  les  valeurs  (97) 
dans  les  formules  (69)  eî  (70),  que  nous  avons  données  précisé- 
ment pour  le  cas  où  les  dérivées  ?^  et  —  sont  nulles  comme 

•^  yz        xy 

dans  la  circonstance  actuelle. 

Application  des  équations  (52).  —  11  est  donc  possible  que 
l'origine  soit  un  ombilic  conique.  Pour  reconnaître  s'il  en  est 
bien  ainsi,  nous  n'aurons  qu'à  vérifier  si  ce  point  satisfait  bien 
aux  équations  (52),  après  que  nous  y  aurons  remplacé  q  par  0, 
p  et  r  par  r-j,  et  les  dérivées  troisièmes  de  ç  par  leurs  valeurs 
relatives  à  ce  point. 

Dans  ce  but,  nous  différentierons  d'abord  une  fois  de  plus  les 
expressions  (96),  ce  qui  nous  donnera  pour  un  point  quelconque 


f_  ^^l_-=, 6m  — =—  =  -^  =s  âfy 

x'       z^  '         x*y      z*y       xyz 

xy        zy^  y^      z^x      zx* 


et  en  particulier  pour  l'origine  : 
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Or  les  expressions  (49)  et  (50)  et  la  formule  (2)  donnant 
pour  le  même  point,  par  suite  des  valeurs  (97),  (100)  et  (101), 

Lo  =  No  =  Po  =  Ro  =  %o  =  JB«  =  1^0  =  150  =  0, 

Mo=Qo  =  ~  Jfto  =  -©o=-("i)  =-(3mV, 

F(p,,,r)  =  F(i3,0,^)=2.5m«(i.)=5< 

on  voit  en  reportant  ces  différentes  valeurs,  ainsi  que  les  valeurs 
(100)  et  (101)  dans  les  équations  (52),  qu'elles  deviennent  alors 


/ 


—  (3wY.  (—  6m)  _  —  (3m7. (—  6m)      0  __  0 

_,3„y.(_)      -p»-,..(-) 

—  (3m«)*.(— 6m)      — (3mV.{— 6w)      0  3.3m« 


et  par  conséquent  les  six  premières  sont  vérifiées,  ce  qui  montre 
que  rorigine  est  bien  un  ombilic  conique  de  la  surface.  En  outre 
la  septième  équation,  qui  détermine  le  rayon  de  courbure  com- 
mun de  toutes  les  sections  planes  menées  par  Taxe,  en  ce  point, 
donnera  en  simplifiant  les  rapports,  et  multipliant  les  deux 
membres  par  (rrj)^  : 

9m'  ,  —  3m 

(102)  _6m=  — >      d'où       R,,  =  __. 


Vérification  a  priori  des  résultats  obtenus.  —  Il  est  facile  de 
se  rendre  compte  de  lexactitude  de  ces  résultats,  en  étudiant  la 
forme  de  la  surface  représentée  par  Téquation  (87). 

Pour  cela  nous  remarquerons  que,  d'une  part  cette  équation 
étant  paire  en  y,  le  plan  des  zx  est  un  plan  principal  de  la  sur- 
face; que,  d'autre  part  cette  équation  étant  symétrique  en  x  et  z 
seulement,  c'est-à-dire  ne  chanjreant  pas  quand  on  permute  ces 
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deux  variables  entre  elles,  un  plan  mené  par  Taxe  des  y  et  par 
la  bissectrice  de  langle  des  axes  des  z  et  des  x,  est  également 
un  plan  principal  de  la  surface  :  d'où  il  suit  que  Fintersection  de 
ces  deux  plans,  c'est-à-dire  cette  bissectrice  elle-même,  est  un  axe 
de  symétrie  de  la  surface.  En  conséquence,  pour  étudier  la  forme 
de  la  surface,  nous  la  couperons  par  une  série  de  plans  perpen- 
diculaires à  cet  axe  de  symétrie,  représentés  par  Téquation 

i  _ 

(i03)  — -(x -4- jr)  =  ti,         ou         x-4-z  =  ul/2, 

u  étant  la  distance  du  plan  considéré  à  Torigine,  comptée  posi- 
tivement dans  un  sens,  et  négativement  dans  l'autre ,  et  nous 
étudierons  les  sections  faites  ainsi  dans  la  surface,  en  attribuant 
à  u  successivement  toutes  les  valeurs  possibles. 

Or  la  projection  de  cette  section  sur  le  plan  xy,  s'obtenani  en 
éliminant  z  entre  l'équation  du  plan  (103)  et  celle  de  la  sur- 
face (87),  on  voit,  en  mettant  cette  dernière  sous  la  forme 

,       2m  [(x  H-  zf  —  Zxz  (x  -*-  z  H-  m)l 
(X  H-  Z  -♦-  m)  (x  -*-  Z  —  3m) 

et  la  rapprochant  de  l'équation  (103),  que  l'équation  de  cette 
projection  sera  simplement 

,       2m  [(u  1/2)'  —  5  (M  1/2  -+-  m)  X  (li  1/2  —  x)l 

y  = -> 

(m  1/2  -H  m)  (m  1/2  —  3m) 

ou  en  développant 

2m  .  2  l/2ti'  6m  (x*  — •  m  |/2  .  x) 

{uV^l'^m)(u\/^—  5m)  w  l/2  —  3m 

ou  encore,  en  complétant  le  carré  du  second  membre. 


6m 


4  l/2»iu'  \  2    /  3mtt' 


(uK2-»-m)(Ml/2  — 3»n)  uV^i  —  Zm         u|/2  — 3m 
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ou  enfin,  en  isolant  le  terme  constant  dans  le  second  membre, 

3,n  — ul/2^  2     I       wV^2— 3mLul/2-f-m        J 

__mu»UK2.ti  — 3(uV^2+m)]_      mu'ful^â— 3m) 
(uV/2  — 3m)(til/2  +  w)  (tl^/2— 3m)(til^-^m) 

ce  qui  donne  définitivement,  en  simplifiant  ce  second  membre, 

6w         /        u\/1y  mu- 

3m  — tiV^2^  2    /        m-+-u|/2 

équation  d'une  section  conique,  ayant  ses  axes  dirigés  parallèle- 
ment aux  axes  coordonnés,  et  qui  sera  une  ellipse  tant  que  Ton 
aura,  pour  les  valeurs  positives  de  u 

y-  3W 

3m  — M^/2>0,        ou         0<tt<-^» 


1/2 


et  pour  les  valeurs  négatives 


m-HwV/2>0,         ou ^<M<0, 

c  est-à-dire  en  résumé  pour  toutes  les  valeurs  de  u  comprises 
entre  les  deux  limites  : 

(104)  -<w  <-— . 

[^"2  V'I 

En  dehors  de  ces  limites,  on  voit  que  la  courbe  devient  imagi- 
naire pour  u  <  —  ^,  et  se  change  en  hyperbole  pour  «  >  p^- 
Il  n'y  aura  donc  aucun  point  de  la  surface  situé  au  delà  du  plan 
défini  par  I  équation  w=^,  et  la  surface  se  trouvera  tout 
entière  du  côté  de  ce  plan,  correspondant  aux  coordonnées  posi- 
tives. 

La  projection  d'une  ellipse  étant  toujours  une  ellipse,  il  s'en- 
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suit  qu'entre  les  mêmes  limites  (104)  de  u  la  section  de  la  sur 
face  par  le  plan  variable  (105),  section  que  pour  faciliter  le 
discours  nous  appellerons  la  courbe  S,  sera  elle-même  une 
ellipse,  ayant  nécessairement  son  centre  sur  Taxe  de  symétrie  de 
la  surface,  Tun  de  ses  axes  dirigé  parallèlement  à  Taxe  des  y, 
et  Tautre  dans  le  plan  des  zx.  De  ces  deux  axes,  le  premier,  se 
projetant  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  xy^  est  égal  à  celui 
de  Tellipse  projetée,  et  a  pour  expression 


-r=2«\/ 

m  -+- 1*  1/2J  m-^  u 


»/2 


l  le  second  formant,  au  contraire,  avec  sa  projection  un  angle 
ont  le  cosinus  est  -^^  s'obtiendra  en  divisant  par  p=  cette  pro- 
<H;tion,  qui  est 


L        6m  m-i-ul/âJ   ~l/6 


3m  —  w  k^2 
m  -+■  u\/2 


t  conséquemment  le  second  axe  de  la  section  S  (celui  dirigé 
ans  le  plan  des  zx)  aura  pour  expression  : 


2ti  v/sm  — wl/2 

Comme  conséquence  de  ces  valeurs  des  deux  axes  de  la  sec- 
tion S,  nous  retiendrons  seulement  les  deux  suivantes,  savoir  : 

1*  Que  le  rapport  de  ces  axes  pour  chaque  section  est  exprimé 
^^^  Ksm  — »i/|»  ^^  P®^  conséquent  tend  vers  funilé  lorsque  u 
^end  vers  zéro,  c'est-à-dire  que  Tellipse  a  pour  limite  un  cercle 
^e  rayon  infiniment  petit; 

2"  Que  pour  la  seclion  limite  w  =  p^,  le  second  axe  étant 
viul,  le  premier  a  pour  grandeur 


3m        /  m  5m  Y   /m  3m 

2  .  — —  %  / =  2 V/  - —  =2* ^ 

1/2  V  3m  1^2         ^'w  21/2 

1^2 


ce  qui  signiRc  que  la  seclion  de  la  surrace  par  ce  plan  se  rédut^SX 
it  une  arête  parallèle  aux  y,  il'une  longueur  égale  à  ^,  etayan  ^■~ii 
pour  extrémités  par  conséquent  les  deux  points  singuliers  (95'  ^K) 
que  nous  avons  rencontrés  plus  haut. 

Des  résultats  qui  précèdent,  on  peut  déduire  un  mode  dc^Ae 
génération  fort  simple,  pour  la  portion  de  la  surface  située  entr^ — « 
les  limites  (104).  Considérons  en  clfet  la  section  principale  de  I^  9a 
surface  déterminée  par  le  plan  des  zx,  laquelle  a  pour  équation 


(lOS) 


-  Smiï^O, 


et  est  par  conséquent  un  folium  de  Descaries,  courbe  trop  con- 
nue pour  que  nous  ayons  à  la  discuter  ici  ;  si  l'on  se  rappelle  I 
que  cette  courbe  est  compiise  tout  entière  entre  deux  perpendi—  ■ 
culaires  à  la  bissectrice  de  l'angle  zox  situées,  l'une  à  la  dislane^^ 
de  l'origine  m'  =  ^,  ei  l'auU-e  a  la  distance  «"  =  ^,  c'est-à-  ^ 
dire  par  conséquent,  précisément  entre  les  limites  (104)  ("),  or^ 


[')  Le  fulium  de  Deicanes  élinl  uns  courbe  eJaiiIque,  fitudife  (Uns  presque  toul  leca 
Itaîlâs  d'^iualyse  et  de  g6oiD6lrîe  analytique,  nous  crojODS  pouioir  imoquer  ses  princi  î 
paies  propriétés,  «I  uous  appuyer  dessus  cominc  sur  des  TésulUiU  counus  Héanomioi* 
pour  le  cas  ab  le  lecteur  n'aurait  pas  présentes  i  l'esprit  ces  quelques  propriétés,  eu  *d^ 
de  lui  épargner  des  reclierrhes,  nous  rappellerana  ici  en  quelques  mots  comment  ea  peu'  ' 

En  inlroduiaanl  une  nouielle  variable  autiliaire  [,  définie  par  l'équation  i  = 
eonrbe,  qui  appartient  i  Ja  catégorin  des  courbes  unkurialti,  peut  se  repréartiler  pu  ! 
lieux  équations 


I-) 


1-t 


k 


qui,  par  l'élimination  de  !,  reproduisent  précisémeul  l'équation  (10K)  :  l'on  oblisot 
sans  difficulté,  t  l'aida  de  ves  deux  équitioni,  deui  brancliss  infinies  alioulissanl  t  l'« 
gine,  en  Taisant  varier  (de  -  «  ii  0,  et  one  booele,  se  nccoi  ilant  t  l'origine  aTse  ltj»a 
branches  infinies,  en  bisani  varier  (  ilc  0  i  +  m  ;  la  courbe  étant  d'ailleurs  ajrmétriqu^ 
par  rapport  i  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  positifs,  puisque  son  éqiiitiati  no  chaiy» 
pis  quand  on  y  permute  x  et  s. 

Le  sommet  de  la  boucle  s'obtiendra  donc  en  Ciiisaoi  2  =  :  dans  réquaiioo  itOS), 
qui  est  la  même  chose,  i  =  1.  daus  les  équailoni  (s),  et  correspondra  par  conséqiunl 
point  X  =  I  =  ^i  d'oli  il  suit  qu'il  se  troute  ï  une  distance  de  l'origine 


=V'-(?)'- 


Laiotirhe  admet  une  asymptote  perpendici 


^H 
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voit  dès  lors  que  Ton  pourra  déûnir  la  portion  de  surface  spé- 
cifiée plus  haut,  en  disant  qu'elle  est  engendrée  par  une  ellipse, 
dont  le  plan  reste  constamment  perpendiculaire  à  la  bissectrice 


distance  u"  =  -^^  car  la  valeur  f  =  j  =  -  \  rend  infinis  simultanément  x  et  x,  et  d'autre 

part  la  somme 

3m<  (1  +  0  3m^ 

tend  vers  la  limite  — m  pour  f=  —  i,  c'est-à-dire  pour  j;  et  «  infinis;  l'équation  de 
l'asymptote  est  donc  x-\-z  =  —  m,  ce  qui  correspond  à  la  propriété  énoncée  tout  à  l'heure. 
Les  deux  équations  (a),  étant  différenciées,  donnent 

3m  (1  H-  /»  —  3/«)           3m  (  1  -  -2i») 
da7= r dt  = -—  d/, 

(/3)  < 

dz= 1^— ^ i  dt  = dt= —  dt, 

d'où  l'on  tire 

dz  _^tl'i     t^) 

dx^  1  -  2f»  * 

expression  qui  devient  infinie  pour  f  «dtoo,  et  zéro  pour  /  =  0,  ce  qui  montre  que  les 
deux  branches  de  courbe  qui  se  coupent  à  l'origine  sont  respectivement  tangentes  aux  axes 
coordonnées,  et  font  entre  elles  par  conséquent  un  angle  droit. 

Enfin,  pour  avoir  le  rayon  de  courbure  au  même  point  de  ces  deux  branches  de  courbe, 
nous  ferons  usage  de  la  formule  symétrique  (36),  laquelle  nous  donnera  pour  ce  point  : 

„         .        KT?-hd3g)ï 
Ko  =  111 


dxA'^Zi,—  dz.d*Xt, 


Or  ayant  déjà,  en  vertu  de  la  seconde  formule  {0)d%Q  -»  0,  cette  valeur  de  R©  se 
réduira  à  : 

R  =•  db  ^^^^^  =  =h -^^^  =  db  —  • 
dx^d^ZQ  dx^d^z^  d'Zo 

D'ailleurs  cette  même  formule  (/S)  étant  différentiée  donnera,  en  n'écrivant  que  les  termes 
qui  ne  contiennent  pas  /  en  facteur  : 

d«2  =  3m  [(2  —  <») (1 -♦- <»)   •-+-<...]. 

De  cette  formule,  et  de  la  première  (;3)t  nous  tirerons 

d*ZQ  =  3m .  2,        dx^  =  3m , 

et  par  conséquent,  en  substituant  dans  l'expression  précédente  (y),  nous  aurons  pour  Rq 

la  valeur  : 

.    (3m)*  3m 

Telles  sont  les  principales  propriétés  que  nous  invoquons  dans  le  texte,  et  qu'en  raison 
de  cela  nous  avons  cru  devoir  rappeler. 
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de  Tangle  des  coordonnées  zoor,  son  centre  décrivant  cet  axe,  et 
dont  Tun  des  axes ,  demeurant  constamment  dans  le  plan  coor- 
donné zXf  s'appuie  par  ses  extrémités  sur  le  folium  de  Descartes 
(105),  le  rapport  des  deux  axes  ayant  d'ailleurs  à  chaque  instant 
pour  expression  \/^lZ^^. 

Ce  mode  de  génération  ne  peut  être  appliqué  au  delà  des 
limites  (104),  parce  que  la  courbe  (105),  qui  nous  servait  de  di- 
rectrice, n'ayant  aucun  point  au  delà  de  ces  limites,  ne  saurait  dès 
lors  continuer  à  remplir  cet  office;  mais  on  peut  imaginer  un 
mode  de  génération  analogue  pour  la  portion  de  la  surface  située 
au  delà  du  plan  défini  |jar  Téquation  u  =  '^j  en  prenant  pour 
directrice  non  plus  la  courbe  (105),  mais  Tautre  section  prin- 
cipale, c'est-à-dire  celle  déterminée  par  le  plan  mené  par  Taxe 
des  y  et  la  bissectrice  de  Tangle  zox,  section  dont  nous  aurons 
immédiatement  Téquation,  en  considérant  dans  les  équations 
précédentes  la  variable  u  comme  une  coordonnée  correspondant 
à  la  direction  de  cette  bissectrice,  et  faisant  dans  1  équation 
de  la  surface  (87)  j5  =  z  =  -^ ,  ce  qui  nous  donnera 

2m    2  (  — )  —  3m  (— VI  2m  ~  (  2  —  —  3m  J 


y' 


2— -4- m)  i^-^ 3m)        (2  — -4-m)  [2-^^ 3m) 


1/2  /   \    1/2  ^        ^1/2         ^^1^2 

c'est-à-dire  simplement  : 


m  M* 


m  -♦-  u  1/^2 

Dès  lors,  ilsufiit  de  concevoir  à  partir  de  la  valeur  m  =  77=,  une 
hyperbole  située  comme  l'ellipse  de  tout  à  l'heure,  appuyant 
l'extrémité  de  son  axe  transverse  sur  cette  courbe,  le  rapport  de 
ses  deux  axes  étant  le  même  que  pour  l'ellipse,  et  son  centre 
décrivant  toujours  la  bissectrice  de  l'angle  zox  prolongée  indéfi- 
niment. Mais  cette  seconde  portion  de  surface,  que  l'on  obtient 
ainsi  par  le  mode  de  génération  que  nous  venons  de  dire,  nous 
intéresse  peu  pour  l'objet  que  nous  avons  en  vue,  et  c'est  sur  la 
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première,  celle  qui  est  engendrée  par  une  ellipse,  et  à  laquelle 
appartiennent  à  la  fois  les  trois  points  singuliers  de  la  surface, 
qu^il  convient  de  faire  porter  exclusivement  notre  attention. 

Revenant  donc  à  cette  première  portion,  nous  résumerons  la 

discussion  qui  précède  en  disant  qu'elle  résulte  de  la  déformation 

de  la  surface,  engendrée  par  la  révolution  de  la  courbe  (105) 

autour  de  son  axe  de  symétrie,  cette  déformation  consistant  en 

tine   simple  contraction  ou  dilatation  exercée  parallèlement  à 

faxe  des  y,  et  exprimée  pour  chaque  parallèle  de  la  surface  par 

=fc  (l — r  8w-^t/s/>  '^  contraction  correspondant   ainsi   aux 

'Valeurs  négatives  de  u,  et  la  dilatation  aux  valeurs  positives,  le 

soigne  +  étant  d'ailleurs  relatif  au  premier  cas,  et  le  signe  —  au 

second  ;  enfin  la  surface  se  terminant,  par  suite  de  cette  défor- 

smation,  à  la  distance  u'^ap-,  qui  correspond  au  sommet  de 

la  méridienne  (105)  (*),  par  une  arête  parallèle  à  Taxe  des  y, 

^yant  pour  extrémités  les  deux  points  singuliers  (95). 

Cette  image  simple  et  nette  à  la  fois  de  la  forme  de  la  surface 
x-^nd  manifestes  les  résultats  auxquels  nous  a  conduits  notre 
théorie  au  sujet  des  trois  points  singuliers  de  la  surface. 

En  effet,  pour  Torigine  tout  d'abord,  la  contraction  ou  la  dila- 
motion,  dont  nous  venons  de  parler,  diminuant  au  fur  et  à  mesure 
^ue  le  plan  mobile  se  rapproche  de  l'origine,  il  s'ensuit  qu'en 
:méme  temps  la  forme  de  la  surface  se  rapproche  de  plus  en  plus 
^e  celle  de  la  surface  de  révolution  que  nous  venons  de  définir, 
^lu  point  de  se  confondre  avec  elle  dans  le  voisinage  de  ce  point  : 
^)r  la  courbe  méridienne  (105)  coupant  en  ce  point  son  axe  de 
:irévolution,  il  est  clair  que  la  surface  de  révolution  réalisera  en  ce 
même  point  les  conditions  caractéristiques  de  l'ombilic  conique, 
^t  par  conséquent  aussi  la  surface  considérée  (87),  qui  se  confond 
^vec  elle  dans  le  voisinage  de  ce  point  L'angle  au  sommet  du 
cône  tangent  sera  donc  l'angle  des  deux  branches  de  la  méri- 
dienne (105)  en  son  point  double,  c'est-à-dire  un  droit,  et  le 
rayon  de  courbure  de  toutes  les  sections  planes  menées  par  l'axe 


n  Voir  la  note  de  la  page  90. 
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de  ce  cône,  sera  aussi  précisément  celui  de  cette  courbe  en 
même  point,  e'est-à-dire  ±^  (voir  la  noie  de  la  page  90), 
qui  concorde  bien  avec  le  résultat  (102),  déduit  de  nos  rorniul 
générales  du  paragraphe  II 

Pour  les  deux  autres  points  singuliers,  au  contraire,  la  pi 
sence  de  l'aréie  de  la  surface  qui  aboutit  à  ces  points,  exclut 
absolument  l'assimilation  de  la  surface  avec  une  surface  de  révo- 
lution, dans  une  étendue  si  petite  qu'on  la  suppose  auiour  de 
ces  points;  car  on  voit  que  toute  section  perpendiculaire  à  l'aie 
de  leur  cône  tangent  présentera  foicément  un  point  double 
un  point  de  rebroussement  au  point  correspondant  à  la  trace 
cette  arête,  et  cela  quelque  voisine  que  cette  section  soit  de 
points,  circonstance  incompatible  avec  l'bypothèse  d'un  cei 
pour  limite  de  cette  section,  ainsi  que  cela  devrait  être,  pour  que 
ta  surface  pût  se  confondre  dans  le  voisinage  de  ces  points  avec 
une  surface  de  révolution,  et  par  conséquent  aussi,  comme  nous 
l'avons  déjà  vu,  pour  que  ces  points  soient  des  ombilics  coniques. 
Les  résultats,  fournis  par  notre  théorie  au  sujet  des  trois  points 
singuliers  de  la  surface,  se  trouvent  donc  encore  une  fois  pleine- 
ment justifiés  par  la  vue  claire  et  distincte  de  la  forme  de  la  suiJ 
face.  1 


^ 


IIl""  Exemple.  —  Siihf*ce  du  troisième  obi>be  a  coefficients 
iNDËTERHiNËs.  —  Nous  Bvons  VU  dans  k'  second  paragraphe,  è 
propos  des  équations  (S2),  qu'étant  donnée  une  surface,  doi 
l'équation  renferme  tien/' coellieients  arbitraires,  on  pouvait  t 
(général  attribuer  à  ces  neuf  coelTicients  des  valeurs  telles  que  | 
surface  présentât  un  ou  plusieurs  ombilics  coniques,  mutes  t 
fois  du  moins  qu'un  ctTtain  système  d'équation  que  nous  avoi 
indiqué  le  moyen  de  former,  admettait  pour  ces  coeOicienls  « 
système  de  solutions  réelles.  Après  avoir  envisagé,  dans  ] 
deux  exemples  qui  précèdent,  un  spécimen  de  chacun  des  dd 
cas  particuUers  étudiés  dans  le  paragraphe  II,  nous  essayert 
en  terminant,  à  titre  de  spécimen  du  cas  général,  auquel  s'tuj 
pliquent  les  équations  (6C),  de  procéder,  à  l'aide  de  ces  formule^ 
sur  un  dernier  exemple,  à  une  semblable  détermination. 
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Pour  cela  nous  considérerons  la  surface  du  (roisième  ordre 

006)  a:-t-y+z= — ^-^-^ i rf tt ^'' 

ax'  -+-  py'  -4-  rz'  -+-  2ayz  -+-  2£Zx  -+-  2ifxy 

m  étant  un  paramètre  linéaire  donné,  et  Oy  (3,  y,  d,  e,  97,  X,  fx,  v, 
neuf  coefficients  numériques  indéterminés;  et  nous  chercherons 
à  déterminer  ces  neuf  coefficients  par  la  condition  que  la  surface 
admette  au  moins  un  ombilic  coniqueja  méthode  pour  y  arriver 
consistant,  comme  nous  Pavons  vu  à  la  page  73,  à  éliminer  x,  y,  z 
entre  les  douze  équations  (i),  (37)  et  (52)  (abstraction  faite  de 
la  dernière),  et  à  résoudre  le  système  ainsi  obtenu  par  rapport 
aux  neuf  coefficients  arbitraires  de  Téquation  proposée. 

Pour  appliquer  cette  méthode,  ayant  posé  suivant  notre  notation 

habituelle 

2f  (x,  y,  z)  =  (x  -*-  y  -♦-  z)  H  -*-  K, 

où  H  et  K  représentent  pour  abréger  les  deux  polynômes  qua- 
dratiques 

i   H  =  ax*  -4-  py*  -f-  r«'  -•-  2(ryz  -4-  2ezx  -^  2ifxy, 
(   K  =  m  (x*  -♦-  y*  -♦-  J3*  -+-  2Ayz  -+-  2fAZx  -4-  2î'xy), 

nous  en  déduirons  par  une  première  différentiation 

\      f  ,dn       (iK 

2-^H-+-(x-t-y-*-^)-; — *"-;—' 
X  dx       dx 


{i08) 


o  d^       dK 

2_  =  H-+-(x-f-y-4-z)-; h-T— 

y  ^        ^        'rfy       dy 

z  ^        ^        '  dz        dz 


et  les  deux  polynômes  homogènes  H  et  K  ayant  leurs  dérivées 
linéaires  et  homogènes,  les  trois  dérivées  ^9  1?>  ^  sont  nulles 
pour  l'origine,  de  même  que  la  fonction  ?  (x,  y,  z)  elle-même,  ce 
qui  montre  que  Torigine  est  dans  tous  les  cas  un  point  conique 
de  la  surface. 

Les  trois  équations  (1)  admettant  ainsi  tout  d'abord  le  système 
de  solution  x  «=»  0,  y  =  0,  z  ==  0,  sans  nous  astreindre  à 
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rechercher  si  elles  en  admettent  encore  d'autres,  nous  aurons 
donc  évidemment  un  des  résultats  de  Télimination  des  trois 
variables  x,  y,  z  entre  les  équations  (1),  (37)  et  (52),  en 
remettant  simplement  ces  valeurs  dans  les  équations  restantes 
(37)  et  (52),  et  le  système  que  nous  obtiendrons  ainsi,  s'il  ne  nous 
fournit  pas  la  solution  la  plus  générale  du  problème,  nous  don- 
nera en  tous  cas  une  solution  particulière  suffisante  pour 
répondre  à  la  question  dans  les  termes  où  nous  Tavons  posée. 

Détermination  des  coefficients  par  le  moyen  :  —  L'ombilic 
conique  demandé  étant  dès  lors  par  hypothèse  l'origine  des 
coordonnées,  il  nous  suffira  de  calculer  pour  ce  point  les  neuf 
équations  (37)  et  (52),  et  de  résoudre  ensuite  ces  neuf  équations 
par  rapport  aux  neuf  coefficients  arbitraires  de  la  surface  (106). 

1°  Des  équations  (37);  —  A  cet  effet,  ayant  déduit  par  une 
nouvelle  différentiation  de  la  première  des  expressions  (108) 


(109) 


2-^=2—  ■^(X'^y'^z)-—-^'—- 
X*         dx       ^         ^  dx*       dx* 

^  ?*        dR      dU       ,  d*H         d^K 

2  —  =  - — h  —  -^  (x -¥•  y  -^  z) 


xy       dx       dy  dxdy       dxdy 

nous  en  conclurons  pour  l'origine 

\x'/o        \ax*/o  \xy/o       \dxdylo 

et  par  conséquent  en  permutant  les  trois  axes  des  x,  des  y  et 
des  z,  ce  qui  revient  à  permuter  simultanément  dans  l'équation 
de  la  surface  les  quatre  groupes  (x,  y,  z\  (a,  (3,  y),  (d,  s,  ri), 
(i,  fi,  v),  nous  aurons  pour  le  même  point  en  divisant  par  2  ; 


(110) 


U'Jo         It/Vo         L'/o 


m 


\yzU  \zxlo  \xyJo 
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valeurs  qui,  reportées  dans  les  équations  (37),  donnent  tout 
d'abordy  entre  les  inconnues  X,  m-,  y  seules,  les  deux  équations 

firj  v\  AfA 

m  —  fn  —  =  fw  —  fw  —  =  m  —  tii  — , 
c*est-à-dire  simplement 


7~7 

V 

A» 

= 

d'où. 

par  conséquent. 

(iii) 

X  =  A* 

V  

?. 

en  désignant  par  g^  pour  la  symétrie,  leur  valeur  commune. 

2*  Des  équations  (66).  —  Les  équations  (37)  étant  ainsi 
satisfaites  par  cette  valeur  commune  de  \  p,  v,  nous  n'avons 
plus  à  nous  préoccuper  que  des  équations  («^2),  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  des  équations  (66),  car  la  quantité  g  ne  devant  pas 
évidemment  être  supposée  nulle  en  Tabsence  d'une  raison  quel- 
conque qui  nous  y  oblige,  les  trois  dérivées  de  la  seconde  ligne 
(110)  sont  à  la  fois  différentes  de  zéro,  et  par  conséquent  nous 
nous  trouvons  bien  ainsi  dans  le  cas  général  envisagé  au  para- 
graphe II,  pour  lequel  les  équations  (52)  peuvent  être  rempla- 
cées par  les  équations  (66). 

Dans  ce  but,  nous  déduirons  semblablement  par  une  nou- 
velle différentiation  des  deux  expressions  (109),  en  nous  souve- 
nant que,  les  polynômes  H  et  K  (107)  étant  du  second  degré, 
leurs  dérivées  troisièmes  sont  nulles  : 

xy'       (/y*  dxày 

9*         cPH         d'H         rf»H 

2  -^  = H 1 =  2(r  -♦-  2f  H-  î2if 

xyz       dydz      dzdx       dxdy  ' 

VII.  16 
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et  par  conséquent  nous  obtiendrons  comme  tout  à  Theure,  à 
Taide  de  simples  permutations,  et  après  avoir  divisé  par  %  pour 
les  dérivées  troisièmes  le  tableau  suivant  : 

,3  8  3 

x°  y^  r 


(112) 


xyz 


=  C?  -H  f  -+-  ïf. 


;  =  r-+-  2<r, 


x'y 


a 


2if, 


J--  =  a-H2f, 

—,  =  ?-*- 2.f, 


valeurs  qui,  étant  constantes,  conviennent  à  tous  les  points  de  la 
surface. 

Si  nous  substituons  maintenant  dans  les  équations  (66)  ces 
dernières  valeurs,  concurremment  avec  les  valeurs  (110)  spé- 
ciales à  Torigine,  lesquelles  se  réduisent  par  suite  des  valeurs 
(111)  aux  suivantes  : 

nous  aurons  définitivement  les  conditions  qui  expriment  que  la 
surface  admet  un  ombilic  conique. 

Pour  obtenir  le  résultat  de  cette  substitution,  il  suffira  d*ail- 
leurs  de  Feffectuer  dans  les  premier  et  quatrième  rapports  (66)^ 
et  dans  les  deux  derniers,  en  nous  souvenant  que  les  trois 
premiers  se  déduisent  les  uns  des  autres,  de  même  que  les  trois 
suivants  entre  eux,  par  la  permutation  des  trois  variables  x,y,  z; 
ce  qui  équivaut  dans  le  cas  actuel,  d'après  les  valeurs  (112)  et 
(113),  à  la  permutation  simultanée  des  deux  groupes  (a,  P,  y), 
((î,  e,  ïi).  Or,  si  Ton  supprime  à  chaque  dénominateur  le  facteur 
en  dehors  des  crochets,  lequel  est  le  même  pour  tous  les  rapports 
à   cause  des  égalités  (113),  on  voit   que  la  substitution  des 
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valeurs  (115)  et  (112)  dans  les  différents  rapports,  spécifiés  il 
n*y  a  qu*un  instant,  donnera  respectivement  pour  chacun  d'eux  : 

m'  (1  -♦-  2g)  (3p  -^  5r)  --  5m'(r  -^  SJ-^  P  -*-  ^<» 
«iMl  -<-  2j) .  2  (mgY  —  Siw' .  (»wj)' .  2mjf 

_  m' .  3  [(1  -f-  2^)  (p  -f-  r)  —  (r  -*-  p  H-  4^)] 
m«.2(mj)»(i  +2sf  — 3) 

_5f2g(p-4-r)-4<y]__5|g(pH-y)-2^| 
2  (mjf)' (2(/ -  2)  2(m(/)»(j-i) 

m«  {^g  —  i)  (3p  —  3y)  -+-  3fii'  j  r  -*-  2J  —  (p  -^  2<î){ 

Ô 

om'[(2g-^i)(p-r)-(p-r)1_5mM2(y~2)(p^r) 
""  0  0  ' 

m* .  mg  (3a  -♦•  3p  -+-  3y)  —  3m'  ((^  -+-  f  -♦-  if) 
m' .  3  (mflf/  —  3m' .  (mg)^ 

3m'[igf(a-+-  p-+-r)—('y-+-f  ■*-»/)]__ .7  (a  -^  p-+-  r)— ((^-*-f -4-if) 
""  3m».(m</)»(.g-i)  (mgf{g-i)  ' 

3  i^  3  [3  (mflf)*  j  2  (mgf  -h  m .  mg  \  ]  •  _^  pV^S  V^  3mflf .  f m'jf  (2flf  -h  1  )] • 
"R^i       3(msf)'j(mj)'— m.mjj  R^       3  (»»flf)*  {mg  —  m) 

3   3m j  .  mjf •  (Sjf -^  1  )«  _^  3    mg*  ("ig -\- \y 
^STe    5(ms)'m((/-1)       rI   (m3)»((/-l)  ' 

Nous  aurons  donc  pour  Tensemble  des  équations  (66)  les  sept 
suivantes  : 

s[g(P-^r)~2<l_  3[9(r-f-«)-2f]_3[g(«H-p)-2y| 
^2(mgf{g^i)  '2{mgy{g^i)  ^mgfig^i) 

3m«(2j  -  2)(p-r  /       3m»(2g-2)  (r-a)       Dm»(25f  -  2)  (a-p) 


O  u 


0  0  0 

(mgfig^i)  ~R^  (mgf{g-i)  ' 
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dont  les  six  premières  détermineront  les  six  éôeffieients  a,  ^9 

df  e/)7y  de  telle  sorte  que  Forigine  soit  un  ombilic  conique^  et 

dernière  déterminera  ensuite  dans  cette  hypothèse  la  grandeu 

du  rayon  de  courbure  commun  des  différentes  sections  plane 

menées  par  Taxe  du  cône  tangent  en  ce  point. 

Or  rien  n'est  plus  facile  à  présent  que  de  résoudre  ce  systèmi 

En  effet,  les  coeflBcients  a,  p,...  J9,  étant  finis  par  hypothèse,  ■ 

faudra ,  pour  que  les  trois  premiers  rapports  puissent  devenii: 

égaux  aux  trois  suivants  (et  de  même  aussi  les  deux  derniers) 

que  Ton  ait,  ou  bien 

5  =  0, 
ou  encore 

29  —  2  «  0,      c'est-à-dire      9  =  i, 
ou  enfin 

p  — y  =  0,        y  — a«=0,        «  — pc»0; 

car  si  Ton  exclut  à  A     i      trois  h;  lothèses,  les  trois  rapport 

de  la  r    ,  te    j  les  autres  restant  finis.  I 

faut  donc  ^  i     i          e  ces  trois  hypothèses.  Or, 

d'autre  part,  on  1    i  que  les  deux  premières  son 

inadmissibles,  car  i  odi     int  dans  les  valeurs  (1 13) 

réquation  (3)  du  c/  se  r  duirait  alors,  dans  le  premie 

cas,  à 

m[(X  -  X)'  -4-  (Y  ~  yf  ^  (Z  -  ^r)»]  =  0, 

et  dans  le  second  à 

m[(X  -  xy  H-  (Y  -y)-  -*-  (Z  -  ;.)*  -*-  2  (Y  -  j,)  (Z -  z) 

H-  2 (Z  —  z) (X  —X)  H-  2(X  —  .t)(Y  —  y)]  =  0, 
ou  simplement 

m[X  —  X-+-Y  —  y-^Z  —  2r]'  =  0, 

c'est-à-dire  qu*ii  se  réduirait  à  un  point  ou  à  un  plan,  hyp 
thèses  contradictoires  avec  celles  du  point  conique,  que  no 
avons  admises  comme  point  de  départ. 

Il  faut  donc  admettre  forcément  la  troisième  hypothèse,  c* 
à-dire 
(H5)  a  =  pr=y  =  A, 

en  désignant  par  h  leur  valeur  commune.  Les  trois  rapport 
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la  seconde  ligne  prenant  alors  la  forme  3,  les  quatre  équations 
restantes  (114)  deviennent  en  multipliant  tous  les  rapports 
par  g  (fngy(g — 1),  quantité  qui  n*est  pas  nulle  d  après  ee  que 
nous  venons  de  dire. 


Des  deux  premières  nous  conclurons  de  même 

(116)  $^s^^=k, 

k  étant  une  nouvelle  indéterminée;  et  la  troisième,  se  réduisant 
par  ces  valeurs  à 

gh  —  k  =  -{g.^h'-'ôk)y 

sera  dès  lors  satisfaite  d'elle-même,  ee  qui  veut  dire  que  les  trois 
coeiBcients  g,  A,  k  resteront  arbitraires. 

Par  le  moyen  des  valeurs  (111),  (115)  et  (116),  l'équation  de 
la  surface  (106)  deviendra  : 

—  m  [a*  -t-  y*  -♦-  jzr*  -♦-  29  (yz  -^  zx  -^  xyj] 


(117)      X  -^  y  -^  z  = 


h  (x*  -+-  1/'  -♦-  z^)  -^  2fc  {yz  -^  zx  -¥-  xy) 


et  cette  surface  présentera  dès  lors  un  ombilic  conique  à  Tori- 
gine,  quels  que  soient  les  coefficients  g^  h,  k  et  le  paramètre  m. 
De  plus,  la  dernière  équation  (114)  devenant  par  les  mêmes 
valeurs  (lis)  et  (116) 

^{gh^k)  =  ^:^.g'{^2g-^\)\ 

"oc 

nous  donnera  immédiatement 


(118)  R^  =  tw. 


gh'-^k 


pour  Texpression  du  rayon  de  courbure  de  toutes  les  sections 
planes  passant  par  Taxe  du  cône  tangent  à  Toi  igino. 

Vérification  a  priori  des  résultats  obtenus. —  Il  suffira  main- 
tenant de  quelques  lignes  pour  vérifier  directement  Texactitude 
de  ce  résultat.  En  effet,  si  Ton  fait  attention  qu*en  ajoutant  et 
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retranchant  des  termes  très  faciles  à  apercevoir  au  numérateur 
et  au  dénominateur  du  second  membre  de  Téquation  (1 17),  elle 
peut  s'écrire 

am  r  .  t; ^  r - "" ^ [^^  - g^ (^'  "*-  y' -^  ^'^  ^  -^ ^^  -^  y  -^  ^)'1 

on  voit  de  suite,  eu  égard  à  la  forme  connue  de  Téquatîon  géné- 
rale des  surfaces  de  révolution, que  celte  dernière  équation  repré- 
sente une  surface  de  révolution,  ayant  pour  axe  la  bissectrice  de 
Tangle  des  coordonnées  positives;  et  comme  cette  droite  passe 
par  Torigine,  c'est-à-dire  par  le  point  conique,  il  résulte  immé- 
diatement de  ridentité  de  toutes  les  sections  méridiennes ,  que 
la  surface  réalise  bien  en  ce  point  les  conditions  caractéristiques 
de  Tombilic  conique. 

De  plus,  il  est  facile  de  s'assurer  aussi  directement,  comme 
nous  l'avons  fait  à  propos  du  premier  exemple,  que  la  valeur  du 
rayon  de  courbure  de  toutes  les  sections  méridiennes  de  la  sur- 
face (119)  est  bien  celle  (118)  que  nous  avons  déduite  de  nos 
formules;  car  en  prenant  pour  cette  méridienne  en  particulier 
celle  qui  contient  l'axe  des  z,  c'est-A-dire  par  conséquent  le  plan 
qui  contient  Taxe  des  z  et  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  il 
suffira,  pour  avoir  son  équation,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  fait 
dans  l'exemple  précédent,  de  faire  dans  l'équation  (119)  de  la 
surface  x=j/=^-,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  d'y  faire  à  la 
fois  , 

ce  qui  nous  donnera  pour  cette  méridienne 

^  m  (il  -  g)  (m«  +  z')  H-  g  {u  1/2  -h  zf\ 

uVz  -¥■  z  = -■'  ; 

(A  —  k)  (m*  -*-  z')  -+-  k{u  V/2  H-  z)' 

et  si  maintenant  nous  faisons  tourner  Taxe  des  z  dans  son  plan, 
de  manière  à  le  faire  coïncider  avec  Taxe  de  révolution  ou  la  bis- 
sectrice de  l'angle  des  axes,  ce  qui  se  fera  à  l'aide  de  la  transfor- 
mation 

z= — -  z' -^>     ^  = — z^' "^ r  w', 

|/'3  V/3  1/3  yi 
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laquelle  donne  immédiatement 

u«  -♦-  z«  =  u'*  -4-  z'\ 

M 1/2  -+-  z  =  (I  -^  2)  -L.  =.z'l/3, 
on  voit  que  cette  courbe  sera  simplement 

(h  —  k)  (u'*  -+.  z'*)  H-  k  .  3z'«  ' 
c*est-à-dire  en  réduisant  et  écrivant  x  et  j3  à  la  place  de  u'  et  z'  : 

z\/3  «  "  •^  1^^*  — ^^  f'j^JLîlMd . 

""  (A  —  A;)  a:» -+- (A -4- 2A)  z*  ' 

Cette  courbe  rentrant  dans  la  catégorie  de  celles  que  nous 
avons  examinées  à  propos  de  Texemple  P'  sous  la  forme  géné- 
rale (80),  il  nous  suiBra,  pour  avoir  son  rayon  de  courbure  à 
rorigine,  d'appliquer  simplement  la  formule  (86**^),  que  nous 
avons  établie  directement  pour  le  rayon  de  courbure  au  point 
double  de  cette  classe  de  courbes.  Faisant  donc  pour  le  cas  ac- 
tuel, en  écrivant  encore  v  à  la  place  de  x^y 

3f(i?,z)=l/3(A-f-2A)a;»H-m(i  -*^g)  z*'^y'Z(h-k)vz^m(\-g)v, 
nous  en  déduirons  par  différentiations  successives 

3-  =  l/3(A  — &)2r^m(l— o),        3-  =  i/3(A  — A), 
V  vz 

3 -  =  3  l/5(/i-4-2A)  2*-f- 2m  (i  H- 2g)2?  H-l/3(A  — fc)v, 

z 

tt'  ^*  — 

3-,=2.3V/3(A-+-2A)z^  2m(l-+.2sf),        3  ~=2.3|/3(/i-^2*); 

z  z 

d*où  nous  conclurons  pour  Torigine 


( 


s.-?"*'"-  (?j.-'^'"-"'' 
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et  nous  aurons  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (86^^)  : 


B.-5 


25)1  \Y^*-*-i9)-i^[i-g)\ 


-(4-9).2V/5(A  +  2fc)-5.  —  (l-i-2j).  — (A-*) 

5  o  o 


(— )  (1  H- 2sf)«  [1  +  2(/ -  (1  -  j)]« 


2  2fM      — 

—  V^S  ({1  -  (?)  (A  +  2A)  -  (A  -  *)  (1 -4- 29)  I 

d 
2f7l  1  § 

2  1/5 [-3^. A -+.3 Jt]      2    5.3V/5(_^A^^) 
c'est-à-dire  simplement  en  définitive 

«  H-  2g)V- 

ce  qui  concorde  bien  avec  la  valeur  (118)  assignée  tout  d*abord 
par  notre  théorie,  pour  la  grandeur  du  rayon  de  courbure  de 
Tombilie  conique,  et  dans  ce  troisième  exemple  aussi  bien  que 
dans  les  précédents,  la  jur'esse  de  nos  résultats  se  trouve  encore 
pleinement  confirmée. 

On  ne  nous  objectera  pas  sans  doute,  comme  restreignant  la 
portée  de  ces  vérifications,  le  fait  que  dans  ces  trois  exemples, 
c'est  toujours  et  uniquement  Torigine  des  coordonnées  qui  a  été 
Tombilic  conique;  car  cette  circonstance  tient  seulement  à  ce 
qu'en  vue  de  simplifier  les  écritures,  nous  avons  pris  soin  à 
Tavance  de  rapporter  chacune  des  surfaces  étudiées  à  son  ombi- 
lic coniqut^  comme  origine,  et  il  est  bien  clair  d'ailleurs  que  la 
vérification  de  nos  équations  ayant  lieu  dans  ces  conditions  pour 
ces  points,  elle  aurait  lieu  encore,  quand  on  transporterait  par 
un  changement  d'axes  Torigine  en  tout  autre  point  arbitraire- 
ment choisi. 

Une  objection  plus  spécieuse  sera  peut-être  élevée,  à  propos 
du  troisième  exemple,  consistant  à  dire  que  la  surface  de  révo- 
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lution,  à  laquelle  nous  avons  été  conduits  comme  résultat  défi- 
nitif par  notre  théorie,  semble  à  priori  une  solution  bien  res- 
treinte,  eu  égard  aux  termes  assez  étendus  de  la  question  que 
nous  nous  étions  proposée.  Mais  il  faut  faire  attention  que  nous 
sommes  bien  loin  d*avoir  ainsi  abordé  le  problème  dans  toute  sa 
généralité,  car  Téquation  générale  du  troisième  degré  compor- 
tant dix-neuf  coefficients  distincts,  nous  n*en  n*avons  conservé 
dans  Féquation  (106)  que  neuf  d'arbitraires  seulement,  et  c'est 
précisément  la  manière  dont  nous  avons  disposé  à  Tavance  des 
dix  autres  coefficients,  qui  a  restreint  la  question,  au  point  de 
rendre  nécessaire  la  solution  à  laquelle  nous  sommes  arrivés. 
C'est  au  reste  ce  dont  on  peut  se  rendre  compte  assez  simple- 
ment à  Faide  du  raisonnement  suivant. 

Aperçu  intuitif  de  la  solution.  —  Les  coefficients  que  nous 
nous  sommes  donnés  ainsi  arbitrairement  à  Tavance  dans  Féqua- 
tion (106),  satisfaisant  à  cette  condition  que  Fensemble  des 
termes  correspondants  soit  complètement  symétrique  en  or,  y,  z, 
il  n'est  pas  surprenant,  eu  égard  à  la  parfaite  symétrie  des  équa- 
tions de  notre  théorie,  que  ces  équations  nous  aient  imposé  la 
même  loi  pour  les  coefficients  correspondant  à  Fensemble  des 
autres  termes,  c'est-à-dire  précisément  pour  les  coefficients  arbi- 
traires que  nous  nous  proposions  de  déterminer,  et,  s'il  en  était 
ainsi,  nous  devions  obtenir  dès  lors  une  surface  dont  l'équation 
fût  entièrement  symétrique  en  x,  y  et  z. 

Or,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  à  propos  de  la  sur- 
face du  deuxième  exemple,  et  remarquant  que  l'équation  de  la 
surface  ne  change  pas  dans  cette  hypothèse,  lorsqu'on  y  permute 
séparément,  soit  y  et  z  san3  toucher  à  x,  soit  de  même  z  et  x 
seuls,  soit  enfin  r  et  y  seulement,  on  reconnaît  de  suite  que  la 
surface  admettra  trois  plans  principaux  qui  contiendront  respec- 
tivement, le  premier  l'axe  des  x  et  la  bissectrice  de  l'angle  j/oz, 
le  second  l'axe  des  y  et  la  bissectrice  de  Fangle  zox,  le  troisième 
l'axe  des  z  et  la  bissectrice  de  l'angle  xoy.  Ces  trois  plans  se 
coupant  par  une  raison  évidente  de  symétrie,  suivant  une  même 
droite  qui  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  et  étant  en  outre 
également  inclinés  les  uns  sur  les  autres,  il  s'ensuit  donc  que  la 


surface  admeilra  (rois  plans  principaux,  passant  par  ceUe  bis-^ 
Irice  et  furmanl  entre  eux  des  angles  de  60°. 

Or,  on  voit  très  facilemenl,  en  faisant  une  figure,  qu'une 
pareille  symélrif,  beaucoup  plus  compliquée  que  celle  des  sur- 
faces du  second  ordre,  dans  lesquelles  les  plans  princtpaux  sont 
rectangulaires,  impose  à  la  surface  une  forme  à  section  étoilée, 
telle  qu'elle  pourra  être  rencontrée  par  une  droite  au  moins  en 
quatre  points,  à  moins  toutefois  que  celle  symétrie  ne  soit  réa- 
lisée de  la  façon  la  plus  simple  possible  par  la  condition  que  la 
surface  soit  de  révolution.  Or,  la  surface  que  nous  nous  étions 
proposée  dans  ce  troisième  exemple  étant  du  troisième  ordre 
seulement,  on  voit  dés  lors  que  celle  solution  de  la  surface  de 
révolution  était  la  seule  possible,  el  cela,  comme  nous  venons  de 
l'expliquer,  par  suite  de  la  symétrie,  imposée  par  nos  équations  h 
celle  de  la  surface,  comme  conséquence  naturelle  du  choix  fait 
par  nous  k  l'avance  arbitrairement  pour  les  coeflicients  donnés 
de  celle  équation. 

Au  reste,  si  la  solution  de  ce  troisième  exemple,  ronsidél 
isolément,  ou  même  rapprochée  de  celle  du  premier,  poiivi 
donner  lieu  de  craindre  que  notre  théorie  ne  s'appliquât  au  fou 
qu'aux  seules  surfaces  de  révolution,  il  suflîrail,  pour  dissipi 
tous  les  scrupules,  de  raiipeler  que  nous  l'avons  vérifiée  égaM 
ment  dans  1c  second  exemple  sur  une  surface  qui,  elle,  n'était  p 
de  révolution,  puisqu'elle  provenait,  au  contraire,  ainsi  que  nn 
l'avons  fait  voir,  de  la  déformation  d'une  suiface  de  réviilutiof 


CoHCLiismN.  —  Nous  pensons  donc  avoir  établi  dans  ce  da 
nier  paragraphe  une  justification  de  notre  théorie,  qui  ne  laîn 
place  à  aucun  doute.  Aussi,  quelque  restreint  que  soit  le  chaoi 
d'application  des  formules  que  nous  présentons  dans  ce  travaj 
nous  osons  espérer  qu'elles  ne  parailronl  pas  tout  à  fait  indigm 
de  l'attention  des  géomètres,  en  raison  du  secours  incontestaU 
qu'elles  apportent  pour  l'élude  approfondie  de  la  forme  des  sui 
faces. 
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ERRATA. 


A  la  page  13,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

COSy 


a  (pa '^qb'^rc)~-r  (a* -4-  6*  -f- c*) 
lire 


cos  V 


c  {pa  -^qb-^-rc)  —  r  (a*  -+-  6*  -♦-  c») 
A  la  page  '30,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

a"  c"  a"  c" 


lire 


A  la  page  39  (seconde  ligne  de  la  première  équation),  au  lieu  de 


lire 


{ka-^k'b-^k''c)lla-'^b- 

W  ^       y 


{ka  +  k'b H- k"c)  Ua^^b--i-c  AX^  0 . 

A  la  page  66,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

qr=rO,    g  =  zbl,      lire      g  =  0,    r  =  db1. 

A  la  page  68  (troisième  ligne  de  la  première  équation),  au  deuxième  dénominateur 
du  second  rapport,  lire  G  à  la  place  de  «^. 

A  la  page  81,  troisième  avant-dernière  ligne,  rétablir  le  signe  -  devant  G,  ài  la  fin 
de  la  ligne. 
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SUR  LA 


DIFFRACTION  DES  ONDES  PLANES 


OAiNS 


UNE  OUVERTURE  CIRCULAIRE 


PAR 


Le  P.  Joseph  DELSAULX, 

Profrueur  ao  Collègt  de  U  Compafnit  «le  Jëtue  à  Umvaio. 


Les  phénomènes  de  diffraction  produits  par  une  ouverture 
circulaire  livrant  passage  à  une  série  d'ondes  pliites»  sont  du 
nombre  de  ceux  que  Taccord  de  la  théorie  et  de  rexpérience 
signalent  le  plus  à  l'attention  générale. 

L'intensité  de  la  lumière  portée,  dans  les  diverses  directions 
autour  de  la  normale  au  plan  de  louverture^  est  exprimée  analy- 
tiquement  par  la  série  de  Knoehenhauer  (*)• 

J'ai  dessein  de  montrer  dans  cette  note  que  Ton  peut  parvenir, 
d'une  façon  extrêmement  simple,  au  résultat  obtenu  par  le 
géomètre  allemand,  en  faisant  usage  de  la  règle  de  Presnel  sur 
la  composition  des  mouvements  vibratoires  parallèles  de  même 
période,  combinée  avec  un  théorème  de  Poinsot  relatif  aux 
centres  de  gravité.  L'idée  d'appliquer  ce  procédé  h  la  question 
présente  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  d'un  travail  déjà  ancien 
de  M.  Joubert  sur  la  théorie  des  phénomènes  de  diffraction 
observés  à  l'infini  (**). 


{')  CEuvrex  de  Verdet,  t.  V,  p.  :^03. 

(**)  Journal  de  physique  théorique  et  appliquée,  t  III,  p.  iffl. 
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ERRATA. 


A  la  page  13,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

COSy 


a  (pa  -♦-  ^6  -♦-  rc)  —  r  (a"  •♦-  6"  -♦-  c«) 
lire 


CCS  y 


c  {pa  -♦-  gfe  -+-  rc)  —  r  (a*  h-  6*  -h  c*) 
A  la  page  30,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

a"  c"  a"  c" 


lire 


A  ]a  page  39  (seconde  ligne  de  la  première  équation),  au  lieu  de 

lire  ^^    ^         ^         '''^ 

(Aa  + /c'6 -f- *"c)  ( /a- -^  6  - -+.  c  ^]  Vrr  0 . 

A  la  page  66,  dernière  ligne,  au  lieu  de 

qr=0,    g  =  zhi,      lire      g  =  0,    r  =  zfc1. 

A  la  page  68  (troisième  ligne  de  la  première  équation),  au  deuxième  dénominateur 
du  second  rapport,  lire  0  à  la  place  de  4k- 

A  la  page  81,  troisième  avant-dernière  ligne,  rétablir  le  signe  =  devant  0,  à  la  fin 
de  la  ligne. 
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SUR  LA 


DIFFRACTION  DES  ONDES  PLANES 


DAMS 


UNE  OUVERTURE  CIRCULAIRE 


PAR 


Le  P.  Joseph  DELSAULX. 

ProfeMCur  ao  Colléfe  de  U  Conipagnit  «le  iétu»  à  Umvain. 


Les  |)hénomènes  de  diffraction  produits  par  une  ouverture 
circulaire  livrant  passage  à  une  série  d'ondes  planes»  sont  du 
nombre  de  ceux  que  Taccord  de  la  théorie  et  de  Texpérience 
signalent  le  plus  à  l'attention  générale. 

L'intensité  de  la  lumière  portée,  dans  les  diverses  directions 
autour  de  la  normale  au  plan  de  louverture^  est  exprimée  analy- 
tiquement  par  la  série  de  Knoehenhauer  (*). 

J'ai  dessein  de  montrer  dans  cette  note  que  Ton  peut  parvenir, 
d'une  façon  extrêmement  simple,  au  résultat  obtenu  par  le 
géomètre  allemand,  en  faisant  usage  de  la  règle  de  Presnel  sur 
la  composition  des  mouvements  vibratoires  parallèles  de  même 
période,  combinée  avec  un  théorème  de  Poinsot  relatif  aux 
centres  de  gravité.  L'idée  d'appliquer  ce  procédé  h  la  question 
présente  m'a  été  suggérée  par  la  lecture  d'un  travail  déjà  ancien 
de  M.  Joubert  sur  la  théorie  des  phénomènes  de  diffraction 
observés  à  l'infini  (**). 


{•)  CEuvre*  de  Verdet,  t.  V,  p.  303. 

(**}  Journal  de  physique  théorique  et  appliquée»  t  III,  p.  âH7. 


Lit  rèjile  df  Fresncl  est  Ton  bien  énoncée  par  M.  Jouberid 
la  manière  siiivanle  : 

Chaque  mouvemenl  vibraLoirc  composant  étant  représenté  p 
une  droite  proportionnelle  à  son  amplitude  et  faisant  avec  ub 
axe  fixe  un  angle  égal  à  sa  phase  multipliée  par  Sir,  l'amplitude 
du  mouvement  résultant  est  représentée  par  la  rcsullante  de 
toutes  CCS  droitcb,  et  sa  phase  multipliée  par^Tr,  par  l'angle  qw 
Tait  celte  résultante  avec  l'axe  fixe. 

Quant  au  théorème  reiaiifaux  centres  de  fcraviié,  dont  nw| 
allons  faire  usage,  Poinsot  le  formule  en  ces  termes: 

La  résullanle  de  m  forces  représentées  par  autant  de  ligiri 
qui  partent  d'un  même  point  O,  i 
dirigée  de  ce  point  vers  le  centre  i 
gravité  G  de  ni  corps  égaux  ({u'on  si^ 
poserait  placés  aux  extrémités  de  i 
lignes,  et  le  grandeur  de  cette  résultaid 
est  représentée  par  m  fois  la  distance  {. 
an  point  d'application  de  ces  forces  h  ^ 
commun  centre  de  gravité  (*). 

Cela  posé,  désignons  par  N  la  normal^ 
à  l'ouverture  circulaire;  par  P,  la  direc- 
tion suivant  laquelle  on  veut  estimer 
l'inicnsilé  de  la  lumière  portée,  sous  l'influence  de  la  radiaticH 
parallèle  de  l'ouverture;  par  9,  l'angle  d'inclinaison  de  la  ligne! 
sur  la  ligne  N;  par  AË,  la  projection  de  l'ouverture  circulai! 
sur  le  plan  de  ces  mêmes  lignes. 
Faisons  de  plus  AB  égal  à  2R. 

Bu  prenant  la  ligne  AB  pour  axe  des  abscisses,  une  perpi 
diculaire  à  cette  ligne  dans  le  plan  de  l'ouverture  pour  axe  d 
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ordonnées  et  le  point  A  pour  origine  des  coordonnées,  Téquation 
du  contour  circulaire  de  Touverture  est 


y«-^(x  — R)«=R« 


0) 


D'autre  part,  Télément  de  surface  du  cercle  d'ouverture, 
élément  dont  la  projection  sur  le  diamètre  AB  est  en  M ,  a  pour 
aîi*€  iydx  et  pour  phase 


X  sin  S 

T  = » 


or     ^tant  Tabâcisse  du  point  M  et  X  la  longueur  d*onde  de  la 
lnsnoiëre  soumise  à  Texpérience. 

là,  dans  Inapplication  de  la  règle  de  Fresnel, 


2îrT  = 


2tx  sin  6 


(2) 


-^fin  dlntroduire  une  plus  grande  simplicité  dans  les  calculs, 
11^^ ^^s  adopterons  les  notations  conventionnelles  suivantes  : 


ci 


T  sm  6      m 

X  —  R  =  M 


(3) 


W 


Ces  conventions  permettent  d'écrire  les  équations  (l)et(2) 
fl^us  la  forme 


y*  -+-  tt*  =  R* 


ei 


27rT  = 


2mx 


R 


(5) 


(6) 


Si  maintenant,  suivant  la  règle  de  Fresnel,  nous  formons,  sur 
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II 


Par  les  relalions  (8),  (6)  et  (4),  on  a 


s-^'^lm^^^tn 


X  —  R      2mM 


R 


R  ' 


^ée  sorte  que,  en  remplaçant,  dans  la  formule  (9),  pds  par  ^2ydx 
i  2ydii,  cette  formule  devient 


!•    r  ^+"    /2»iitt\ .  Y 


De  là,  en  développant  cos  (^)  par  la  série  de  Maclauriri,  et 
posant 


obtient  sans  peine  Tégalité 


I  /Siii.yA,       /2my     A4         /2my        A. 

fc=A«—  ^— j  ^■♦■^YJ  i.2.5  4""\T/  1.Î2.5.4.5.I 


(10) 


laquelle  il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  diverses  valeurs 
iprises  sous  le  symbole  général  A^. 
Or,  vu  réquation  (5),  on  a 


— R 


En  changeant  de  variable,  par  le  moyen  de  Téquation 

u  =  Rsin  f , 
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l'expression  préecdonte  prend  la  forme 


+? 


A^  =  R*"+«  r    •  sin*-  y  cos«  ^Oy  =  2R*-*-*  f  '  sin«"  ^  ces*  y 0 

i 

c'est-à-dire  que  Ton  a  (*) 

A^  =  2R«»+* ^ f  - . 

2.4.6...(2n  -+-2)  2 

Par  suite,  le  terme  général  de  1  expression  (10)  est 


ou 


ou  enlin 


f« 

Q 

i.2.3...(n 

•  •  • 

-1- 

1). 

i  — ij 

T 

i.2.3.. 

2n  2 

•i"m**R' 

TT 

i 

.2.3. 

...(n  -+-  1).2 
m*-R* 

.4 

.G 

...  2n  2  ' 

T 

(1.2.3...  n)*(nH-i)  2 


En  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  Péquation  (10)  e 
observant  que 

Ao  =  2R^  -  , 
4 

on  obtient  pour  l'expression  de  Tintensilé  lumineuse  I^ 

,^   r        m*  m*  m*  V 

L  2        (i.2.)*3        (i.2.3.)*4  J 


ee  qui  est  la  formule  de  Knochenhauer. 


(*;  Bertrand,  Traité  de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intétjral,  t.  Il,  p.  183. 
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LE  YIDGHAH. 

Sur  les  pentes  méridionales  de  THindou-Kousch,  le  long  des 
rives  du  Ludkho,  petit  ruisseau  qui  coule  au  nord  de  la  ville  de 
Gliitral  depuis  le  village  de  Drushp  jusqu'à  la  passe  de  Dorah, 
habite  une  tribu  éranienne  du  nom  de  Yidakh.  Voici  ce  que  nous 
enseignent  Vullers  (*)  et  Stanislas  Julien  (*)  sur  les  origines  de 
cette  peuplade,  forte  à  peine  d'un  millier  de  familles.  Jusqu'au 
X*  siècle  de  notre  ère,  elle  aurait  occupé  les  versants  septen- 
trionaux de  THindou-Kousch,  connus  encore  aujourd'hui  sous  le 
nom  de  Mungàn. 

De  fait,  on  retrouve  encore  dans  celte  contrée  une  localité 
appelée  Yekdak^  où  la  dénomination  ethnique  de  la  tribu  des 
Yidakhs  est  transparente.  En  outre,  le  major  fiiddulph  nous 
apprend  que  le  yidghah  est  également  employé  par  les  indigènes 
du  Mungàn  (^),  La  forme  primitive  de  ce  dernier  nom  est 
Yunigân,  devenu  ensuite  Mungàn  par  une  curieuse  métalhèse, 
qui  n'est  pas  toutefois  sans  exemple;  car  moghohy  terme  qui 
actuellement  désigne  la  lune  en  dialecte  yidghah,  se  transforme 
en  yomgha  dans  le  canton  de  Mungàn. 

Si  donc,  le  yidghah  n'est  autre  chose  au  fond  que  l'idiome 
pamirien  minghaniy  transporté  d'un  côté  de  l'Hindou-Kousch  à 
l'autre,  il  y  a  pourtant  de  légères  divergences  entre  le  dialecte  de 
la  vallée  de  Ludkho  et  celui  dont  se  servent  les  habitants  du 
territoire  de  Mungàn,  On  en  jugera  par  les  exemples  suivants  : 


(1)  Lexique  persan,  t.  Il,  p  1529. 

(*)  Notices  et  extraits  des  manuscrits,  t.  H,  p.  502.  Hiouen-Thsang,  t.  HI,  p.  199. 

f')  The  Tribes  of  Hindoo-Koosh,  p  CLV. 
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Tld^hali. 

MlB^liaBl. 

Amunoh  u  pomme  ».  . 

.  .  •=  aminga. 

Chîré  «  abricol  »   .  .  . 

.  .  —  cheti. 

Khoroh  c  âne  •   .  .  .  . 

.  .  =  khara  (»). 

Nughun  «  paiu  »   .  .  . 

.  .  =  naghan. 

Ghowoh  «  vache  »  (<). 

.  .  =  ghao. 

Lughdoh  «  fille  »  ('.i.  . 

.  .  =  logdha. 

Ltivor  «  porte  »  (*)  . 

.  .  =:  /a//ra. 

CAtim  «  œil  »      .  .  .  . 

.  —  cham  C*). 

Pogkoh  «  chevelure  » 

.  =  pogUa  (6). 

Lu8t  a  maiu  » 

.  .  =  last  (7). 

Vizoh  t  chèvre  >    .  . 

.  .  .  =  uoxa  (**). 

Moghoh  «  lune  »(«)  .  . 

.  .  z=  yomgha. 

Perkh  «  souris  » .  . 

.  =  pargh. 

Kshowoh  «  nuil  »  .  .  . 

.  =  kshawa  (»•) 

Fiskoh  t  nez  » .  . 

.  ^  /o«/ca. 

Yikhoh  «  sœur  »    .  . 

.  .  —  yakwa  ("). 

Lud  c  deni  » 

.  .  .  =  /and  (»»). 

NVsl-il  pas  remarquable  de  voir  les  voyelles  conserver  en 
minghani  un  caractère  plus  archaïque  quen  yidghah,  où  Va 
primitif  est  souvent  altéré  en  o  et  non  moins  fréquemment  en  t  et 
en  u?  Ce  fait  serait  de  nature  à  prouver  à  lui  seul  la  priorité  du 
minghani.  En  tout  cas,  la  philologie  nous  conGrme  ici  d'une 
manière  frappante  ce  qu'enseigne  l'histoire  des  migrations  de  la 


C)  C'est  identiquement  le  bactrien  khara,  —  {*)  En  zend  gava»  —  (')  Comparez  avec 
le  bactrien  dughdha  :  la  dentale  a  été  remplacée  par  une  liquide,  comme  dans  le  mot 
suivant  qui  vient  de  dvara,  —  (^)  En  vieux  persan  duvara.  —  (S)  Bactrien  chashman, 

—  (6)  A  rapprocher  du  sanscrit  paksha.  —  (')  En  vieux  persan  dasta.  C'est  le  bactrien 
xasta  et  le  sanscrit  hasta.  —  (S)  Comparez  buta  en  bactrien.  -  (O)  Du  zend  mâohha, — 
(«>)  Kshapa  en  bactrien.  —  (**)  Du  zend  qanha,  *  hvaha;  d'où  le  parsi  khwah  et  yakwa 
par  prosthèse  de  ya  fréquente  en  minghani.  (Cf.  Tomaschek,  Die  Pamir-Dialeku,  p.  6.) 

—  (*')  C'est  le  sanscrit  dantas,  en  grec  ô-iour-oç. 
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LE  YIDGHAH. 

Sur  les  pentes  méridionales  de  THindou-Kousch,  le  long  des 
^ives  du  Ludkho,  petit  ruisseau  qui  coule  au  nord  de  la  ville  de 
Chitral  depuis  le  village  de  Drushp  jusqu'à  la  passe  de  Dorah, 
habite  une  tribu  éranienne  du  nom  de  Yidakh,  Voici  ce  que  nous 
enseignent  Vullers  (*)  et  Stanislas  Julien  (^)  sur  les  origines  de 
cette  peuplade,  forte  à  peine  d'un  millier  de  familles.  Jusqu'au 
X*  siècle  de  notre  ère,  elle  aurait  occupé  les  versants  septen- 
trionaux de  THindou-Kousch,  conims  encore  aujourd'hui  sous  le 
nom  de  Mungàn. 

De  fait,  on  retrouve  encore  dans  cette  contrée  une  localité 
appelée  Yekdak^  où  la  dénomination  ethnique  de  la  tribu  des 
Yidakhs  est  transparente.  En  outre,  le  major  fiiddulph  nous 
apprend  que  le  yidghah  est  également  employé  par  les  indigènes 
du  Mungàn  (^).  La  forme  primitive  de  ce  dernier  nom  est 
Yumgân,  devenu  ensuite  Mungàn  par  une  curieuse  métathèse, 
qui  n'est  pas  toutefois  sans  exemple;  car  moghoh,  terme  qui 
actuellement  désigne  la  lune  en  dialecte  yidghah,  se  transforme 
en  yomgha  dans  le  canton  de  Mungàn. 

Si  donc,  le  yidghah  n'est  autre  chose  au  fond  que  l'idiome 
pamirien  minghaniy  transporté  d'un  côté  de  THindou-kousch  à 
Tautre,  il  y  a  pourtant  de  légères  divergences  entre  le  dialecte  de 
la  vallée  de  Ludkho  et  celui  dont  se  servent  les  habitants  du 
territoire  de  Mungàn.  On  en  jugora  par  les  exemples  suivants  : 


(*1  Lexique  perxan,  t.  U,  p  4529. 

(•)  Notices  et  extraits  des  manuscrits,  t.  II,  p.  502.  Hiouen-Thsang,  t.  III,  p.  499. 

(^)  The  Tribes  of  Hindoo-Koosh,  p  CLV. 
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compte  du  changement  normal  de  la  dentale  en  liquide.  Que 
gh  corresponde  parfois  à  g^  on  le  prouve  aisément  en  rappro- 
chant le  bactrien  gao  du  yidgj^xeAi  ghowoh. 

M.  Tomaschek  incline  plutôt  à  voir  dans  ghalb  le  mot  arabe 
kalb.  Nous  croyons  cette  dérivation  moins  satisfaisante,  tout  en 
admettant  que  ce  mot  peut  très  bien  s'être  introduit  depuis 
Mahomet  dans  un  dialecte  éranien.  D'autre  part,  on  pourrait  peut- 
être  songer  au  pehlevi  qui  use  de  Taraméen  kalbâ  pour  repré- 
senter sag  «  chien  »  (*).  Mais  il  n'est  pas  probable  que  ce  mot 
soit  entré  dans  l'éranien,  qui  ne  reçoit  jamais  aucun  des  termes 
pehievis  empruntés  au  chaldéen  (^).  M.  Tomaschek  rejette 
toute  assimilation  de  ghalb  avec  le  bactrien  garewa ,  en  sanscrit 
gharba,  malgré  les  formes  à  peu  près  identiques  du  néo-persan 
gharw  et  du  sarikoli  gherw(^).  Nous  ne  pouvons  qu'approu- 
ver cette  manière  de  voir.  En  effet,  la  signification  de  garewa^ 
qui  désigne  en  général  tout  fœtus,  n'a  aucun  rapport  avec  celle 
de  ghalb. 

Dans  le  lexique  yidghah,  le  mot  shturah  signifie  chameau. 
Ce  serait,  d'après  M.  Tomaschek,  le  bactrien  ushtra.  A  première 
vue,  ces  deux  mots  se  ressemblent  fort,  mais  pourtant  on  ne 
trace  pas  aisément  le  passage  de  l'un  à  l'autre.  Y  a-t-il  d'autres 
exemples  pour  justifier  une  métathèse  si  forte?  Le  wakhi  (*) 
pourrait  peut-être  présenter  une  forme  intermédiaire  dans  le 
moi  ushtur;  puis  en  passant  par  le  néo-persan  shvtur ,  on  se 
rapproche  davantage,  mais  pourtant  pas  complètement,  de 
shturah. 

Nous  proposerons  donc  une  autre  explication,  en  rapprochant 
le  yidghah  shturah  du  zend  çtaora.  Sans  doute,  ce  dernier  terme 
a  en  général  le  sens  de  «  taureau  »  ;  mais  il  désigne  aussi,  dans 
YAvesta,  le  chameau  et  le  cheval  (^).  Cette  confusion    de  sens 


(*)  De  Harlez,  Manuel  du  Pehlevi, 

{*)  C'est  que  la  plupart  des  mots  araméens  ont  un  correspondant  éranien. 
(s;  Le  sarikoli  est  en  usage  sur  le  plateau  de  Pamir,  à  l'est  dans  le  canton  de  Sarikol, 
appelé  aussi  Thas-Kurgan,  du  nom  de  sa  capitale. 
{*)  Idiome  du  Pamir,  province  de  Wakhan. 
(*)  Vendldâd.  Fargard  vu,  $  4i . 
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doit  d'autant  moins  surprendre  qu'elle  se  rencontre  fréquem- 
ment dans  les  dialectes  de  TAsie  centrale.  Ainsi  en  khowar, 
idiome  de  la  vallée  de  Chitral,  istorr  et  astoVy  qui  dérivent  de 
çtaora,  veulent  dire  «cheval»;  de  même  le  pehlevi  star.  Le 
yagnobi,  comme  nous  le  verrons  tantôt,  va  plus  loin  encore  ;  là 
soutour  signifie  mouton.  D'ailleurs,  le  bactrien  çtaora  a  un 
second  représentant  en  yidghah,  savoir  Tadjectif  ti^^ur  «  grand  » . 

La  connaissance  du  yidghah  est  venue  jeter  de  la  lumière  sur 
un  certain  nombre  de  dénominations  géographiques  du  centre 
de  TAsie,  sur  quelques  noms  propres  de  personnes  et  principa- 
lement sur  des  termes  obscurs  du  glossaire  des  lexicographes 
Hésychius  (*)  et  Du  Cange. 

Il  y  a  d'abord  les  localités  de  ^ifdùavâa,  f^tyoui^a  et  Apaoroxa  de 
Ptolémée,  puis  les  nombreux  endroits  qui  en  Perse  portent  le 
nom  de  Dizeky  Dézhak,  Dizakh^  enfin  le  ruisseau  A'Akhshln, 

î^tfaùoivâa,  aujourd'hui  Nihàwend,  est  une  ville  de  l'ancienne 
Médie.  Ptolémée,  dans  sa  neuvième  table  de  l'Asie  (*),  marque 
sa  position  au  sud-ouest  d'Ecbatane.  £n  négligeant  la  terminaison 
—  ùxy6a,  qui  est  évidemment  celle  du  participe  présent  —  vaut, 
et  en  se  reportant  au  mot  névah,  qui  en  yidghah  signifie  «  pluie, 
brouillard  »,  on  arrive  à  retrouver  dans  Nipai^avJa,  Nihàwend, 
en  persan  Nifavant,  la  ville  des  brouillards,  comme  qui  dirait 

# 

le  Londres  de  l'ancien  Eran. 

Sur  la  même  table  du  célèbre  géographe  de  l'antiquité,  nous 
lisons,  au  nord  d'Ecbatane,  le  nom  de  NîyouÇa.  Comme  en  yid- 
ghah oghuzah  signifie  «  noix  »  et  que  ce  même  mot  se  retrouve  en 
géorgien  sous  la  forme  plus  complète  de  nigoziy  il  est  permis  de 


(*)  On  sait  qu'Hésychius  a  rassemblé  une  très  curieuse  collection  de  formes  dialectales 
et  archaïques.  Plusieurs  de  ces  formes  sont  inexplicables  par  des  racines  grecques  et  ce 
n'est  pas  sans  su.'prise  qu'on  y  a  découvert,  en  ces  derniers  temps,  des  mots  éraniens.  Le 
plus  curieux  exemple  de  cette  espèce  est  certainement  le  mot  artvâéJpa  «  charrue  »  qui 
n'est  autre  chose  que  le  wakhi  spundr.  Cette  influence  éranienne  peut  s'expliquer  par 
le  contact  qu'amenèrent  entre  la  Grèce  et  l'Asie  les  invasions  des  rois  de  Perse,  l'expédi- 
tion d'Alexandre  et  le  royaume  grec  de  Baclriane. 

(«)  Éd.  de  1695.  Utrecht. 


pré- 
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compte  du  changement  normal  de  la  dentelé  en  liquide.  Qi 
gk  corresponde  parfois  à  g,  on  le  prouve  aisément  en  r»ppi 
chant  le  bactrien  gao  du  yid^hah  ghotvoh. 

M.  Tomaschek  incline  plutôt  à  voir  dans  ghalb  le  mot  aral 
kalb.  Nous  croyons  cette  dérivHlJon  moins  satisfaisanle,  loul 
admettant  que  ce  mot  peut  très  bien  s'tïtre  introduit  depuis 
Mahomet  dans  un  dialecte  éramen.  D'autre  pari,  on  pourrait  peut- 
être  songer  au  pehievi  qui  use  de  l'araméen  katbâ  pour  repré- 
senter aq^  «chien»  (').  Mais  il  n'est  pas  probable  que  ce 
sort  entré  dans  l'éranten,  qui  ne  reçoit  jamais  aucun  des  teri 
pehievis  empruntés  au  chaldéen  (*),  M.  Tomaschek  rejette^ 
toute  assimilation  de  (/Aa/6  avec  le  bactrien  garewa,  en  sanscrit 
gharba,  malgré  les  formes  à  peu  près  identiques  du  néo-persan 
gharw  et  du  sarikoli  gherw  (}).  Nous  ne  pouvons  qu'approu- 
ver cette  manière  de  voir.  En  effet,  la  signification  de  garean, 
qui  désigne  en  général  tout  fœtus,  n'a  aucun  rapport  avec  celle 
de  ghalb. 

Dans  le  lexique  yidghah,  le  mot  shCurah  signifie  chamei 
Ce  serait,  d'après  M. Tomaschek,  le  bactrien  usiilra.  A  premii 
vue,  ces  deux  mots  se  ressemblent  fort,  mais  pourtant  on 
trace  pas  aisément  le  passage  de  l'un  à  l'autre.  Y  a-t-il  d'auti 
exemples  pour  justifier  une  mélathèse  si  forte?  Le  wakhi  l 
pourrait  pcul-ètre  présenter  une  forme  intermédiaire  dans 
mot  j(sA(Mr;  puis  en  passant  par  le  néo-persan  shvtur ,  on  i 
rapproche  davantage,  mais  pourtant  pas  complètement,  l 
shUirah. 

Nous  proposerons  donc  une  autre  explication,  en  rapprocha 
le  yidghah  skturah  du  zend  çtaora.  Sans  doute,  ce  dernier  tcm 
a  en  général  le  sens  de  ■  taureau  •  ;  mais  il  design  e  aussi,  dai 
VAvesla,  le  chameau  et  le  cheval  (i].  Ci'tte  confusion    de  861 


('{  Dk  Barlez,  Miimiel  d»  Pehievi. 

(■]  G'oii  que  la  |iiupari  du  mou  artiméei»  ont  un  Earreapooiiant  4ranieD, 
(>j  t.c  larikali  est  ea  usage  sur  le  plateau  d«  Pamir,  i  l'est  dana  le  cuiaii  de  Stri 
ijipeli  aaasi  That-Kargan,  du  noiD  da  aa  capitale. 
1*1  idiome  du  Pnmir.proiincc  de  Wakbin. 
(»)  VeHdidâd.fiiretti\n,iit. 
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A  Touest  de  Gireh  dans  le  Farsistan, coule  un  ruisseau  nommé 
Àkhshin.  On  lui  attribue  la  propriété  de  teindre  en  couleur  ver- 
dàtre  ce  qu'on  y  lave.  Rien  d'étonnant,  par  conséquent,  à  ce  qu'il 
ait  reçu  ce  nom;  car,  en  yidghah,  le  même  mot  akhshin  désigne 
la  couleur  bleue. 

Il  reste  dans  cet  ordre  d'idées  à  expliquer  le  mot  parthe 
ri^XoL  que  nous  livre  Hésychius.  Eh  bien,  ce  n'est  pas  autre 
chose  que  le  yidghah  tabila  dans  le  composé  tabilaghah  qui  veut 
dire  «  timbale  » .  On  pourrait  peut-être  se  demander  s'il  y  a  entre 
le  mot  français  et  le  yidghah  autre  chose  qu'une  ressemblance 
fortuite.  La  question  vaut  la  peine  que  nous  l'examinions.  Le 
mot  timbale,  dit  Braehet  (*),  est  venu  au  XVI"  siècle  de  l'italien 
timballoy  lequel  se  présente  aussi  sous  la  forme  de  taballOy  ce  que 
Braehet  eût  bien  fait  de  noter  à  la  suite  de  Littré.  Le  portugais 
dit  timbal  et  le  wallon  iibal.  Remarquons  par  conséquent  que 
la  syllabe  initiale  est  tantôt  nasalisée  et  que  d'autres  fois  elle  ne 
l'est  pas.  Mais  d'où  vient  Titaiien  timballo,  tabalb?  Là  git  le 
nœud.  Scheler  le  tire  du  latin  tympana.  Littré  n'approuve  pas 
cette  dérivation  à  cause  de  la  finale.  Il  nous  semble  qu'on  peut 
rapprocher  directement  timballo,  taballo  du  râ^aAa  d'Hésychius 
et  aussi  du  tabila  des  Yidakhs.  On  le  peut  d  autant  plus  qu'ici 
l'histoire  vient  en  aide  à  la  philologie  :  le  tambour  est,  comme 
on  sait,  de  provenance  orientale  et  Tarabe  le  nomme  thabal. 
Voilà  comment  un  dialecte  perdu  au  plus  profond  vallon  de 
l'Asie  centrale  peut  éclairer  un  Français  sur  les  origines  de  sa 
langue  ! 

Quant  à  la  terminaison  ghah  du  yidghah  tabilaghah,  elle  se 
rencontre  plus  d'une  fois  dans  ce  dialecte.  Ainsi,  nous  avons 
dumamaghah  «  tambour  »,  du  simple  dumamah  «  musique»; 
mamuhdighah  rapproché  du  chitrali  mahmudi;  lànaghah  com- 
paré avec  le  néo-persan  dànà;  hunzâghah  à  côté  du  chitrali 
khunzà.  Cette  désinence  aiïecte  surtout  les  adjectifs.  Nous 
n'avons  malheureusement  pu  en  fixer  la  valeur,  ni  trouver  aucun  ^ 
renseignement  à  cet  égard. 

(1)  Dictionnaire  étymologique  de  la  langue  française,  p.  5S6. 
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conclure  â  son  ideniité  avec  NiyouÇo,  qui  voudrait  dire  par  con- 
séquent la  cité  des  noix,  appellalion  due  sans  doute  à  la  proiî- 
mité  de  nombreux  Unis  de  noyers, 

Quani  à  ^paurixa,  siiué  d'après  Ptolémée  dans  les  vallées  du 
Caboul,  c'est  la  région  de  la  vigne.  Car  dans  —  riva  noua  avons, 
comme  on  le  sait,  le  sens  de  prodnetlou  et  le  premier  élément 
eomposaiil  ip^ir  —  est  un  terme  aryen  qui  peut  se  rattacher  au 
sanscrit  dtàksfiâ, devenu  droc  dans  le  dialecte  de  Oiitral  et  dràsh 
dans  ceux  du  KaTirislan.  Ces  derniers  mots  signifient  ■  vigne, 
raisin  >.  En  yidgbah,  la  vigne  s'appelle  agidrah.  M.  Tomascbek 
croit  pouvoir  identifier  drah  avec  les  ihèmes  que  nous  venons  de 
eiter.  Agi  se  relrouve  encore  en  yidghah  dans  le  mot  agilnn 
1  miel  ■  et  peut-èlre  dansorr»"v  de  Du  Ciingc,  caren  néo-per- 
san, où  nous  trouvons  anf/ti/iln,  on  a  également  la  forme  nasalisée 
de  119t. 

Le  mot  yidifliah  tizakh  •  fort,  rempart  >  a  donné  la  clef  de 
l'élymologie  de  plusieurs  noms  de  villes  iraniennes,  comme 
D'izfk,  Dézhak,  Dizakk.  En  effet,  les  deux  dénominations  sont 
identiques,  si  l'on  se  rappelle  la  permutation  régulière  de  la 
liquide  et  de  la  dentale  (').  D'après  M.  Tomascbek,  et  l'on  peut 
s'en  assurer  sur  toute  carte  ancienne,  un  retrouve  ce  terme  dans 
la  désinence  (î'Ço;,  qui  aRccIe  bon  nombre  de  localités  de  la 
Tliracc,  par  exemple  Tarpodizus,  Osludizus,  Burludisux.  Nous 
aurions  donc  ici  des  correspondants  exacts  des  villes  germani- 
ques dont  le  nom  se  termine  en  burg,  bury.  D'autre  part,  cette 
désinence  fournit  à  M.  Tomascbek,  avec  d'autres  indices,  une 
preuve  nouvelle  de  l'origine  éranienne  des  Thraces ,  hypothèse 
que  le  savant  professeur  a  émise  dans  son  travail  Zur  Sunde 
der  ffalb-Insel  Uàmu!  {^)  et  dont  M.  Lcnormant,  au  second 
volume  des  Origines  de  l'histoire,  expose  le  développement 
complet,  en  traçant  avec  une  remarquable  précision  les  migra- 
tions de  ce  rameau  détaché  du  groupe  éranien  ('). 


ti)  C«  phénomène  phontHiquB  bien  connu  Ht  (iMpluih'AquaiittSDjidBbah. Uni  poIoA 
giourfiadii  (riS;,  ^«^ôi),  tagdha  paar  dughdha. 
(*1  P.  US.  Ettrail  des  Mimoirei  de  rAcadénie  de  Vitime,  1883. 
!■>  T.  Il,  p.  ÏISl 
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A  Touest  de  Gireh  dans  le  Farsîstan, coule  un  ruisseau  nommé 
khêhin.  On  lui  attribue  la  propriété  de  teindre  en  couleur  ver- 
étre  ce  qu'on  y  lave.  Rien  d'étonnant,  par  conséquent,  à  ce  qu'il 
^  il  reçu  ce  nom;  car,  en  yidghah,  le  même  mot  akhshtn  désigne 
M«i  couleur  bleue. 

Il   reste  dans  cet  ordre   d'idées  à  expliquer  le  mot  parthe 
xpocXa  que  nous  livre  Hésychius.  Eh  bien,  ce  n'est  pas  autre 
hose  que  le  yidghah  tabila  dans  le  composé  tabilaghah  qui  veut 
lire  «  timbale  » .  On  pourrait  peut-être  se  demander  s'il  y  a  entre 
mot  français  et  le  yidghah  autre  chose  qu'une  ressemblance 
^rtuite.  La  question  vaut  la  peine  que  nous  l'examinions.  Le 
xmot  timbale,  dit  Brachet  (^),  est  venu  au  XVI"  siècle  de  l'italien 
^imballoy  lequel  se  présente  aussi  sous  la  forme  de  taballOy  ce  que 
^Brachet  eût  bien  fait  de  noter  à  la  suite  de  Littré.  Le  portugais 
<Ht  iimbal  et  le  wallon  Hbal,  Remarquons  par  conséquent  que 
1^  syllabe  initiale  est  tantôt  nasalisée  et  que  d'autres  fois  elle  ne 
ft*est  pas.  Mais  d*où  vient  l'italien  timballo,  tabalh?  Là  git  le 
snœud.  Scheler  le  tire  du  latin  tympana.  Littré  n'approuve  pas 
csette  dérivation  à  cause  de  la  finale.  Il  nous  semble  qu'on  peut 
'approcher  directement  timballoj  taballo  du  ràjSaAa  d'Hésychius 
ît  aussi  du  tabila  des   Yidakhs,  On  le  peut  dautant  plus  qu'ici 
S  ^histoire  vient  en  aide  à  la  philologie  :  le  tambour  est,  comme 
m  sait,  de  provenance  orientale  et  Tarabe  le  nomme  thabal. 
oîià  comment  un  dialecte  perdu  au  plus  profond  vallon  de 
B  ^Asie  centrale  peut  éclairer  un  Français  sur  les  origines  de  sa 
X  angne  ! 

Quant  h  la  terminaison  ghah  du  yidghah  tabilaghah,  elle  se 

^^-encontre  plus  d'ime  fois  dans  ce  dialecte.  Ainsi,  nous  avons 

\umamaghah  «  tambour  »,  du  simple  dumamah  «  musique  »; 

lamuhdighah  rapproché  du  chilrali  mahmudt;  lânaghah  com- 

^aré  avec  le  néo-persan  dànà;  hunzàghah  à  côté  du  chitrali 

Jchunzà,   Cette    désinence    affecte    surtout   les  adjectifs.  Nous 

xi'avons  malheureusement  pu  en  fixer  la  valeur,  ni  trouver  aucun  ' 

Tenseignement  à  cet  égard. 

(*)  Dictionnaire  étymologique  de  la  langue  française,  p.  5â6. 
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La  tribu  des  1  agnobis  habite  Tétroiie  et  sauvage  vallée  qui 
sépare  la  chaîne  du  Zerafschan  de  celle  du  Hissar.  Ils  tirent 
leur  nom  du  Yaghnob  ou  Yaghan-âb  :  ce  torrent  vient  gros- 
sir le  Fàn-Daria,  affluent  du  Zerafschan.  Enveloppés  au  nord 
par  les  Galtchas  du  Kohistan,  par  ceux  de  Tancienne  Sogdiane, 
à  Test  et  au  sud  par  les  indigènes  du  Karategine,  les  Yagnobis 
occupent  le  territoire  de  la  fameuse  terre  avestique  connue 
sous  le  nom  d'Airyâna-Vaëja  (*),  la  terre  productrice  des 
Aryas,  qui  n^est  pourtant  pas  le  berceau  de  la  race  indo-euro- 
péenne (*). 

C'est  M.  de  Ujfalvy  qui  a  eu  Fhonneur  de  signaler  à  la  science 
ethnographique  la  tribu  des  Yagnobis.  Dès  1876,  date  d'un 
premier  voyage  en  Asie  centrale,  le  célèbre  explorateur  avait 
poussé  une  reconnaissance  sur  les  rives  du  Zerafschan  (3).  Un 
guide  yagnobi,  malheureusement  trop  peu  expansif,  lui  avait 
livré  quelques  bribes  de  son  vocabulaire,  trop  fragmentaires 
toutefois  pour  fixer  les  idées  sur  la  nature  de  cette  langue. 
M.  Tomaschek  déplorait  vivement  cette  lacune  dans  'son  travail 
sur  les  dialectes  du  Pamir,  et  il  émettait  le  vœu  que  les  explo- 
rateurs russes,  suppléant  à  Tinsuffisance  des  recherches  de 
M.  de  Ujfalvy,  pussent  nous  mettre  en  possession  de  Fidiome 
de  Tantique  Airyàna-Vaëja  (♦). 

Heureusement,  peu  de  temps  après,  un  fonctionnaire  russe  du 
Turkestan,  M.  Akimbétief,  publiait  uii  mémoire  assez  étendu 
sur  cette  question.  Dès  lors  le  branle  était  donné,  car  vers  la 
même  époque,  un  libraire  de  Tâschkend  mettait  en  vente  une 
étude  anonyme  traitant  le  même  sujet.  Pourtant,  ces  sources  ne 
devaient  être  connues  en  Europe  que  par  M.  de  Ujfalvy.  Parti 
en  1880  pour  une  nouvelle  exploration,  il  rencontra  au  Turkes- 
tan un  individu  de  la  peuplade  des  Yagnobis.  Grâce  à  ses  indi- 


(<)  Avesta,  Fargard  i,  §  3,  6. 

(^)  Voir  DE  Harlez,  Les  Aryas  et  leur  première  patrie,  et  notre  élude  sur  Le  Berceau 
des  Aryas,  pp.  10-29. 
(S)  Le  Kohistan,  p.  26. 
(^)  Tomaschek,  DU  Pamir-Dialekte,  p.  14. 


-  265  —  1i. 

Ij^hysionomie  nettement  aryenne.  Mais,  chose  curieuse,  à  partir  de 
V  îngt  les  dizaines  n'ont  plus  de  terme  spécial  qui  les  désigne.  Voici 
n^omment  on  procède.  Si  ce  sont  des  multiples  de  vingt,  comme 
qguarante  et  soixante,  on  fait  précéder  le  mot  mst^  radical  de 
m^isiah,  qui  veut  dire  vingt,  du  nom  de  nombre  indiquant  corn- 
■Dien  de  fois  la  dizaine  en  question  est  multiple  de  vingt.  Ainsi, 
i=|uaraDte  se  dit  lôk-wisty  c'est-à-dire  deux  fois  vingt;  quatre- 
vingts,  c'est  cir^mst.  Toutefois  les  centaines  ne  rentrent  pas 
cette  règle  et  portent  une  dénomination  particulière.  Pour 
es  dizaines  qui  ne  sont  pas  des  multiples  de  vingt,  telles  que 
:rente,  cinquante,  on  ajoute  le  mot  lusSy  qui  veut  dire  dix,  et  la 
onjonctton  ti  à  la  dizaine  précédente.  Par  conséquent,  trente 
'exprime  par  la  formule  wist-u-luss  et  hk-wist-u-lnss  signifie 
inquante. 

Cette  méthode  de  numération  vigésimale  n'est  pas  d'origine 
aryenne.  Empruntée  aux  populations  autochtones  des  Khaças(^) 
^i  encore  en  usage  chez  les  Khajûnas  ou  Boorishkis  des  can- 
tons de  Yassin,  Hunza  et  Nager,  elle  a  fait  invasion  dans  un  cer- 
tain nombre  de  dialectes  éraniens  del'Hindou-Kousch.On  verra 
<|u*elle  est  également  adoptée  par  l'idiome  des  Yagnobis,  dont 
nous  allons  aborder  l'étude  sans  plus  tarder. 


II 


LE   YAGNOBI. 


Des  versants  de  l'Hindou-Kousch  transportons-nous  mainte- 
nant sur  les  cimes  parallèles  de  l'Alaî,  au  nord-ouest  du  Pamir  : 
il  n'y  a  guère  entre  le  domaine  des  Yidakhs  et  des  Yagnobis 
qu'une  distance  de  deux  degrés  de  longitude  et  trois  de  lati- 
tude, précisément  toute  la  largeur  du  plateau  de  Pamir. 


(tj  Les  Ki<7Ti0i  d'Hérodote  et  les  Kd(Ttot  de  Ptolémée. 
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La  Iribii  des  ^'agnobis  habite  l'étrotie  et  sauvage  vallée  qui 
sépare  ia  chaîne  du  Zerafschan  de  celle  du  Hissar.  Ils  tirent 
leur  nom  du  Yaghnob  ou  Yaghan-âb  :  ce  torrent  vient  grog- 
sir  le  Fàn-Daria,  afHuent  du  Zerarsclian.  Enveloppés  au  nord 
par  les  Gattchas  du  Kohislan,  p»r  ceux  de  l'ancienne  Sogdîane, 
à  l'est  el  au  sud  par  les  indigènes  du  Karaiegine,  les  Yagnobîs 
occupent  le  territoire  de  ta  fameuse  terre  avcstique  connue 
sous  le  nom  d'Airyàna-Faeja  ('),  la  terre  productrice  des 
Arya«,  qui  n'est  pourtant  pas  le  berceau  de  la  race  indo-eun>- 
péenne  (*). 

C'est  H.  de  Ujfalvy  qui  a  eu  l'honneur  de  signaler  à  la  science 
ethnographique  la  tribu  des  Vagnabis.  Dès  1S76,  date  d'un 
premier  voyage  en  Asie  centrale,  le  célèbre  explorateur  avait 
poussé  une  reconnaissance  sur  les  rives  du  Zerafschan  (^.  Un 
guide  yagnobi,  malhoureusemenl  trop  peu  expausif,  lui  avait 
livré  quelques  bribes  de  son  vocabulaire,  trop  fragmentaires 
toutefois  pour  lixer  les  idées  sur  la  nature  de  celle  langue. 
M.  Tomaschek  déplorait  vivement  celte  lacune  dans  son  travail 
sur  les  dialectes  du  Pamir,  el  il  émettait  le  vœu  que  les  explo- 
rateurs russes,  suppléant  à  TinsulTisance  des  recherches  de 
M.  de  Ujfalvy,  pussent  nous  mettre  en  possession  de  l'idiome 
de  l'antique  Atryâna-Vaëja  (*). 

Heureusement,  peu  de  temps  après,  un  fonctionnaire  russe  du 
Turkeslan,  M.  Akimbétief,  publiait  uii  mémoire  assez  étendu 
sur  celte  question.  Dès  lors  le  branle  éiaii  donné,  car  vers  la 
même  époque,  un  libraire  de  Tâschkend  mettait  en  vente  une 
étude  anonyme  Iratlant  le  même  sujet.  Pourtant,  ces  sources  ne 
devaient  être  connues  en  Europe  que  par  M.  de  Ujfalvy.  Parti 
en  1880  pour  une  nouvelle  exploration,  il  rencontra  au  Turkes- 
lan un  individu  de  la  peuplade  des  Vagnobis.  Grâce  à  ses  indi- 


i'j  Aveala.f argua  l,  l(!l,6. 
!')  Voir  ne  Raki-ee,  Lei  Ari/ai  a  Irur  premi 
dtt.Aryai,  pp.  10-S9. 
(■)  Le  Kohùlan,  p.  38. 
(']  ToKABCRES,  Dit  Pamir-DiaUltte.  p.  14. 
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se  rapproche  intimement  des  dialectes  du  Dardistan(*);la  gram- 
maire n'en  diffère  pas  sensiblement  et  le  vocabulaire  a  fait  de 
larges  emprunts  à  celui  des  Dardes.  Bien  plus,  et  ce  détail  est 
décisif,  les  termes  empruntés  aux  idiomes  galtchas  ressemblent 
non  pas,  comme  on  pourrait  s'y  attendre,  aux  dialectes  des  parties 
septentrionales  du  Pamir  qui  confinent  à  la  vallée  du  Zeraf- 
schan,  mais  précisément  à  ceux  du  sud,  particulièrement  au 
wakhi  et  au  sarikoli. 

Cette  circonstance  est  certes  une  preuve  en  faveur  de  l'exacti- 
tude des  souvenirs  des  Yagnobis  et  nous  reporte,  pour  leur  lieu 
d'origine,  vers  des  régions  méridionales. 

M.  Girard  de  Rialle  a  nettement  défini  la  nature  de  l'idiome 
des  Yagnobis,  en  le  rattachant  au  groupe  hindou  par  sa  gram- 
maire et  par  son  lexique  au  groupe  éranien. 

C'est  cette  double  thèse  que  nous  voulons  démontrer. 

Nous  parcourrons  d*abord  les  différentes  parties  du  vocabulaire 
yagnobi  que  nous  a  transmis  M.  de  Ujfalvy,  en  essayant  de  les 
ramener  aux  langues  éraniennes.  M.  Tomaschek  a  employé  une 
excellente  méthode  pour  ce  genre  de  travaux.  A  la  manière  de 
Pictel,  il  groupe  les  mots  en  les  rapportant  à  un  petit  nombre 
de  catégories  :  on  reste  ainsi  dans  un  même  ordre  d^idées  et  Ton 
n'a  pas  à  craindre  les  redites. 

En  ce  qui  concerne  le  règne  animal,  M.  de  Ujfalvy  nous 
révèle  les  dénominations  employées  par  les  Yagnobis  pour  dési- 
gner le  cheval,  l'àne,  le  rat,  le  chien,  le  taureau,  la  vache  et  le 
veau,  le  mouton  et  l'agneau,  la  chèvre  et  le  chevreau.  Ce  sont 
respectivement  roubdjoum,  ama^  spirs^  kout^  kchak,  zatcha  goUy 
makcha,  soutour,  rouoriy  vouz^  santcha. 

Le  premier  de  ces  termes  ne  ressemble  à  aucun  de  ceux  dont 
se  servent  les  langues  aryennes  et,  ee  qui  est  plus  étonnant,  ne 


(*)  Ces  dialectes  sont  surtout  le  boorishki,  parlé  dans  les  districts  de  Hunza,  Nager  et 
Yassin;  le  shina  du  canton  de  Gilgit;  le  chiliss  et  le  gowro  en  usage  dans  les  vallées  de 
rindus  ;  le  torwaldk  et  le  bushkarik  du  Sewat  et  le  khowar  du  district  de  Chitral. 
Voir  BiDDDLPH,  The  Tribea  of  Hindoo-Koosh. 
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di!  Ludklio.  Les  Vagnobis  non  plus  ne  soni  pns  indîjçènes  daus 
leur  pays  :  ils  gardent  un  vague  souvenir  d'une  contrée  aulre 
(|ue  celle  (|u'îls  habitent  nisinlenanl.  Mais  leur  pérégrination  a 
eu  lieu  en  sens  inverse  de  celle  des  Yîdakhs  :  des  régions  méri- 
dionales lie  rilindou-Kousch,  ils  ont  remonté  aux  versants  scp- 
lenlrionaux  de  l'Alaï,  car  ils  viennent  du  Kachmir. 

Ce  fait  jetle  une  vive  lumière  sur  les  caractères  philologiques 
de  ce  peuple,  que  nous  verrons  bienlôt  être  intimement  lié,  sous 
ce  rapport,  aux  tribus  du  Dsrdistan  et  du  Kafirislan,  les  Siah- 
Posh  ('). 

On  objectera  peut-être  que  l'anthropologie  proteste  contre 
l'origine  kachmirienne  des  Yagnobis  :  car  ils  ne  se  distinguent 
pas  d'une  fi^çon  appréciable  des  (iallihas  du  Kohislan  (^).  Or 
les  tiniiles  enire  lesquelles  les  Galtchas  se  trouvent  cantonnés  ne 
s'élendenl  pas  jusqu'à  l'Himalaya.  Est-il  dès  lors  présumable  que 
les  Gallclias  de  la  vallée  du  Yagnnb  aient  pu  émigrer  du 
Kachmir?  Cette  difficulté  s'évanouit  sans  peine  devant  le^  con- 
sidérations suivantes.  On  est  loin  d'avoir  exactement  réparti  les 
races  sur  la  carie  de  l'Asie  centrale,  et  l'uniformité  ne  règne  pas 
encore  dans  les  théories  actuellement  admises  sur  l'eihnogra- 
pltie  de  cette  partie  du  monde.  D'ailleurs,  en  ce  qui  concerne  ' 
les  Galtchas  du  kohistan,  on  les  rencontre  un  peu  partout,  depuis 
rOxus  jusqu'à  l'Indus.  Consultez,  par  exemple,  la  carte  de 
Geiger,  la  dernière  qui  vient  de  paraître  sur  ces  régions,  et  vous 
trouveri'i  un  second  Kohistan  au  sud  du  district  de  Yassin,à 
quelque  dislance  du  Kachmir.  Il  y  en  a  même  un  troisième  dans 
les  vallées  de  Caboul.  Les  Gallchas  sont  donc  échelonnés  dans 
toute  l'Asie  moyenne  entre  l'Alaï  et  l'Himalaya. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  apparentes  contradictions,  la  linguis- 
tique confirme  les  légendes  des  Yagnobis  et  leur  provenance 
kachmirienne.  En  cfTcl,  bien  qu'étant  de  la  race  des  Galtchas,  les 
Yagnobis  ne  s'en  font  pas  comprendre.  Au  contraire,  leur  idiome 


(■)  BmDULPn,  neTrttiesi>fH,iiili»i-Kooili,pi..i'i»i-rH. 
C)  Od  aii[icllc  liatiebai  11  plupiri  des  |icupli'B  aamidu  disiAninta  ii 
plateiu  de  Pamir. 
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En  présence  de  makcha,  veau,  il  est  difficile  de  ne  pas  songer 
au  sanscrit  mahisha  et  au  grec  p^^o^^'c*  Du  reste,  Thistoire  nous 
apprend  que  ces  mots  ont  rayonné  dans  toute  la  Tartarie. 

Nous  avons  déjà  dit  Q)  qu'en  yagnobi  soutour  signifie  mou- 
ton et  nous  avons  signalé  la  curieuse  déviation  de  sens  subie 
par  le  bactrien  çtaoray  taureau,  auquel  M.  Frédéric  Mûller 
ramène  soutour.  On  ne  doit  pas  s'étonner  de  voir  le  mouton 
porter  le  même  nom  qu'une  des  bêtes  de  somme  les  plus  vigou- 
reuses. Le  mouton  du  Pamir,  déjà  décrit  par  Marco  Polo,  est  un 
des  animaux  les  plus  utiles  du  pays.  II  sert  à  transporter  des 
marchandises  de  toutes  sortes,  les  plus  lourdes  surtout.  Il  sup- 
porte des  charges  considérables  et  fait  journellement  de  14  à 
1 6  kilomètres,  à  travers  d'immenses  étendues  de  pays,  où  il  n'y 
a  pas  trace  de  pâturage  ou  d'herbage  (^). 

Quant  à  rouon^  on  peut  se  rappeler  le  sanscrit  urà.  Certain 
dialecte  a  rewe^  métathèse  pour  were  dont  le  pehlevi  a  conservé, 
le  diminutif  waraky  d'où  en  wakhi  wurk. 

Le  nom  de  la  chèvre,  vouz^  ne  diffère  qu'accidentellement  du 
bactrien  bûza.  Les  formes  les  plus  semblables  au  yagnobi  sont 
le  minghani  woza  et  l'afghan  wuz.  Notons  que  le  vieux-borus- 
sien  disait  wozya. 

Sanicha  est  évidemment  identique  au  sanscrit  sanjâ,  chèvre, 
et  à  Tossète  sagh  (').  Chose  étrange,  les  idiomes  pamiriens  n'ont 
rien  d'approchant  de  ce  terme,  sinon  peut-être  le  wakhi  chôgh 
et  le  sarikoli  chukh  dont  le  yagnobi  serait  ainsi  une  forme  nasa- 
lisée. La  comparaison  avec  l'ossète  rend  aussi  probable  le  rap- 
prochement avec  le  wakhi. 

Voici  maintenant  une  autre  série  de  termes  yagnobis.  Ils  ont 
trait  aux  différentes  parties  du  corps  : 

Siar =  tétt>  ;  Bout  .....=  visage  ; 

Gourda :=  œil;  Ggouch  .  .  .  =  oreille; 

Niz ^  nez  ;  Rutia  .  .  .  .  =  entrailles  ; 

{•)  P.  6. 

(*)  Paquicr,  L'Asie  centrale,  p.  ISS. 

(>)  L'ossète  est  parlé  au  nord  et  au  sud  du  Caucase,  aux  alentours  du  col  de  DarieL 
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NU-potchak .  .  =  narines;  Daria  .  .  .  .  =r  ventre; 

Rax =  bouche;  Nafia  .  .  .  .  =  nombril; 

Zibok.  .  .     .  .  =  langue;  Zank —  genou; 

Pachm =  cheveux  ;  Poda =  pied. 

La  plupart  de  ces  noms  ont  leurs  correspondants  exacts  dans 
les  langues  du  Pamir.  Ainsi  siar^  c'est  le  bactrien  çaraei  le  per- 
san sar  (').  Il  est  vrai  que  gourda  n*a  aucun  rapport  apparent 
avec  des  termes  pamiriens,  qui  tous  sont  apparentés  au  bactrien 
cashman.  Cependant  il  n'est  pas  impossible  que  dans  gourda 
nous  ayons  un  reste  du  sanscrit  aksha.  Bien  que  cette  assertion 
soit  un  peu  paradoxale,  nous  espérons  convaincre  ceux  qui  en 
douteraient.  En  effet,  dans  le  dialecte  khowar,  on  dit  ghutch.  Or, 
ghutch  insinue  certainement  la  réalité  d'une  forme  ghutra  :  qu'on 
se  rappelle  putch  pour  putra,  kutch  à  côté  de  kutra,  atra  et  dcAo, 
satra  devenant  sacho  et  le  sanscrit  strt  que  le  torwâlâk  change 
en  chi  (*).  Maintenant,  de  ghutch  à  aksha,  Tabime  n'est  pas 
infranchissable.  Notons  d'abord  que  tous  les  dialectes  de  THin- 
dou-Kousch  ont,  pour  désigner  l'œil,  des  dérivés  de  aksha.  Il 
suffit  de  citer  le  gowro  (^)  utch,  le  chiliss  (♦)  aché  et  le  shina  (^) 
achi.  Entre  ghutch  et  aksha,  il  n'y  a  d'autre  différence  qu'une 
consonne  prosthétique.  Or,  les  dialectes  de  l'Asie  moyenne  usent 
et  abusent  de  la  prosthèse.  Le  wakhi  surtout,  que  nous  savons 
se  rapprocher  plus  particulièrement  du  yagnobi,  emploie  souvent 
de  cette  manière  y  et  w,  deux  sons  faciles  à  confondre  et  qui 
plus  d'une  fois  ont  été  confondus  avec  gh. 

Il  ne  faudra  pas  d'aussi  longues  démonstrations  pour  recon- 
naître dans  niz  le  thème  du  mot  indo-européen  nos.  Dans 
potchak,  qui  s'ajoute  à  niz  pour  faire  le  terme  qui  veut  dire 
narines,  on  retrouve  Tafghan  pôzah,  en  sarikoli  pauz,  en  san- 


(*)  Voir  plus  haut,  p.  40. 

(<)  Voir  notre  travail  Les  Tribus  de  l'Hindou-Kousch.  MusÉON,  juillet  1882. 

(')  Le  gowro  est  un  dialecte  des  vallées  de  l'Indus.  V.  plus  haut,  p.  i5,  note  i. 

(*)  Ibid. 

(5)  Ibid. 
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En  présence  de  makcha,  veau,  il  est  difficile  de  ne  pas  songer 
Sku  sanscrit  mahisha  et  au  grec  i/^oaxo^.  Du  reste,  Thistoire  nous 
cipprend  que  ces  mots  ont  rayonné  dans  toute  la  Tartarie. 

Nous  avons  déjà  dit  (*)  qu^en  yagnobi  soutour  signifie  mou- 
Con  et  nous  avons  signalé  la  curieuse  déviation  de  sens  subie 
r  le  bactrien  çtaora,  taureau,  auquel  M.  Frédéric  Mûller 
mène  soutour.  On  ne  doit  pas  s'étonner  de  voir  le  mouton 
porter  le  même  nom  qu*une  des  bétes  de  somme  les  plus  vigou- 
iB-euses.  Le  mouton  du  Pamir,  déjà  décrit  par  Marco  Polo,  est  un 
^es  animaux  les  plus  utiles  du  pays.  II  sert  à  transporter  des 
Knarcbandises  de  toutes  sortes,  les  plus  lourdes  surtout.  II  sup- 
2>orte  des  charges  considérables  et  fait  journellement  de  14  à 
^  6  kilomètres,  à  travers  dimmenses  étendues  de  pays,  où  il  n*y 
a  pas  trace  de  pâturage  ou  d'herbage  (^). 

Quant  à  rouon,  on  peut  se  rappeler  le  sanscrit  urà.  Certain 
dialecte  a  rewe,  mélathèse  pour  were  dont  le  pehievi  a  conservé 
le  diminutif  waraky  d*où  en  wakhi  wurL 

Le  nom  de  la  chèvre,  vouz^  ne  diffère  qu*accidentellement  du 
l>actrien  bûza.  Les  formes  les  plus  semblables  au  yagnobi  sont 
le  rainghani  woza  et  l'afghan  wuz.  Notons  que  le  vieux-borus- 
sien  disait  wozya. 

Santcha  est  évidemment  identique  au  sanscrit  sanjâ,  chèvre, 
^t  à  Tossète  sagh  (').  Chose  étrange,  les  idiomes  pamiriens  n'ont 
vien  d'approchant  de  ce  terme,  sinon  peut-être  le  wakhi  chôgh 
^i  le  sarikoli  chukh  dont  le  yagnobi  serait  ainsi  une  forme  nasa- 
lisée. La  comparaison  avec  Tossète  rend  aussi  probable  le  rap- 
])rochement  avec  le  wakhi. 

Voici  maintenant  une  autre  série  de  termes  yagnobis.  Ils  ont 
firait  aux  différentes  parties  du  corps  : 

Siar =  tête  ;  Bout  .....=  visage  ; 

Gourda =  œil;  Ggouch  .  .  .  =  oreille; 

Niz ^  nez  ;  Rutia  .  .  .  .  =  entrailles  ; 

(«)  P.  a 

(*)  Paquicr,  L'Asie  centrale,  p.  428. 

C)  L'ossèle  est  parlé  aa  nord  et  au  sud  du  Caucase,  aux  alentours  du  col  de  Dariel. 


48. 


272 


NU'potchak .  . 

Rax 

Zihok.  .  .     .  . 
Pachm 


Darines  ; 
bouche  ; 
langue  ; 
cheveux  ; 


Daria  .... 
Nafia  .... 

Zank 

Poda 


vcutre; 
nombril  ; 
genou; 
pied. 


La  plupart  de  ces  noms  ont  leurs  correspondants  exacts  dans 
les  langues  du  Pamir.  Ainsi  siar^  c'est  le  bactrien  para  et  le  per- 
san sar  (').  Il  est  vrai  que  gourda  n'a  aucun  rapport  apparent 
avec  des  termes  pamiriens,  qui  tous  sont  apparentés  au  bactrien 
cashman.  Cependant  il  n'est  pas  impossible  que  dans  gourda 
nous  ayons  un  reste  du  sanscrit  aksha.  Bien  que  cette  assertion 
soit  un  peu  paradoxale,  nous  espérons  convaincre  ceux  qui  en 
douteraient.  En  effet,  dans  le  dialecte  khowar,  on  dit  ghutch.  Or, 
ghutch  insinue  certainement  la  réalité  d'une  forme  ghutra  :  qu'on 
se  rappelle  putch  pour  putra,  kutch  à  côté  de  kutra,  atra  et  dcAo, 
$atra  devenant  sadio  et  le  sanscrit  stri  que  le  torwàlâk  change 
en  chî  (J).  Maintenant,  de  ghutch  à  aUsha^  l'abime  n'est  pas 
infranchissable.  Notons  d'abord  que  tous  les  dialectes  de  l'Hin- 
dou-Kousch  ont,  pour  désigner  l'œil,  des  dérivés  de  aksha.  Il 
suffit  de  citer  le  gowro  (5)  utch,  le  chiliss  (♦)  aché  et  le  shina  (•) 
achi.  Entre  ghutch  et  aksha^  il  n'y  a  d'autre  différence  qu'une 
consonne  prosthétique.  Or,  les  dialectes  de  l'Asie  moyenne  usent 
et  abusent  de  la  prosthèse.  Le  wakhi  surtout,  que  nous  savons 
se  rapprocher  plus  particulièrement  du  yagnobi,  emploie  souvent 
de  celle  manière  y  et  w,  deux  sons  faciles  à  confondre  et  qui 
plus  d'une  fois  ont  été  confondus  avec  gh. 

Il  ne  faudra  pas  d'aussi  longues  démonstrations  pour  recon- 
naître dans  niz  le  liiènie  du  mol  indo-européen  nos.  Dans 
potchak,  qui  s'ajoute  à  niz  pour  faire  le  terme  qui  veut  dire 
narines,  on  retrouve  Tafghan  pozah,  en  sarikoli  pauz^  en  san- 


(*)  Voir  plus  haut,  p.  10. 

(*)  Voir  notre  travail  Les  Tribus  de  l'Iliudou-Kousch.  MusÉON,  juillet  1882. 

(*j  Le  gowro  est  un  dialecte  des  vallées  de  l'Indus.  V.  plus  haut,  p.  iiî,  note  4. 

(*)  Ibid. 

(5)  Ibid. 


—  275—  49. 

litchi  (0  fotsa.  Le  sens  originel  de  potchak  est  «  gonflé.  »  11 
épond  de  tout  point  à  Tidée  que  ce  mot  doit  exprimer. 

La  bouche  se  dit  rax  chez  les  Yagnobis.  Ne  serait-ce  pas  le 
rakbi  ruk  et  le  sarikoli  raki  Sans  doute^  les  peuplades  du  Pamir 
n  tendent  ces  termes  dans  le  sens  de  joue,  front.  Mais  cette 
ivergence  de  signification  n'a  pas  de  quoi  nous  arrêter;  car  en 
ersan,  le  même  mol  rukh  s'emploie  pour  signifier  joue.  Toutes 
3S  parties  de  la  face  ont  donc  reçu  ce  nom  plus  ou  moins 
lodifié  de  rax. 

Zibok  s'identifie  aisément  avec  le  sanscrit  jihva^  le  bactrien 
izva  et  surtout  l'afghan  zabah.  Quant  à  pachm,  cheveux,  il  nous 
st  exactement  représenté  par  le  sanscrit  pakshman  et  mieux 
ncore  par  le  persan  pashm.  Ce  dernier  mot  veut  dire  laine.  Les 
fagnobis  auraient-ils  la  chevelure  crépue  comme  une  toison? 

Rmt  désigne  le  visage.  Encore  un  mot  bactrien  à  peine  défi- 
guré, raodha.  Le  yagnobi  a  gardé  à  peu  près  seul  la  dentale  qui 
lisparait  en  wakhi  et  en  sarikoli  dans  rui  et  en  yidghah  dans  root. 

Les  Y'agnobis  nomment  loreille  ggouch^  tout  comme  les 
iVakhis  disent  ghûsh  :  c'est  la  racine  sanscrite  ghush,  faire 
*etentir. 

Rutia,  entrailles,  se  rattache  au  sarikoli  raud  et  au  persan 
'ûdathy  du  thème  sanscrit  rudh,  enfermer,  cacher.  Le  sanscrit 
emploie  un  composé  ava-rodha,  dans  le  second  élément  duquel 
e  yagnobi  rutia  est  très  reconnaissable.  Seules  les  significations 
liffèrent.  Si  rutia  désigne  les  parties  intimes  du  corps  humain, 
iva-rodha  sert  à  dénommer  les  retraites  les  plus  cachées  d'une 
saison,  le  harem. 

Dans  darta,  ventre,  en  wakhi  dur  et  en  persan  dar,  andarj 
)n  retrouve  le  sanscrit  udara,  que  le  grec  connaît  sous  la  forme 
nasalisée  de  i^rt-pa.  Malgré  les  affinités  des  Yagnobis  avec  le  pays 
le  Kachmir,  nous  constatons  que  le  kachmirien  andrû  diffère 
issez  notablement  de  daria.  Le  chighnani  et  Tafghan  ont  des 
expressions  très  instructives  pour  nos  langues  germaniques.  On 


\<)  Dialecte  du  Pamir  parlé  par  les  habitants  du  Sanglitch  et  du  Zébak. 


appelle  en  flamand  j'inleslin  du  nom  de  darm.  Or,  te  cliign&nï 
le  nomme  darman  et  larglian  larmàn.  Ces  deux  dernières 
formes  supposenl  l'existence  d'une  troisième  *  aiitareman,  qui 
subsiste  presque  intacte  dens  le  persan  andarûn. 

Na/ia,  nombril,  est  déjà  tout  eniîer  dans  le  wakhi  tiof,  te 
persan  nàfei  le  pehievi  nàfak.  Tous  ces  mots  correspondent  au 
sanscrit  nâbhi,  en  baclrien  nabi,  et  en  germanique  nabel.  On 
remarquera  seulement  que  la  terminaison  du  pehievi  est  celle 
d'un  diminutif. 

Il  en  est  de  même  de  la  forme  zank,  genou,  qui  du  reste  rap- 
pelle le  pehievi  zânuk.  Le  sanglitchi  zony  et  l'afghan  zanr/ïm 
sont  aussi  très  rapproehés. 

Enfin,  quant  à  poda,  il  se  passe  d'explication.  Sa  physionomie 
franchement  aryenne  le  fait  reconnaître  à  première  vue. 

Ce  qui  vient  d'élrc  étudié  du  vocabulaire  des  Yagnobls  stiffi- 
ratiamplement  pour  la  démonstration  de  noire  thèse  et  ne  laisse 
aucun  doute  sur  le  caractère  éranicn  du  lexique  de  ce  peuple.  Il 
NOUS  faut  pourtant  poursuivre  celte  route  un  peu  monotone, 
parce  que  nous  a\ons  moins  pour  but  de  reconnaître  l'identili' 
de  l'idiome  yagnobi  que  d'en  dresser  une  sorte  de  dictionnaire 
comparé. 

Passons  à  une  antre  catégorie  d'expressions  :  celles  qui  con- 
cernent les  relations  de  famille.  Elles  ne  sont  pas  nombreuses; 
car  M.  de  l'jfalvy  ne  nous  a  Iransmis  que  le  nom  de  la  femme, 
indj;  celui  de  l'Iionime,  morti;  du  fils,  djoutia;  de  la  fille, 
ygaik;  du  frère,  viiot. 

Prenons  d'abord  mord'  et  virol.  Le  premier  s'explique  aisé- 
ment par  le  sanscrit  maria,  mortel,  et  le  grec  Pfrii  pour  *  ^ofrii, 
*  fœpTe..  En  persan  un  a  mard  et  en  arménien  tnart.  Quant  à 
virot,  c'est  l'indo-europcen  bhrâtar.  Comparez  le  wakhi  wrût  e\ 
le  sarikoli  Krod.  En  grec  même  ht  mutilation  a  été  plus  forte 
encore  dans  le  dialecte  de  l'Klide  où  nous  avons  seulement  ^', 
et  en  yidghah  où  il  reste  vrai. 

Le  nom  de  la  femme  prèle  à  plus  de  dillîeultés.  Mais  eu 
acceptnni  pour  ce  mol  la  variante  ineji,  on  arrive  pourtant  sans 
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crop  forcer  les  règles  de  la  phonétique  à  le  rapprocher  du  bac- 
£s*ien  ghenttj  jeni  et  du  sanscrit  ganâ^  jani, 

Ggaik  est  le  résultat  d'un  curieux  phénomène  linguistique,  le 
c^bangement  d*un  d  initial  en  g  (*).  Car  point  de  doute  :  malgré 
■  ^  peu  de  ressemblance  apparente,  ggaik,  c'est  le  mot  duhità 
devenu  dhagd,  dagh,  dukt,  dût.  Cette  métamorphose  est  après 
&out  moins  surprenante  que  celle  opérée  sur  les  mêmes  mots 
pMir  le  dialecte  de  Chitral  et  de  Yassin  où  il  devient  gurr.  Encore 
«Jine  preuve  de  Torigine  ultra-pamirienne  des  Yagnobis. 

Si  le  sanscrit /m^Ara  se  retrouve  dans  la  plupart  des  termes 

miriens^  qui  signifient  fils,  il  n*en  est  pas  de  même  pour  le 

\j  qui  emploie  djoutia,  ni  pour  le  khowar  où  Ton  ren- 

^Bontreyou;.  Nous  n*hésitons  pas  à  rapprocher  djoutia  du  sanscrit 

^àUij  enfant,  et  du  persan  zad^  zâdak.  On  peut  encore  comparer 

Ke  grec  r^'^oç  à  la  fin  des  composés,  comme  riiXûysTo^, 

Les  principaux  termes  relatifs  aux  productions  du  sol  connues 
^n  yagnobi  sont  : 

Vigna =  herbe'; 

Gantoum,  .  .  =  fromenl  ; 

laou =  orge; 

Mouchk.  .  .  .  =  fève  ; 
Sepit =  riz. 

La  racine  ukhsh,  vakhsh,  croître,  est  peut-être  à  retrouver 
dans  le  premier  de  ces  mots,  surtout  si  on  le  rapproche  du 
wakhi  umsh  et  du  sarikoli  wuch»  Pourtant,  nous  n'émettons  cette 
idée  qu'avec  doute. 

Gantoum,  c'est  le  yidghah  ghandam  et  le  persan  gandûm.  A 
son  premier  voyage,  M.  de  Ujfalvy  avait  cru  entendre  prononcer 
gutt. 

Quant  à  iaou^  M.  Frédéric  Mûller  l'a  identifié  avec  yava  et 


(*)  Qu'on  se  rappelle  en  grec  le  dorien  âtfovpa.  pour  yéfupa'y  âiXfùi 
arbhas^  yXuxù^  et  dulcis;  yyj  à  côté  du  dorien  J5  et  de  ^}JUfjT}1p. 


et  le  sanscrit 
garbhas^  yXt 


t% 
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cette  dérivation  ne  doit  pas  faire  un  doute.  Comparez  encore 
waklii  yumg  et  le  chignani  yavag. 

Mouchk  diffère  à  peine  du  sanscrit  mâsha  et  du  persan  m 
pois.  On  a  mach  en  sarikoli. 

La  dénomination  du  riz,  sepit,  est  due  à  sa  couleur  blanch 
Car  on  ne  peut  méconnaître  ici  le  bactrien  çpaêta,  blanc,  o 
mieux  encore  çpaêtitay  blanchâtre.  Cette  dérivation  est  d*ailleu 
proposée  par  M.  Frédéric  Mûller. 


Nous  en  venons  maintenant  à  lexamen  de  quelques  termeas 
qui  ont  trait  à  la  nature  physique  :  zoïy  terre  ;  ocour,  soleil^ 
bldinky  étoile;  gar,  montagne;  ggrik,  poussière;  biiaria^  nuic^ 
mitj  jour. 

Le  mot  ZQÏ  rappelle  nettement  le  bactrien  zào  et  même  d 
tous  les  dialectes  pamiriens  il  a  été  le  seul  à  garder  cette  form 
zâo.  On  sait  en  effet  que  le  terme  zend  a  un  second  radical  zi 
(sanscrit  Xr^Ama,  grec  %a^a/,  latin  hum-us).  C*est  ce  second  thèmi 
qui  a  prévalu  dans  les  autres  idiomes  de  TAsie  centrale,  car  l 
chignani  dit  zemtSy  le  sarikoli  zems^  le  persan  zami  et  le  pehiev 
zamik, 

Xotir,  rapproché  du  sarikoli  khir  et  du  persan  khor^  cor 
pond  au  bactrien  hvare,  en  sanscrit  surya.  Rappelons  à  ce  pro- 
pos l'histoire  curieuse  de  la  méprise  étymologique  de  Plutarque. 
On  sait  que  cet  auteur  identifie  le  nom  du  roi  Cyrus,  KD/»^  avec 
le  mot  jfA/oç,  soleil  (*).  Voilà  certes  une  étymologie  dont  se  fut 
contentée  plus  d'une  royale  vanité  et  Ton  voit  par  là  que 
l'expression  de  roi-soleil  n'a  pas  attendu,  pour  naître,  le 
XVII'  siècle.  Toutefois,  jusqu'en  ces  derniers  temps,  le  rap- 
prochement de  Plutarque  avait  mis  aux  abois  la  science  de  tous 
les  commentateurs.  Grâce  aux  récentes  études  sur  les  langues 
de  l'Asie  moyenne,  il  devient  intelligible  que  KDpoç  puisse  éveiller 
ridée  de  soleil,  puisque  celle-ci  s'exprime  par  des  mots  tels  que 
kher,  khir  y  khyr.  Il  faut  croire  qu'un  Macédonien  de  Bactres 


(t)   Vie  d'ÀrtaxerxeXy  ch.  I. 


—  277  —  25. 

ira  entendu  prononcer  ces  mots;  peut-être  même  ces  termes 
iront-ils  passé  dans  le  patois  des  Grecs  de  Bactriane  et,  par 
lité,  ridentité  des  sons  aura  donné  lieu  à  Tétymologie  fantai- 
sie dont  Plutarque  s^est  fait  Técho  trop  complaisant,  mais  dont 

n'était  pas  en  mesure  de  contrôler  l'exactitude  (*). 

M.  Tomaschek  rattache  le  yagnobi  bldink,  qu'à  son  premier 
)yage  M.  de  Ujfalvy  écrivait  palding,  et  le  wakhi  pidhing  au 
inscrit  dina,  lumière.  La  syllabe  initiale  pal  lui  semble  repré- 
tnier  la  préposition  para  (*). 

Sans  insister  sur  gar,  qui  est  aussi  éranien  que  possible  (>), 
>us  venons  à  ggrik,  poussière,  où  le  minghani  gharài  demeure 
icore  sensible,  quoique  très  altéré.  Le  yidgbah  dit  ghorài. 
[.  Tomaschek  cite  simplement  ce  mot  sans  en  expliquer  la 
Privation. 

Voici  un  mot  fort  intéressant,  biiaria,  nuit.  Une  première 
is,  M.  de  Ujfalvy  Tavait  orthographié  wiora.  En  sarikoli,  on  a 
uru  et  en  chignani  biyar.  Ce  dernier  mot  veut  dire  «  hier.  » 
*après  le  professeur  de  Graz,  ce  mot  serait  dérivé  de  vt,  parti- 
lie  disjonctive  et  ayare,  jour.  Biiaria  désignerait  donc  la  sépa- 
ition  des  jours. 

Le  jour  s'appelle,  mit  en  chignani  meth  et  en  sarikoli  math, 
e  terme  participe  de  Toriginalité  des  dialectes  pamiriens,  fort 
Iroirés  par  M.  Tomaschek  pour  avoir  donné  pareille  dénomi- 
ition  au  jour.  Jft7,*en  sanscrit  mita  (^),  veut  dire  «  ce  qui  est 
lesuré.  >  On  pourrait  aussi  traduire  par  «  le  mesureur  ou  la 
lesure  >  en  se  reportant  au  sanscrit  màtiy  mesure. 


(<)  H  n'y  a  aucun  rapport  entre  Kt;po;  et  les  mots  pamiriens  que  nous  avons  cités.  On 

est  pas  d'accord  sur  l'étymologie  de  Cynis.  D'après  M.  Sayce,  il  ne  serait  pas  aryen  et 

unifierait  c  pasteur  de  la  contrée  ».  M.  de  Harlez,  au  contraire,  le  tient  pour  du  plus  pur 

yaque  et  lui  trouve  le  sens  d'  <  homme  actif,  entreprenant,  opérant  de  grandes  choses.  » 

oir  Le  Muséon^  i882,  n<>  4).  Spiegel  avait  déjà  traité  la  question  dans  les  Beùràge 

i  Kuhn,  1. 1,  p.  31 

(«)  Die  Pamir-Dialekte,  pp.  i9  et  i39. 

(S)  C'est  le  sanscrit  giri,  le  zend  gairi,  le  paléo-persan  garr,  le  wakhi  gher,  le  slave 

ira  et  l'a^han  ghur, 

[^)  Participe  de  la  racine  ma,  mesurer. 


r 
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Nous  voici  presque  au  bout  de  notre  longue  excursion  à  tra- 
vers le  dictionnaire  des  Yagnobis.  II  nous  reste,  pour  être  com 
plet^  à  terminer  par  Tétude  de  certains  mots  ayant  trait  aux  pro- 
duits de  l'industrie  et  au  genre  de  vie  des  habitants  des  rives.^^^^ 
du  Yagnob. 

Ne  revenons  pas  sur  le  nom  de  la  porte,  dvàr  :  il  en  a  déjà^  Ijjà 
été  question  (*).  La  maison  s'appelle  kat  :  c'est  évidemment  le^  A/e 
bactrien  kata,  que  Justi  dérive  de  kan,  creuser.  Notons  aussi  ^^ssf 
qu'à  sa  première  exploration,  M.  de  Ujfalvy  avait  écrit  tatte^  pa 
erreur  pour  katte.  M.  Frédéric  Mûller  affirme  une  analogie^^  c 
avec  le  bactrien  kal.  N'y  aurait-il  pas  une  troisième  hypothèse  1E"  ? 
Ou  plutôt  kat,  kata,  kal  ne  seraient-ils  pas  apparentés  au  mém 
degré  au  sanscrit  kuta^  kola  (^)?  Cette  supposition  nous  parai 
d'autant  plus  plausible,  qu'elle  s'accorde  de  tout  point  avec  I 
nature  de  l'habitation  des  Yagnobis.  Cette  pauvre  tribu  n'a  qu 
des  huttes  pour  s'abriter.  Or,  précisément  kuta  veut  dire  «  hutte 
et  se  retrouve  dans  l'irlandais  cottay  le  classique  cottage  et  l'an 
cien  allemand  hutlay  d'où  vient  notre  hutte. 

D'après  ce  que  nous  savons  de  l'idiome  des  Yagnobis,  il  esr 
aisé  de   constituer   le  menu   de   leurs  repas  :   il  n'est 
plantureux.  Ils  mangent  du  pain,  kshoïnia;  et,  par  suite,  con 
naissent  la  farine,  artia;  de  la  viande,  iatia,  du  beurre,  shawapa^ 
Leur  batterie  de  cuisine  nous  est  connue  par  les  mots  vorza^ 
tasse;  Ichoumchay  cuiller;  tchouan,  pot.  Voici  le  détail  de  leu 
garde- robe  : 

Fixachnia  .  .  =  vètemeiU;  bidaouvanka  .  .  =  ceinture; 
Koufcha  .  .  .  =  inanleau  ;  padjamia  .  .  .  .  =  pantaloD  ; 
Xoul =  chapeau  ;  bidovin =  bas  ; 

padaxachnia  =  chaussure. 

Enfin  les  aiguilles  se  disent  sutchin  et  la  ficelle  bitia. 

On  est  peu  fixé  sur  l'origine  du  mot  kshoïnia  ou  /rt^Aatna, 


(')  V.  Ph:tkt,  Les  Aryus  primitifs,  i.  11,  p.  ;^I0.  La  racine  «le  ce  mol  parait  être  kut, 
courber. 


r 
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pain.  M.  Tomaschek  le  rapproche  du  persan  kashkxn  qu'il  pense 
signifier  pain  d'orge  (*).  Si  nous  ne  nous  trompons,  kashkxn 
désigne  plutôt  un  potage  de  gruau  d*orge  (^). 

Artia^  farine,  n'est  autre  chose  que  le  persan  àrd  et  Tbin- 
doustani  âfâ.  L'afghan  rotai  a  certainement  la  même  origine. 

M.  Tomaschek  propose  d'écrire  ghïbta  pour  iatia,  viande,  et 
«felors  ce  mot  serait  à  rapprocher  du  wakhi  gusht  et  du  sarikoh' 
S^ûcht.  Il  est  toutefois  à  remarquer  que  M.  de  Ujfalvy  n'a  pas 
^^^arié  sensiblement  sur  l'orthographe  de  ce  mot  ;  une  première 
fois  il  écrivait  iota  et  la  seconde,  iatia.  Ce  fait  infirme  un  peu 
1  ^hypothèse  du  professeur  de  Graz. 

Nous  rattachons  shawapa  à  la  racine  zende  khshviw  ('),  don  t 
Me  participe  est  khshipta.  En  sanscrit,  on  trouve  kshub,  agiter. 
^[i2u*on  compare  h  shawapa  les  dérivés  sanscrits  kshubitay  khshoba. 
Les  Yagnobis  ont  quatre  mots  pour  distinguer  les  vases  qui 
■eur  servent  à  préparer,  à  consommer  et  à  conserver  leurs  ali- 
xnents  solides  et  liquides.  Ces  mots  sont  kala,  écuelle;  koshkul, 
Venelle  pour  boire;  worza,  écuelle  pour  manger;  tchoum^  pot. 
Kola  semble  rappeler  le  sanscrit  kalaça,  le  vase  destiné  à 
vecevoir  le  sôma  ou  l'ambroisie  des  Hindous.  A  ce  mot  sont 
^inalogues  le  persan  kaRzah,  le  grec  KÔXt^ ,  le  latin  culeus  et 
le  lithuanien  kulle,  outre.  Koshkul  semble  se  retrouver  dans 
le  sanscrit  kàçika,  coupe,  et  le  persan  kôshish.  Quant  à  worza  et 
4chouan,  on  n'en  a  pas  encore  établi  la  parenté  avec  d'autres 
thèmes  aryaques,  à  moins  peut-être  que  tchouan  ne  soit  le  per- 
san cAtim  apparenté  lui-même  au  zend  et  au  sanscrit  khumba. 

Le  nom  de  la  cuiller  tchoumcha  se  reconnaît  dans  le  persan 

dcham,  tcliumtchah,  qui  ont  le  même  sens,  et  dans  le  russe  chu- 

nticAu,  chumicka.  Le  terme  persan  dérive  de  chamidan^  boire; 

d'où   chamân,  chamanah^  coupe,  gobelet.   Comparez  avec  le 


(•}  Die  Pamir-Dialekie,  p.  63. 

(*)  Pictet^t.  n,  p.405. 

(>)  Et  non  khshvip,  comme  écrit  M.  Tonr/  '  ek  (Die  Pamir-Dialekte,  p.  65).  Spiegel 
enseigne  en  effet  que  la  racine  khshviw  peut  s'écrire  kxhvib,  mais  non  khshvip.  Ver- 
gUiehende  Crammatik  der  alieranitchen  Sprachen^  p.  i'M, 
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sanscrit  chant,  chamasa,  chamâ,  bassin  pour  recevoir  le  sotr»  ^^ 

Le  véiemenl  en  général  porte  le  nom  de  fixacJmia  :  c'en  m — iD 
mot  composé,  comme  le  prouve  padaxachnia,  chaussure.  J  3t 
xachnia  se  retrouve  à  peu  prés  sans  modilicstion  dans  rîllyri^^«n 
iukno,  drap;  le  polonais  suknta,  robe.  En  persan  et  en  koun^Hi, 
on  a  chûchà,  véiemenl  de  laine.  Tous  ces  mots  sont  apparent=^ 
par  Piciel  au  sanscrit  çuka,  vêtement.  Quant  è  fi,  c'est  le  suffi 
indo-européen  i-t.  Padaxacknia,  c'est  le  vêtement  des  pieds. 

Koufcka,  manteau,  c'est  peul-élre  le  sanscrit  kuk»hî,  ceîntur- 
Lt'  sens  difTérc  sans  doute,  mais  les  applications  des  mots  de  ■ 
genre  aux  diverses  parties  de  l'habillement  ont  varié  de  bÎ£ 
des  manières.  Il  sullit  de  rappeler  le  latin  veslis,  qui,  après  avo- 
désigné  en  grec  la  tunique  Èiflif,-,  est  devenu  en  golhiquc  le  gile 
vasti,  el  en  français  la  vesle. 

Les  Yagijobis  nomment  leur  couvre-chef  xotit.  Ce  terme  est 
rapprocher  du  waklii  skhtdh  el  du  sarikoli  khaudli.  Tous 
mots  sont  évidemment  aryaqucs,  surtout  si  ou  les  rapproche  d 
mingliani  khoia  et  de  l'afghan  kiwlah,  intimement  liés  euK-méiue 
au  sanscrit  chûlà,  diûdà,  et  au  bactrien  khaodha.  On  sait  quels 
peuples  de  l'Asie  moyenne  se  distinguent  par  leur  coiiTtire  s^*"^^ 
pointe.  Cet  usage  date  de  loin.  Déjà  l'inscription  funéraire  d^' 
[Sakhsh-i-Rustam  mentionne  les  Saees  tigra-khavdâ,  ou  Saces^"^^ 
au  chapeau  pointu,  comme  a  très  heureuseiueat  traduit  M.  1^^^ 
professeur  Kern,  de  Leyde  ('). 

Dans  bidaouvanka  ou  f'uiiowan^,  ceinture,  cl  bîdovin,  bas,  qu^-*^ 
ne  semblent  faire  qu'un  seul  mot,  M.  Tomaschck  incline  k  voil^^^^ 
une  corniplinn  du  sanscrit  paii/iionAano. 

Les  bottes  s'appellent  en  yagnobi  koshna  et  godit.  On  peuV- 
rapprocher  le  premier  terme  du  kastigarien  koih  et  du  siahpàsbv 
kàsha.  Quant  à  goda,  il  n'est  pas  impossible  d'en  retrouver  une^^^ 


(<)  Rnciû  {Die  Grabtchrifl  dei  Darim,  p.  63).  et  »ir  Hknrt  Rakunsoh  {Htrodoln, 
l,  IV,  p.  Si),  iraduiseoi  tigra-khaudû,  J'ud  pir  •  qui  porte  I  épie  devant  Dieu  •,  l'iuin 
pir  t  ircher  >■  Pauruni  Hérodote  iriit  dit  cxpreuémeDl  ;  <  £0x01  âè  si  SnwJai  jitft 

<Lit.  Vil,  (A  I  C'esl  un  commeuMire  eucl  du  Ugra-kkaudâ  des  inscriplion»  icb«iiiAatd«*. 
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trace  dans  le  kourde  ghora^  car  la  dentale  d  et  la  liquide  r 

s'échangent  en  précrit;  et  en  khowar,  on  a  la  mutation  de  r  et 

de  I.  Ainsi  asti  devient  asur  (pour  *  asuti);  pour  vinçati^  on  a 

àiskir  ;  pashiru  correspond  à  paçyati.  Ghora  et  goda  peuvent 

donc  s'identifier. 

Terminons  enfin  par  les  mois  sutchin^  aiguille  et  bilitty  ficelle. 
Suichin  est  le  persan  sôzan  et  le  kourde  suzin.  Tous  deux  sont 
«É  pparentés  au  sanscrit  sûchi  dont  ils  ne  diffèrent  pas. 

Pour  bitia  ou  wit^  comme  M.  de  Ujfalvy  écrivait  après  sa 
première  exploration,  c'est  évidemment  le  participe  sanscrit  vita 
de  la  racine  vyà^  tisser,  en  latin  viere. 

L'examen  approfondi  auquel  nous  venons  de  nous  livrer  sur 
l«  dictionnaire  de  la  langue  des  Yagnobis  aura  certainement 
^3onduit  à  la  conviction  que  les  thèmes  nominaux  y  ont  un  carac- 
aryaque  nettement  accusé  et  plus  particulièrement  éranien. 
•e  lecteur  aura  sans  doute  observé  aussi  que  de  larges  emprunts 
^int  été  faits  aux  idiomes  des  districts  de  Wakhan  et  de  Sarikol. 

Les  racines  verbales  sont  loin  de  présenter  des  analogies  aussi 
Atinehes.  D'abord  les  verbes  sont  pour  la  plupart  des  auxiliaires 
^>a  s'expriment  par  des  périphrases.  Ainsi  kariaki^  faire  (*); 
-mHmakif  être;  xochaki^  tirer;  dihaki,  donner;  nosiaki^  prendre, 
servent  à  former  une  certaine  quantité  de  verbes.  Ce  procédé, 
on  le  conçoit,  réduit  singulièrement  le  nombre  des  racines  ver- 
laies. 

Voici  celles  qui,  à  première  vue,  indiquent  une  origine 
aryenne. 

Nidy  être  assis,  rappelle  le  sanscrit  nlda,  nid.  Ce  rapproche- 
ment est  rendu  encore  plus  probable  par  l'analogie  du  sarikoli 
fitth.  Au  point  de  vue  de  la  lexicologie  sanscrite,  les  formes  nid 
einlth  ont  leur  importance.  Elles  fournissent  un  argumenta  la 
dérivation  jusqu'ici  incertaine  de  nlda.  Williams  Monier  suppose 


(*)  Parmi  ces  composés  signalons  senlement  mousi-kariaki,  baiser,  mais  littéralement 
(aire  la  boache,  en  sanscrit  mukham  karômi.  C'est  le  correspondant  exact  de  l'expres- 
tioD  latine  osculum  dare,  figere  :  osculum,  diminutif  de  os. 


.'■\ 

1 


il, 


ti 


I  . 
1( 


:.f 


1" 


f;  ' 


:f 


1?!' 
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ter  plus  d*une  fois,  que  les  idiomes  de  TAsie  centrale  ont  mis 
sdir  la  piste  de  plusieurs  formes  intermédiaires  qui  manquaient 
pour  renouer  la  chaîne  parfois  interrompue  qui  relie  le  sanscrit 
au  baetrien. 

Mais  le  dernier  mot  n'est  pas  dit  sur  la  linguistique  de  TAsie 
centrale  :  elle  vient  à  peine  de  naître  à  la  science  et  il  convient 
d'attendre  de  nouveaux  résultats  pour  porter  une  appréciation 
définitive  sur  la  philologie  comparée  des  dialectes  de  TAsie 
moyenne.  Il  n'en  reste  pas  moins  vrai  que  cette  mine  est  féconde 
et  une  exploitation  intelligente  ne  trompera  pas  les  espérances 
des  intrépides  pionniers  qui  la  creuseront  dans  ses  derniers 
filons.  Nous  serions  heureux  de  penser  que  notre  faible  coup  de 
pioche  n'aura  pas  été  sans  détacher  des  flancs  de  la  montagne 
une  petite  pierre  pour  la  construction  du  futur  édifice  de  la  lin- 
guistique de  TAsie  centrale. 
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e  thème  rud,  rôditi,  pleurer,  d^autant  plus  que  le  sens  est  le 
même?  La  disparition  de  la  dentale  ne  saurait  faire  difficulté. 
)n  a  vu  plus  haut  (*)  rut  et  root,  visage,  à  côté  du  bactrien 
raodha.  Ce  thème  roi',  retrouvé  dans  les  dialectes  de  TAsie 
^entralCy  a  donc  une  grande  importance  au  point  de  vue  de 
a  philologie  comparée  des  langues  éraniennes.  Si  le  D'  Spiegel 
I  du  écrire,  et  avec  vérité,  que  la  racine  sanscrite  rud  n*a  laissé 
lueune  trace  dans  le  sud  de  TÉran  (^),  voici  que  TÉran  oriental 
[nieux  connu  a  comblé  cette  lacune. 

Finissons  par  la  racine  djàvy  manger.  Ici  encore  Tanalogie  est 
caillante  avec  le  sanscrit  djambh  ou  djam^  qui  a  le  même  sens. 

Il  ne  nous  a  pas  été  possible  de  tracer  la  filiation  du  reste  des 
racines  verbales  citées  par  M.  de  Ujfalvy.  Espérons  que  d*autres 
seront  plus  heureux.  Toutefois  la  physionomie  étrange  de  la 
plupart  de  ces  thèmes  est  de  nature  à  inspirer  des  doutes  sur 
leur  parenté  avec  la  famille  des  langues  éraniennes. 

Nous  devons  en  dire  autant  de  la  grammaire  des  Yagnobis. 
Ainsi  les  cas  se  forment  au  moyen  des  mêmes  postpositions  que 
dans  les  idiomes  du  Dardistan.  Les  pronoms  sont  identiques  et  le 
mécanisme  de  la  conjugaison  ne  diffère  pas  sensiblement.  Ainsi, 
pour  ne  parler  que  de  Tinfinitif,  il  se  forme  au  moyen  de  la  ter- 
minaison aki  ajoutée  au  radical,  absolument  comme  en  dardou. 

Ces  détails  sont  suffisamment  indiqués  dans  Tarticle  de  \hRevue 
de  Linguistique.  Nous  n*y  insisterons  donc  pas. 

M.  Girard  de  Rialle  se  demande  si  le  yagnobi  serait  le  trait 
funion  entre  les  langues  hindoues  et  les  langues  éraniennes  ou 
le  dernier  vestige  de  Tantique  idiome  parlé  par  le  peuple  qui, 
en  se  séparant  à  une  époque  inconnue,  a  donné  naissance  aux 
Hindous  et  aux  Éraniens? 

Cette  question  n  est  pas  de  celles  qu'il  suffit  de  poser  pour  les 
résoudre.  Il  est  certain,  et  nous  avons  eu  l'occasion  de  le  consta- 


(«)  p.  i9. 

(«)  Vergleichende  Grammatik  der  alteranischen  Sprachen,  p.  iï5. 
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ter  plus  d*une  fois,  que  les  idiomes  de  TAsie  centrale  ont  iii\% 
sdir  la  piste  de  plusieurs  formes  intermédiaires  qui  manquaieD^ 
pour  renouer  la  chaine  parfois  interrompue  qui  relie  le  sanser^^ 
au  bactrien. 

Mais  le  dernier  mot  n*est  pas  dit  sur  la  linguistique  de  TA^KV^ 
centrale  :  elle  vient  à  peine  de  naître  à  la  science  et  il  convief^t^^ 
d'attendre  de  nouveaux  résultats  pour  porter  une  appréciatif  loti 
définitive  sur  la  philologie  comparée   des  dialectes  de  TA^s  jie 
moyenne.  Il  n*en  reste  pas  moins  vrai  que  cette  mine  est  fécon»  .^de 
et  une  exploitation  intelligente  ne  trompera  pas  les  espéranc^^ces 
des  intrépides  pionniers  qui  la  creuseront  dans  ses  dernie^^.ers 
filons.  Nous  serions  heureux  de  penser  que  notre  faible  coup  m      «  de 
pioche  n'aura  pas  été  sans  détacher  des  flancs  de  la  montagar-^ne 
une  petite  pierre  pour  la  construction  du  futur  édifice  de  la  li  m  lin- 
guistique de  PAsie  centrale. 
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NOTE 


SUR  LA 


CONSTRUCTION  IT  LA  STABIlITl  DES  GlIimilS 


EN  MAÇONNERIE 


PAR 


G.  BRAET 

InfAoirar  d«  Voies  «C  Travans  aux  Abcnins  de  fer  de  l'Eut  bclfc, 
attaché  A  la  DlNetloo  do  aarrloa  apdelal  det  acaidaatt. 


I 


Cheminées  des  maisons  d*habitation. 

Les  cheminées  des  maisons  d'habitation  sont  toutes  à  section 
carrée  ou  rectangulaire,  leur  vide  intérieur  présente  la  même 
forme  et  la  partie  qui  émerge  de  la  toiture  a  généralement  une 
très  faible  hauteur,  rarement  plus  de  2  mètres  à  S'^ySO. 

S*il  était  nécessaire  de  leur  donner  une  élévation  plus  forte 
pour  pouvoir  en  assurer  le  tirage  d'une  façon  convenable,  on 
obtiendrait  de  bons  résultats  en  les  surmontant  d'un  tuyau-ral- 
longe en  zinc  terminé  k  sa  partie  inférieure  par  une  espèce  de 
trémie  épousant  leur  section  ou  bien  d'un  tuyau  en  poterie  ou 
en  grès  vernissé  à  l'intérieur. 

L'un  et  l'autre  de  ces  systèmes  ont  été  appliqués  fréquem- 
ment et  toujours  avec  le  plus  entier  succès. 

Calculs  relatifs  a  la  stabilité.  —  Pour  vérifier  si  les  dimen- 
sions d'une  cheminée  sont  suffisantes,  il  est  nécessaire  de  la  consi- 
dérer à  un  double  point  de  vue  :  i°  au  point  de  vue  de  son  équi- 
libre statique  et  2^  au  point  de  vue  de  son  équilibre  d'élasticité. 
VIL  19 


Voyons  à  présent  si  le  centre  de  presiùtn,  c'est-à-dire  le  point 
où  la  résultante  des  forées  P  el  Q  perce  la  base  CC'D'D,  tombe 
en  dedans  ou  en  dehors  de  son  noyau  central. 

La  dislance  x  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la 
base  est  donnée  par  la  proportion 


où  Z  =  l  hauteur  BD  de  la  cheminée  au-dessus  de  la  loilure  et 
où  P  et  Q  ont  les  valeurs  déterminées  plus  haut. 
En  faisant  les  substitutions  numériques,  il  vient  : 


160,51         508,03 

d'où 

Pour  ce  qui  est  du  noyau  central,  il  est  constitué  par  un  paral- 
lélogramme disposé  à  rimérieur  de  la  section  droite  de  la  che- 
minée ainsi  qu'il  est  indiqué  dans  la  figure  3,  el  la  longueur  S  de 
sa  demi-  plus  petite  diagonale  a  pour  expression 


en  désignant  respectivement  par  B  et  6  les  côtés  CD  et  cd, 

(']  En£Erel,oDsaitque 


Tient  d'iiieriie  de  la  scciion  droite  de  1*  cbe- 
:.  h  la  surface  de  celte  seclioD  el  m  11  distance  de 
majenne  i  la  Gbre  qui  en  ett  le  plua  éloignée. 

,=iH».-i»-, 
«=HB  — A6. 
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d'où,  pour  le  moment  résistant  autour  de  DD'  : 

Mbd'P  =  508S03  X  0»,23=  H  6"''«'  »**'-,85. 

Quant  &  la  poussée  Q  du  vent,  sa  valeur  est  fournie,  comme 
on  sait,  par  la  formule 

dans  laquelle  a  désigne  la  surface  (exprimée  en  fonction  du 
mètre  carré  comme  unité)  frappée  normalement  et  u  la  vitesse 
du  vent  en  mètres  par  seconde.  En  comptant  sur  u=»iO  mètres, 
valeur  généralement  adoptée  pour  les  édifices  situés  à  Fintérieur 
des  terresy  on  aura  donc 

Q  =  0J1   X  a  X  1600=  i76.a.kilogr. 

ou,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur 

Q  =  0,ii  X  1,20  X  0,76  X  1 600  =  1 60"'*»»' ,5i . 

Multipliant  ensuite  cette  poussée  par  le  bras  de  levier  qui  est 
^1  ici  à  0'",60  (puisque  la  résultante  des  pressions  élémen- 
taires exercées  sur  la  face  AG  passe  évidemment  par  le  centre 
de  gravité  de  celle-ci),  il  vient  pour  l'expression  du  moment  sol- 
licitant 

Mdd'Q  ==  i60\51  X  0-,60  =  96"'*^  «"^^'^Si . 

D'après  cela^  le  rapport  entre  le  moment  résistant  et  le  moment 
sollicitant,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  stabilité^  est  donné  par 

i16.85 

m  =  — =  l,2i, 

96. 3i 

valeur  k  peine  supérieure  à  l'unité. 

En  définitive,  la  cheminée  qui  nous  occupe  pourrait  donc  se 
trouver  dans  de  meilleures  conditions  au  point  de  vue  de  l'équi- 
libre statique. 

Toutefois,  comme  la  hauteur  est  très  petite,  la  valeur  trouvée 
pour  m,  bien  que  faible,  peut  être  acceptée  sans  danger. 


Voyons  à  |)rései]t  si  le  centre  de  pression,  c'esi-è-dire  le  p»**^ 
où  la  résullanlc  des  forces  P  et  Q  perce  la  base  CC'D'D,  ton»  ^ 
en  dedans  ou  en  dehors  de  son  noyau  central.  

La  dislance  x  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  d€- 
base  est  donnée  par  la  proportion 


où  Z  =  i  hauteur  BD  de  la  cheminée  au-dessus  de  la  loititre 
où  P  et  Q  ont  les  valeurs  déterminées  plus  haut. 
En  faisant  les  substitutions  numériques,  il  vient  : 


1«U,))I        508,03 
d"où 

x  =  18-""-,95. 

Pour  ce  qui  csl  du  noyau  central,  il  est  constitué  par  ui? 
lélogramnie  disposé  à  l'inièrieur  de  la  suctîon  droite  de  la  ch 
minée  ainsi  qu'il  est  indiqué  dans  la  figure  3,  et  la  longueur  i  a 
sa  demi-  plus  petite  diapnale  a  pour  expression 
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De  la  on  déduit, après  substitutions  numériques: 

^  = =  9**""'"\42. 

6X  46 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  du 
noyau  central;  en  d'autres  termes,  la  maçonnerie  travaille  par 
extension  et  par  compression  ou,  comme  on  dit,  des  deux  signes. 

La  section  de  plus  grande  fatigue  se  trouve  évidemment  située 
à  la  base  CD  puisque,  par  hypothèse,  la  cheminée  est  prisma- 
tique. On  déterminera  donc  les  forces  élastiques  maxima  sur  les 
arêtes  les  plus  fatiguées  par  la  formule 


ou 


P  .   MV 

p»     ifc        , 
»         1 

P  =  508\0d. 

03 

—  2  (64  ^  34)  42  =»  23oâ""*"»- 

carHt 

I  =  j-  (BB"  —  66")  =  -^  [(76  X  ïë*)  —  (K2  X  22*)]  =  370520. 


d'où,  par  sobstitmion, 


^  = 


1S(HB-A6)B  6B(HB-/i6; 

D'autre  part,  on  a  la  proportion 

H       h  B 

-  =  -     d'où  H  =  -  A, 

B       6  6     * 

et,  par  substitution  dans  l'expression  de  ^^ 


^= 


\b  /     _    B«  -  6«    _  B«  -+-  6« 

Jh*  \"  ""  6B(B*-fe«)  "^      6B 

6BA(--t) 
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En  introduisant  ces  valeurs  dans  la  formule  ci-dessus,  on 

obtient 

«      _^      60 

<73,i8""  1202,68  ' 

d'où 

X  =  8— **"-,63. 

Quant  au  noyau  central,  il  est  constitué  par  un  carré  disposé  à 
rintérieur  de  la  section  droite  de  la  cheminée  (voir  partie 
hachurée  de  la  fig.  4),  et  la  longueur  i  de  sa  demi-diagonale 
est  égale  à 


6B 


où  B  et  6  désignent  respectivement  les  côtés  CD  et  cd. 
On  tire  de  là  par  substitutions  numériques 

82*-^  34* 

$  = = ie-^^^-.oi . 

6X82 

On  voit  par  conséquent  que  le  centre  de  pression  tombe  à 
rintérieur  du  noyau  central,  c'est-à-dire  que  la  maçonnerie  ne 
travaille  que  par  compression. 

Pour  évaluer  la  pression  maxima  par  centimètre  carré  sur  les 
arêtes  les  plus  fatiguées,  on  fera  usage  de  la  formule  connue 

P      MV 

a  i 

OÙ  Ton  posera 

P=I20!2\68. 

«  =  4  X  58  X  24  =  5568^""  ""^• 

M=10391^"'*'*^"'" 

i 
V  =  -B  =  41. 

2 

I  =  —  (B*  -  //)  =  i-  (ga*  —  34*)  =  3656320. 
12^  12  ^ 
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On  a  pour  le  poids  P  du  massir  ABGD, 

p  =4  X  0-,58  X  0-.24  X  i",20  X  iSOO^  =  1202\68, 

d'où,  en  multipliant  par  le  bras  de  levier  O'^My  îl  vient  pour  le 
moment  résistant  autour  de  faréte  projetée  en  D, 

M,  =  i202S68  X  0-,4i  =.  493^"'»«'  •»*"",iO. 

La  poussée  du  vent  sur  le  massif  précité  a  pour  expression 

Q=-0,1iat*«=.0,H  X0,82  X  i,20  X  ^*==  i73M8. 

En  multipliant  cette  valeur  par  le  bras  de  levier  0'",60y  on 
obtient  pour  le  moment  sollicitant  autour  de  la  même  arête  D, 

Le  coefficient  de  stabilité  est  donc 

493,10 

m  = =  4,74, 

103,91 

valeur  très  rassurante. 

Déterminons  à  présent,  comme  nous  lavons  fait  dans  le  cas 
précédent,  le  point  où  la  base  CD  est  traversée  par  la  résultante 
des  efforts  P  et  Q.  La  distance  x  de  ce  point  au  centre  de  Ggure 
de  ladite  base  est  donnée  par  la  relation 


X        z 
Q^P' 

OÙ 

P=1202S68, 

Q=173M8, 

1 
Z  =  -  X  20  =  60**"*" 

9. 
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En  introdaisant  ces  yaleurs  dans  la  formule  ci-^lëssas,  on 

obtient 

X  60 

175,18  "^1202,68  ' 
d'où 

Quant  au  noyau  central,  il  est  constitué  par  un  carré  disposé  à 
rintériéur  de  la  section  droite  de  la  cheminée  (voir  partie 
hachurée  de  la  fig.  4),  et  la  longueur  d  de  sa  demi-diagonale 
est  égale  à 

où  B  et  6  désignent  respectivement  les  côtés  CD  et  orf. 
On  tire  de  lâ  par  substitutions  numériques 

82*-*- 34* 

^«- _-  =  16~**--,01. 

6X82 

On  voit  par  conséquent  que  le  centre  de  pression  tombe  à 
rintériéur  du  noyau  central,  c*est-à-dire  que  la  maçonnerie  ne 
travaille  que  par  compression. 

Pour  évaluer  la  pression  maxima  par  centimètre  carré  sur  les 
arêtes  les  plus  fatiguées,  on  fera  usage  de  la  formule  connue 


P      MV 
p db  — , 

a  l 

OÙ  Ton  posera 

P=l20i\68. 

«  =  4  X  58  X  24  =  5568*""-  -^• 

M  =i039i  "*•«'•••""" 

i 
V  =  -B  =  41. 

2 

I  =  -L  (B*  -  //)  =  -i-  (gâ*  —  34*)  =  3656320. 
{"2  12 
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De  la  sorte,  on  obtiendra 

Iâ02,68      10591  X  41 


P 


5568  5656520 

0^,54  par  compression. 


^         *  (0^,10 

La  cheminée  que  nous  venons  d*étudier  se  trouve  donc  dans 
d'excellentes  conditions  au  point  de  vue  de  Téquilibre  statique 
et  de  Téquilibre  d'élasticité.  Le  seul  reproche  à  lui  faire  peut-être, 
c'est  que  les  propriétés  résistantes  de  la  matière  ne  sont  pas  uti- 
lisées aussi  bien  qu'elles  pourraient  Tétre. 

Observation,  —  Assez  souvent,  dans  la  pratique,  on  protège 
les  cheminées  des  maisons  d'habitation  contre  les  coups  de  vent 
au  moyen  de  ce  que  l'on  peut  appeler  un  agrafage.  Celui-ci  est 
d'ordinaire  très  simple  et  consiste  en  quelques  tringles  de  fer 
venant  s'attacher  par  l'un  de  leurs  bouts  à  une  bandelette  métal- 
lique ceignant  la  cheminée  vers  sa  partie  supérieure  et  par 
l'autre  à  des  crochets  solides  établis  à  demeure  dans  la  toiture. 

On  comprend  facilement  que,  quelle  que  soit  l'orientation  de 
la  poussée  du  vent,  les  tringles  susdites  interviennent  toujours 
avec  avantage  par  leur  plus  ou  moins  de  rigidité  pour  en  amortir 
les  chocs  si  nuisibles  aux  maçonneries,  surtout  s'ils  se  produi- 
sent dans  les  premiers  jours  de  leur  exécution. 

Dimensions  pratiques.  —  Anciennement  les  dimensions  des 
cheminées  étaient  réglées  par  des  ordonnances  municipales;  par 
exemple,  aux  termes  des  ordonnances  françaises  de  1712  et  de 
1723,  elles  devaient  avoir,  à  l'intérieur,  3  pieds  de  largeur  sur 
10  pouces  de  profondeur  ei,  quand  il  s'agissait  de  cheminées  pour 
cuisines,  il  fallait  5  pieds  de  largeur  sur  10  pouces  de  profondeur. 

Aujourd'hui  on  leur  donne  généralement  0"',2i  de  largeur 
sur  0"",24  de  profondeur  quand  leur  section  droite  est  carrée,  et 
0*,12  de  profondeur  sur  0'",48  de  largeur  quand  cette  section 
est  rectangulaire. 

Il  est  évident  que,  théoriquement  parlant,  ces  dimensions  sont 
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exagérées,  attendu  qu'il  sufiil  d'une  sectioa  d'aulant  de  décimé- 
1res  carrés  qu'on  brûle  de  fois  3  '/i  kilogrammes  de  houille  par 
heure. 

A  la  rigueur  donc  cl  en  tenant  compte  surtout  de  la  Taibli' 
température  de  la  colnnne  ascensionnelle  d'air  chaud  dans  l'in- 
térieur de  la  elieminée,  une  seclion  droite  de  3  à  4  décimètres 
carrés  serait  encore  plus  qne  sulïisante. 

Mais  il  est  une  considération  d'un  autre  ordre  qu'il  importe 
de  ne  pas  perdre  de  vue  dans  la  fixation  des  dimensions  en  ques- 
tion et  qui  fait  que  celles-ci  excèdent  toujours  celles  slrictement 
nécessaires:  c'est  que  te  ramonage  des  cheminées  doit  pouvoir 
facilement  s'effectuer  dès  que  le  dépôt  de  suie  sur  le»  pai 
internes  a  acquis  une  certaine  épaisseur. 

•  Cet  excédant  de  dimensions  est  cause  toutefois  que,  la  vÎK 
H  de  sortie  de  l'air  étant  très  faible,  le  moindre  vent  rabat 
>   fumée  dans  l'intérieur  des  cheminées  et  les  fait  fumer, 

■  Il  serait  très  facile  de  parer  à  cet  inconvénient  en  plaçant' 

•  dans   l'intérieur  de  chaque  cheminée  un  ou  plusieurs  dii- 

■  fihragmes  mobiles  de  dimensions  convenables,  de  manière  è 

•  donner  une  vitesse  sufltaantc  au  courant  d'air  chaud;  ce  pro- 

■  cédé  beaucoup  plus  simple  que  tous  les  appareils  inventés  jus- 

•  qu'à  ce  jour  par  les  fumistes  (*)  est  d'un  emploi  certain  et, 

■  nous  sommes  en  droit  de  nous  étonner  qu'il  n'ait  encore  é\éà 


nem 


('}  Au  DDOibre  do  ces  appareils  nous  citerons  principalemaol  lei  Mpucboas  tourauU 
a>M  girouellc  qui  jcllenl  toujours  la  fumée  du  cAlé  opposé  tu  lent  si  sultul  m  dirw- 
lion,  la  tuicule  rbinoïse  qui  relombe  sous  l'gciiOD  du  nul  de  fatOD  1  fenner  la  shamiBto 
du  ci\é  d'oji  il  TJrnl  «1  à  l'ouvrir  du  cAld  opposé,  tes  écrans  mélalliquei  élabtii  dn  IM 
du  leot  te  plus  rréquemmenl  régnant,  les  capuchoas  Sw  en  M*  qui  contrani  te  Ujwi 
en  descendant  en  contre-bas  de  son  ouverture  et  peuvent  recevoir  les  dispasilîrs  lei  pin 
variés.  On  peut  aussi  emplojer  uu  chapeau  Formé  de  deux  Teuilles  de  tAIe  ÏDctiuéo  t'oM 
sur  l'autre  it  manière  »  coairarier  l'iairoduction  du  veut,  ou  un  lu  ;an- rai  longe  eu  tioco* 
en  tAIe  de  hauteur  suffisante  surmonlé  d'un  chapeau,  ou  un  troue  de  cDne  en  terra  eiUu 
placé  au  sonmet  de  la  cheminée  pour  augmenier  la  vitesse  (tu  couraal  de  tuioéé  1  n 
sortie  si  opposer  ainsi  de  la  l^istance  au  louffle  du  vent,  ou  un  tronc  de  pyramide  qw- 
drangulaire  avec  écran  horizontal. 

Beaucoup  d'autres  appareils  du  même  genre,  plus  compleies  lea  uns  que  les  aulno.  osl 
éléinventésctpréconiiésparlesruniisles.inais  nous  ferons  remarquer  avec  M.  Groavellé. 
l'auteur  de  l'article  ■  cbaulTage  >  du  Oiclionnaire  dti  arii  ii  innnu/acfNrei,  que  tm  plu 
modestes  sont  de  loin  les  plus  recoin  manda  blés. 


-  295  -  M. 

>  appliqué  presque  nulle  part,  ce  qui  pourrait  se  faire  dans 
»  toutes  les  cheminées  à  peu  de  frais,  sans  changer  leurs  dimen- 

>  sîons  et  le  mode  de  ramonage  habituel. 

»  Ce  qu'il  y  a  de  mieux  pour  les  maisons  d'habitation  sont  les 
»  cheminées  en  briques  à  section  circulaire  de  M.  Gourlier  ;  ces 
»  cheminées  placées  dans  Tintérieur  des  murs  n'en  augmentent 
»  pas  l'épaisseur  et  n'en  diminuent  pas  la  solidité;  elles  peuvent 
»  se  ramoner  facilement  en  y  promenant  un  fagot  d'épines  atta- 
»  ehé  par  les  devix  bouts  à  des  cordes  de  la  longueur  de  la  che- 
m  minée.  »  (Voir  Dictionnaire  des  arts  et  manufactures  et  de 
i'agrirulturej  par  Ch.  Laboulaye,  à  l'art.  «  cheminée.  >) 

Observations. —  Autant  que  faire  se  peut,  il  convient  de  donner 
ji  chaque  cheminée  son  tuyau  séparé,  car,  en  prenant  un  tuyau 
€M>inmun  pour  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  cheminées,  il 
serait  à  craindre  que  le  tirage  ne  laissât  à  désirer,  le  manque  ou 
la  di£Bculté  de  tirage  de  l'une  d'elles  se  faisant  généralement 
sentir  pour  les  autres. 

Enfin,  les  tuyaux  des  cheminées  doivent  toujours  être  le  plus 
droits  possible. 

*ie  sais  bien  que  la  verticalité  parfaite  n'est  parfois  pas  réali- 
sable, puisque  Ton  peut  devoir  dévoyer  ces  tuyaux  pour  les  faire 
déboucher  dans  la  même  souche;  mais,  dans  ce  cas,  il  est  indis- 
pensable que  les  changements  de  direction  présentent  les  rac- 
cords les  moins  brusques  possible. 
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Des  cheminées  d*usines. 

Ces  cheminées  peuvent  être  ramenées  à  quatre  types  distincts  : 
elles  sont  cylindriques,  tronc-coniques,  prismatiques  ou  tronc- 
pyramidales,  leur  section  droite  pouvant,  dans  ces  deux  derniers 
cas,  être  carrée^  hexagonale  ou  octogonale. 

Les  sections  carrée  et  circulaire  sont  les  plus  usuelles;  les 
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aulrps  ne  se  renconirent  cjue  rarement.  Comme  exemples  de  ces 
dernières.  Je  citerai  une  lies  cheminées  des  forges  de  DloomâeM 
à  Tipton,  dans  la  province  de  StafTordshtre,  en  Angleterre,  don! 
la  forme  esl  hexagonale,  et  une  des  cheminées  des  ateliers  ilc 
constniclion  de  machines  de  Chemniu,  en  Saxe,  doni  la  fr 
esl  octogonale. 

A  l'inlérieiir  les  cheminées  <l'us{nes  présenienl  généraltmi 
ta  même  forme  qu'à  l'exiérieur. 


De  la  section  hboite  la  plus  avantageuse  au  point  de  vue  de 
STABILITÉ.  —  Au  point  (le  vue  de  IVconomîe  du  combustible, 
section  droite  d'une  cheminée  est  indifférente;  sous  le  rapport 
de  Ib  stabilité,  au  contraire,  la  se<?lion  circulaire  est  évidemment 
celle  qui  doit  être  préférée  à  toutes  les  autres  comme  offrant  !■ 
même  résistance  pour  toutes  les  orientations  de  la  poussée  d 


M 


En  outre,  comme  le  cercle  est  la  ligure  qui,  sous  le  même 
péi'imétrc,  présenie  l'aire  maximum,  il  esl  également  la  forme  la 
plus  convenable  sous  le  rapport  du  tirage,  vu  que  la  résistance 
duc  au  frottement  du  courant  ascensionnel  d'air  chaud  contre 
parois  internes  est  inversement  proportionnelle  à  la  surface  de. 
sei-iion  et  dircctemcnl  proportionnelle  à  son  périmètre 


Profil  LOHfiiTUDiHAL.  —  Les  très  petites  cheminées  d'i 
peuvent  être  prismatiques  ou  cylindriques,  c'csl-à-dire  préscni 
la  même  section  sur  toute  leur  hauteur,  tant  à  l'exiérieur  qui 
l'intérieur.  Mais  pour  les  grandes  cheminées  des  générateurs  à 
vajieur,  il  convient  d'adopter  la  forme  pyramidale,  au  moM 
estérieuremcnl,  afin  de  leur  donner  plus  de  stabilité.  ■ 

Les  maçonneries  ont  ordinairement  à  leur  sommet  une  épaij^ 
scur  d'une  demi-brique  ou  d'une  brique,  soit  (pour  les  briques 
de  l'Escaut)  O-.IS  et  0-,24;  le  fruit  extérieur  varie  de  0",02*  i 
0",030  par  mètre  et  celui  intérieur  de  O-.OOO  à  0-,0(8. 

La  raison  de  cette  variabilité  est  facile  à  saisir:  c'est  que  I'od 
doit  avoir  à  la  base  de  la  cheminée  une  épaisseur  telle  qu'elle 


1 


corresponde  à  ii 


mbre  exact  de  demi-briques,  e'est-à-dirsk 
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un  multiple  exact  de  O"',!^.  Quant  à  cette  épaisseur,  elle  est 
égale  à  O'^JS  plus  la  différence  des  pentes  extérieure  et  inté- 
rieure multipliée  par  la  hauteur  de  la  cheminée.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  une  cheminée  de  40  métrés  de  hauteur  avec  une 
épaisseur  au  sommet  d*une  demi-brique  et  des  pentes  de  0"',03 
extérieurement  et  de  O'^yOl  8  intérieurement,  Tépaisseur  à  la  base 
devra  être  de  0'",12  +  40  fois  la  différence  0'",012  des  pentes, 
c'est-à-dire  de  0™,60  ou  de  2  7i  briques. 

Le  vide  intérieur  est-il  prismatique,  Tépaisseur  croit  simple- 
ment avec  la  pente  extérieure.  Celle-ci  étant  égale  à  0'",030, 
répaisseur  à  la  base  pour  40  métrés  de  hauteur  sera  de 

0»,«  2  -^  40  X  0'»,030  =  i  ",32, 

soit  de  5  7>  briques. 

Enfin,  si  on  établit  la  cheminée  de  40  mètres  avec  une  pente 
à  Textérieur  de  O'^yOSO  par  mètre  et  une  épaisseur  à  la  base  de 
2  briques,  c'est-à-dire  de  0'',48,  la  penfe  à  Tintérieur  sera  la  dif- 
férence 1  ",32  —  0",48  =  0"*,84  entre  l'épaisseur  sans  pente  inté- 
rieure et  l'épaisseur  avec  pente,  divisée  par  la  hauteur. 

Ce  sera  conséquemment 


0-,84      ^ 
--  =  0,021. 


Parfois,  afin  d'éviter  la  main-d'œuvre  provenant  de  la  taille 
que  nécessitent  pour  les  briques  les  formes  tronc-pyramidale  et 
tronc-conique,  on  exécute  les  cheminées  par  tronçons  prisma- 
tiques superposés  de  section  variable.  On  ne  doit  toutefois  pas  se 
faire  illusion  à  Fendroit  de  la  valeur  réelle  de  celte  solution  :  si 
cette  manière  d'opérer,  outre  qu'elle  a  tous  les  mérites  d'une 
heureuse  échappatoire  au  point  de  vue  de  la  complication  du 
travail  du  maçon,  est  encore  par  là  même  plus  économique,  par 
contre  elle  ne  donne  ni  autant  de  gracieuseté,  ni  autant  de  résis- 
tance que  les  formes  tronc-pyramidale  et  tronc-conique. 

On  rencontre  aussi,  mais  beaucoup,  plus  rarement,  des  chemi- 
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nées  d'une  forme  pareille  à  eelle  des  pliares,  c'esl-i-dire  donlli 
profil  se  rapproche  plus  ou  moins  de  celui  d'égale  résistance  par 
compression,  que  la  naliire  dessine  au  tronc  des  arbres. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  cetie  allure  csl  très  avantageuse: 
âous  le  rapport  de  la  résistance  à  la  poussée  du 

Enfin,  dans  certains  pays,  ou  a  parfois  construit  des  cheminées 
de  forme  véritablemenl  bizarre.  Un  remarquable  exempte  nous 
en  est  fourni  par  la  cheminée 
des  ateliers  de  réparation  des 
locomotives  de  l'Ooesi  de 
Philadelphie  (voir  The  Pen- 
tylvatiia  Hailroad,  par  James 
Dredge,  Londres),  dont  la 
section  droite  est  un  polygoM 
régulier  étoile  à  1 6  càtés  (vog 
fi|{.  K  ci-contre). 

Il  saute  aux  yeux  que  ces 
constructions   d'allure   tour- 
mentée n'ont  absolument  aii-_ 
cune  espèce  d'avantages;  i 
outre  qu'elles  sont  très  coûteuses  d'établissement  à  cause  de 
façon  il  donner  aux  briques,  elles  ne  présentent  pas  la  mém 
résistance  pour  toutes  les  orientations  de  la  poussée  du  vent  t 
sont  d'un  goût  douteux  au  point  de  vue  architectural. 

Les  cheminées  de  fabriques  se  composent  ordinairement  dé 
trois  parties  distinctes,  savoir  :  d'un  socle  ou  soubassement,  d'un 
fût  et  d'un  cJiapiteati,  Quelquefois  cependant  elles  ne  compor- 
tent qu'un  fût  surmonté  d'un  chapiteau. 

Le  socle  présente  le  plus  souvent  une  forme  carrée  et  se  ti 
mine  fi  sa  partie  inférieure  par  une  plinthe  et  è  sa  partie  supd 
rieure  par  une  corniche  plus  ou  moins  moulurée.  On  en  trouviJ 
aussi,  mais  plus  rarement,  de  forme  hexagonale,  octogonale  0 
circulaire. 

Sur  le  socle  est  élevé  le  fut,  lequel  est  couronné  d'un  chapi 
leau  plus  ou  moins  orné. 

Ces  diverses  parties  doivent  être  conçues  de  r 
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dans  leur  ensemble,  Taspect  le  plus  gracieux  possible  sous  le 
rapport  architectonique.  Le  chapiteau  surtout  doit,  à  cet  égard, 
fixer  Tattention  des  constructeurs  ;  comme  il  est  destiné  à  être 
vu  à  une  grande  hauteur,  il  ne  faut  pas  craindre  de  lui  assigner 
des  dimensions  un  peu  fortes,  l'exagération  apparente  sur  le  des- 
sin ne  devant  pas  manquer  de  disparaître  en  exécution. 

Matériaux  employés.  —  Les  cheminées  d'usines  se  construi- 
sent presque  toujours  en  briques;  ce  n'est  guère  que  dans  les 
r^ons  où  Ton  dispose  en  abondance  de  grès  ou  de  calcaires  bien 
résistants  et  homogènes  qu^on  les  exécute  parfois  avec  ces  der- 
niers matériaux. 

La  pierre  de  taille  est  réservée  pour  les  parties  moulurées, 
telles  que  la  corniche  et  la  plinthe  du  soubassement  et  le  cou- 
ronnement du  fût. 

Le  liant  adopté  pour  sceller  les  briques  ou  les  moellons  est  un 
mortier  préparé  à  la  chaux  et  au  sable  fin. 

Si  les  maçonneries  devaient  pouvoir  résister,  à  Tintérieur  de 
la  cheminée,  à  des  températures  très  hautes,  par  exemple  à  500*" 
de  chaleur,  il  serait  prudent  d'employer  des  briques  réfractaires. 

Précautions  a  prendre  dans  l'exécution  des  maçonneries.  — 
L'on  ne  saurait  entourer  d'assez  de  soins  la  construction  des 
hautes  cheminées  d'usines,  non  seulement  parce  qu'il  s'agit  de 
vraies  maçonneries  de  luxe,  mais  encore  et  surtout  parce  qu'elles 
ont  à  résister  aux  pressions  parfois  très  considérables  qu'elles 
éprouvent  avec  certains  vents  régnants. 

Comme  M.  C.-F.  Morice  de  la  Rue,  ingénieur  des  Ponts  et 
Chaussées,  le  fait  remarquer  dans  son  beau  et  intéressant  mémoire 
sur  le  nouveau  phare  de  Barfleur  (voir  Annales  des  Ponts  et 
Chaussées,  année  1834,  1*^  sem.),  «  la  stabilité  des  phares  et 
•  cheminées  dépend  principalement  de  l'horizontalité  et  du  con- 
»  tact  plus  ou  moins  parfait  des  différentes  assises  ainsi  que  de 
»  leur  exacte  symétrie  par  rapport  à  leur  axe.  » 

Cela  se  comprend  d'autant  plus  facilement  que  les  édifices  en 
question  sont  la  plupart  du  temps  exécutés  à  l'aide  de  matériaux 
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de  petites  dimensions  et  qu'ils  olTreiil  par  conséqueni  un  nombre 
de  joints  considérable. 

Il  importe   donc,  si   Ion    veut   échapper  à   de  regretiablet 
mécomptes,  d'élever  les  maçonneries  d'une  façon  bien  régulière 
et  avec  des  matériaux  d'une  liomogéuéité  aussi  parfaite  que  po»> 
sible.  Sans  cette  précaution,  on  s'expose  à  voir  se  produire  ikfl 
tassements  inégaux  et  par  suite  des  disjonctions  el  peut-éifl 
même  la  ruine  entière  de  la  cheminée.  ■ 

Les  architectes  ne  sauraient  trop  non  plus  se  pénétrer  des 
dangers  qu'il  y  a  à  allier  dans  les  maçonneries  la  brique  à  la 
pierre  de  taille.  Aujourd'hui  on  est  devenu  très  eoutumier  du 
fait  en  raison  de  l'heureux  effet  décoratif  qui  en  résulte;  mais  il 
est  certain  qu'il  est  difficile,  à  moins  de  précautions  toutes  parti- 
culières, d'obtenir  de  la  sorte  des  tassements  réguliers  pour  les 
diverses  assises. 

De  nombreux  exemples  sont  là  pour  attester  ce  que  nous 
avançons. 

La  partie  de  la  construction  qui  réclame  le  plus  de  soins, 
sont  indubitablement  les  fondations.  On  trouvera  plus  Ioîd  qi 
ques  indications  au  sujet  des  conditions  auxquelles  elles  doivi 
satisfaire. 

Pour  le  moment,  bornons-nous  à  citer  comme  modèle 
genre,  les  fondations  de  la  cheminée  construite  en  Angleterre 
par  le  célèbre  ingénieur  Robert  Stephenson  pour  la  cliaudiêre 
des  deux  machines  ûxes,  de  la  force  collective  de  J2  chevaux, 
servant  à  remonter  les  trains  sur  le  plan  incliné  de  Hanipstcad, 
sur  le  chemin  de  fer  de  Londres  à  Birmingham,  prés  de  Cams- 
den.  Biles  comportent  un  puissant  massif  A  en  pierres  de  taille 
de  forme  carrée,  mesurant  y^.^O  de  côlé  sur  1°,80  de  hauteur; 
ce  massif  est  surmonté  d'un  tronc  de  pyramide  en  briques  B, 
ayant  à  la  base  5°* ,70  de  côté,  dans  lequel  débouche  le  oarncau 
de  la  chaudière  et  qui  porte  un  prisme  quadrangulaire  C  de 
3  mètres  de  côté,  pareillement  en  briques,  sur  lequel  est  moni 
le  fut  dont  la  partie  inférieure  se  raccorde  par 
3S  mètres  de  rayon  avec  la  partie  moyenne. 

On  remarquera  que  l'épaisseur  de  cette  cheminée  va  en  croi| 


nous 
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sant  à  mesure  qu  on  se  rapproche  de  la  base  :  profil  très  ration- 
ne\y  attendu  que  la  construction  doit  pouvoir  résister  aux  coups 
de  vent  et  à  Faction  des  gaz  chauds  qui  y  affluent. 

Mesures  préventives  contre  l'infiltration  des  eaux  pluviales 

DANS  les  maçonneries  ET  CONTRE  LE  FOUDROIEMENT.  —  Afin  d'évitCr 

rinfiltration  des  eaux  pluviales,  on  recommande  de  couronner  le 
fut  des  cheminées  d'un  chapiteau  en  fonte  ou  en  pierre  de  taille. 
Parfois  ce  chapiteau  s'exécute  en  briques,  comme  le  restant  de 
la  construction;  mais  alors,  à  moins  qu'on  n'ait  soin  de  le  recou- 
vrir d'une  feuille  de  tôle,  il  n'a  d'autre  raison  d'être  que  comme 
ornement. 

Dans  tous  les  cas,  on  ne  perdra  pas  de  vue  le  danger  que 
présentent  les  chapiteaux  trop  massifs,  à  cause  des  oscillations 
que  le  fût  tend  à  effectuer  à  la  faveur  des  chocs  que  lui  impri- 
ment les  ouragans;  car  tout  le  monde  sait  qu'à  l'instar  des 
arbres,  les  cheminées  d'usines  sont  animées,  pendant  les  tem- 
pêtes, d'un  mouvement  de  balancement  d'autant  plus  sensible 
que  leur  élévation  est  plus  considérable.  Toutefois,  nous  devons 
ajouter  que  les  exemples  de  lézardes  engendrées  dans  ces  cir- 
constances sont  rares,  ce  qui  dénote  que  les  oscillations  préci- 
tées n'ont  qu'une  très  faible  amplitude  relativement  à  la  hauteur 
de  ces  édifices. 

Les  renseignements  contenus  dans  le  mémoire  de  M.  l'ingé- 
nieur des  Ponts  et  Chaussées  Léonor  Fresnel  (voir  Annales  des 
Ponts  et  Chaussées^  année  1831,  2*  sem.)  ne  laissent  d'ailleurs 
place  à  aucun  doute  à  ce  sujet. 

Si,  cependant,  Touragan  s'attaquait  avec  fureur  à  des  maçon- 
neries encore  à  moitié  fraîches  et  incomplètement  homogènes, 
les  choses  pourraient  se  passer  différemment.  Car  bien  que, 
d'après  les  constatations  faites  par  M.  Fresnel,  les  oscillations 
dont  il  s'agit  ne  soient  accompagnées  d'aucune  de  ces  trépida- 
tions ou  vibrations  rapides  que  peut  imprimer  le  choc  d'un  corps 
dur  ou  des  vagues,  rien  ne  garantit  que,  dans  ce  cas,  il  ne  se 
produirait  pas  un  dérangement  relatif  permanent  dans  les  élé- 
ments de  la  construction. 

VII.  20 
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Ce  triste  effet  de  tempête,  on  a  eu  à  Tenr^istrer  pour  le  phare 
du  Planier,  bAti  en  1837  par  M.  Tingénieur  en  chef  direetenr 
des  Ponts  et  Chaussées  Garelli,  à  Tentrée  de  la  rade  de  MarseOle. 
Au-dessus  du  chapiteau,  les  constructeurs  fixent  générale- 
ment, à  Paide  de  quelques  pattes,  une  plaque  en  fonte  de  dûnen- 
sions  supérieures  à  celles  du  tuyau  de  la  cheminée.  La  aeok 
précaution  à  prendre  dans  Texéeution  de  ce  travail,^c*eBl  de  ne 
pas  trop  rapprocher  la  plaque  de  Torifice  de  la  cheminée,  sinon 
on  créerait  une  trop  grande  résistance  à  la  sortie  du  courant  de 
fumée. 

Diaprés  M.  Bédé,  on  peut  être  certain  qu  on  se  trouvera  dans 
de  bonnes  conditions  en  adoptant  pour  les  pattes  une  hauteor 
égale  à  la  moitié  du  cété  où  du  diaméure  du  susdit  orifioe. 

En  ce  qui  concerne  l'effet  utile  de  la  plaque  qui  nous  oocopei 
il  est  double;  d*abord  elle  s'oppose  à  ce  que  la  pluie  tom|l>e  chfii 
la  cheminée,  ce  qui  nuirait  considérablement  au  tirage  et,  m 
second  lieu,  elle  neptralise  complètement  Faction  du  vent  sur  le 
tirage. 

«  On  peut  démontrer  que  le  yent  ne  contrarie  Técoulement  de 
»  la  fumée  que  lorsqu'il  souffle  verticalement  de  haut  en  bas. 
»  Lorsqu'il  agit  horizontalement,  il  augmente  la  vitesse  du 
courant  de  fumée  en  même  temps  qu'il  l'incline,  de  sorte  que 
la  colonne  qui  s'échappe  en  une  seconde,  au  lieu  d'être  un 
prisme  droit,  est  un  prisme  oblique  de  même  base  et  de  même 
hauteur. 

•  Lorsque  le  vent  souffle  verticalement  de  bas  en  haut,  il  ne 
peut  évidemment  qu'activer  le  tirage;  ce  ne  sera  que  lorsqu'il 
soufflera  de  haut  en  bas  qu'il  sera  opposé.  Si  sa  direction  est 
partielle,  on  la  déterminera  en  décomposant  sa  vitesse  oblique 
en  deux  vitesses,  Tune  horizontale  sans  influence,  l'autre  ver- 
ticale agissant  seule. 

»  En  résumé,  quelle  que  soit  la  direction  du  vent,  la  plaque 
horizontale  placée  au-dessus  de  l'orifice  empêchera  toute 
influence  nuisible  sur  le  tirage  et  Ton  doit  sëtonner  de  ne 
pas  voir  généralement  appliquer  un  appareil  aussi  simple  qui, 
dans  des  circonstances  fréquentes,  produira  une  économie  de 


—  303  —  19. 

>  combustible  plus  grande  que  bien  d*aiitrcs  appareils  moins 
»  modestes.  »  (Voir  Bède,  Sur  Vessai  de  combustible,  pp.  S6-57.) 
Comme  les  hautes  cheminées  d*usines  sont  exposées  à  être 
frappées  par  la  foudre,  il  est  recommandable  de  les  pourvoir 
d'un  paratonnerre  dont  la  chaîne  va  se  perdre  dans  le  sol  après 
avoir  longé  leurs  parois  intérieures  ou  extérieures. 

Mode  d'exécution.  —  La  construction  des  cheminées  d'usines 
est  un  travail  des  plus  délicats  et  qui  réclame  des  ouvriers  par- 
faitement exercés  au  métier. 

Voici  la  façon  dont  on  procède  habituellement  pour  élever  le 
fût  :  k  chaque  ^s  de  mètre  environ,  à  mesure  que  le  travail 
avance,  on  fixe  dans  les  maçonneries  des  barreaux  en  fer,  qui 
permettent  aux  maçons  de  monter,  et  permettront  plus  tard 
d'avoir  commodément  accès  dans  la  cheminée,  soit  pour  la  répa- 
rer^ soit  pour  la  ramoner. 

De  distance  en  distance,  les  ouvriers  ménagent  des  boulins 
dans  les  maçonneries,  de  manière  à  pouvoir  y  encastrer  les 
abouts  des  planchers  m ,  n^  o .  Ces  planchers  sont  traversés 
suivant  leur  axe  par  un  montant  vertical  terminé  à  sa  partie 
supérieure  par  une  sapine  simple  ou  double,  servant  à  monter  les 
caisses  remplies  de  pierres  et  de  mortier. 

Inutile  de  dire  que  l'assemblage  du  montant  dans  les  trois 
planchers  précités  doit  se  faire  solidement. 

Une  fois  que  l'ouvrage  est  suffisamment  avancé  au-dessus  du 
plancher  supérieur,  on  démonte  le  plancher  inférieur  et  on  le 
reporte  sur  les  maçonneries  de  façon  à  le  faire  devenir  plan- 
cher supérieur,  en  même  temps  on  relève  le  montant  et  on 
l'engage  par  son  pied  dans  le  plancher  n. 

C'est  par  une  série  d'opérations  de  ce  genre  que  Ton  arrive 
jusqu'au  sommet. 

On  se  sert  quelquefois  aussi,  pour  exécuter  les  maçonneries, 
d'un  échafaudage  extérieur. 

•  Lorsque  les  cheminées  ont  un  large  diamètre,  il  est  plus 
expéditif  de  faire  le  levage  des  matériaux  à  l'intérieur  même, 
dans  la  partie  centrale,  à  l'aide  d'un  treuil  que  l'on  commande  à 
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bras  d^hommes  ou  par  tine  locomobile.  On  n*a  cependant  que 
rarement  recours  à  ces  moyens  mécaniques,  parce  qu*il  est  bon 
de  n*avoir  en  haut  qu*un  seul  maçon,  pour  obtenir  partout  des 

m 

assises  régulières  et  assurer  à  Tédifice  une  grande  solidité  parla 
lenteur  relative  avec  laquelle  on  le  monte  en  ce  cas. 

Quand  on  exécute  Fouvrage  trop  prestement^  il  arrive  ordinai^ 
rement  que  le  mortier  fait  prise  moins  vite  k  la  face  intérieure 
qu*à  la  face  extérieure,  laquelle  est  directement  exposée  au  vent 
et  aux  courants  d'air  :  d*où  résulte  que  la  maçonnme  se  con- 
tracte d*une  façon  plus  sensible  de  ce  dernier  côté  que  de  I  autre 
et,  par  suite,  la  cheminée  prend  alors  un  dévers  plus  ou  moins 
prononcé,  pouvant  atteindre,  dans  certains  cas,  jusque  0",40  el 
même  0%50.  Si  donc,  pour  des  raisons  particulières,  on  était 
forcé  de  conduire  le  travail  avec  célérité,  il  serait  indispei»ab|e 
de  ne  mettre  en  œuvre  que  des  mortiers  de  ciment  à  prise  aussi 
rapide  que  possible. 

Il  se  peut  que,  nonobstant  toutes  les  précautions  employées,  la 
cheminée  donne  du  nez  après  TexécutioD;  si  ce  fait  vient  à  se 
produire,  il  n'y  a  qu'un  seul  remède  :  c*est  de  pratiquer  un  Irait 
de  scie  à  la  surface  convexe,  sur  la  demi-circonférence,  d'autant 
de  joints  que  de  besoin.  Par  cet  artifice,  en  diminuant  la  hau- 
teur d'une  moitié  du  fût,  on  produira  un  léger  tassement  qui 
aura  pour  effet  de  remettre  la  cheminée  d'équerre  sur  le  sol. 

Main-d'(»:uvre.  —  En  fait  de  main-d'œuvre,  on  compte  géné- 
ralement sur  10  heures  pour  exécuter  un  mètre  cube  de  maçon- 
nerie dans  le  cas  des  grosses  cheminées  et  sur  14  heures  pour 
les  petites. 

D'après  les  renseignements  fournis  par  le  Dictionnaire  des 
arts  et  manufactures  de  M.  Gh.  Laboulaye,  «  un  bon  ouvrier, 
»  aidé  d'un  manœuvre  qui  lui  passe  les  briques  et  le  mortier, 
»  peut  élever  en  quelques  semaines  une  cheminée  de  13  mètres 
»  de  hauteur,  ayant  de  diamètre  à  la  base,  extérieurement 
»  1"*,70  et  intérieurement  0",80  el,  au  sommet,  extérieurement 
»  0",70  et  intérieurement 0",50  ». 

Le  cube  de  la  maçonnerie  oscille  aussi  dans   la   pratique. 
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entre  des  limites  assez  larges;  cependant  on  peut,  pour  des 
estimations  approximatives,  compter  en  moyenne  sur  l^^^  par 
cheval-vapeur  pour  des  cheminées  de  générateurs  à  vapeur  d'une 
force  de  25  à  30  chevaux  et  sur  1"",500  à  partir  de  200  chevaux. 

Calculs  de  stabilité.  —  Hypothèses  admises.  —  Dans  les 
calculs  qui  vont  suivre  : 

V  II  sera  fait  abstraction  des  saillies  des  parties  moulurées. 
2"  Il  sera  fait  abstraction  de  la  diminution  de  résistance  résul- 
tant de  la  flexiçn  des  cheminées.  Outre  que  Ton  manque  des 
données  nécessaires  pour  déterminer  la  déviation  au  sommet,  il 
est  évident  que  Ion  peut  ne  pas  en  tenir  compte  sans  influer 
d'une  manière  sensible  sur  la  valeur  des  coetïïcients  de  stabilité. 
S""  On  supposera  que  la  rupture  des  maçonneries  sous  Teffet 
du  vent  se  produit  suivant  un  plan  de  joint,  c'est-à-dire  suivant 
une  surface  horizontale. 

Remarquons  ici,  en  passant,  iivec  M.  Tingénieur  en  chef 
Léonor  Fresnel,  que  «  si  l'adhérence  des  diverses  assises  de 
maçonnerie  était  nulle,  la  rupture  ne  devrait  pas  s'opérer 
horizontalement.  Comme  dans  les  murs  de  soutènement, 
elle  aurait  lieu  alors  suivant  une  section  oblique  dont  Fincli- 
naison  se  déterminerait  par  la  condition  que  le  rapport 
entre  le  moment  de  Teffort  du  vent  et  le  moment  du  poids  du 
solide  supérieur  à  cette  section  fût  un  maximum.  Mais,  dans 
la  plupart  des  hautes  cheminées,  Tagencement  des  maté- 
riaux et  Tadhérence  des  mortiers  sont  tels  que  la  section  de 
rupture  doit  être  moins  inclinée  que  dans  les  murs  ordinaires 
de  soutènement.  » 
En  admettant  l'horizontalité  parfaite  des  sections  de  rupture, 
nous  n'affecterons  pas  sensiblement  la  valeur  des  coefficients  de 
stabilité  et  nous  éviterons  du  coup  une  grande  complication 
de  calculs. 

La  détermination  des  sections  de  plus  facile  rupture  présente 
généralement  un  problème  de  minima,  dont  la  solution  directe 
entraînerait  des  calculs  très  laborieux;  mais,  fort  heureusement, 
la  situation  de  cette  section  s'indique  presque  d'elle-même  dans 
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la  majorilé  des  cas,  ou  peuL  se  découvrir  aisément  par  quelque» 
essais  de  fausse  position. 

Fixons  les  idées  par  un  exemple  ;  soil  (fig.  6)  une  cheminée 

exéeuiée  en  nialériuux  honio- 

jïtïnes,  de  forme  Ironc-conique 

er  donl  le  vide  iniérieur  soïtJ 

c>lindriqiie  el  de  même  skI 

que  lu  surfaee  extérieure. 

Appelons 
f>  le  rayon  du  vide  inlérieurj 
:    répaijseur   de    l'assise 

couronnement; 
a  la  pente  par  mètre  courant^ 

du  profil  exiérieiir; 
j-  la  disiaiiee  verticale  entre  b 
pian  de  rupture  et  le  de*>f 
sus  du  couronnement; 
p'  le  rayon  de  la  section  cor- 
respondante au  plan  de 
ruplure; 
il  la   surface   de    la    secuai 
méridienne   du    trom 
ABCD  de  cheminée  siiuj 
au-dessus    du    plan   da 
rupture  ; 
ï    la   distance  du   centre  < 
pression  au  plan  de  run 
ture; 
n  le  poids  du  mètre  eube  des  maçonneries  ; 
Q  la  pression  totale  du  venl  sur  le  tronçon  ABCD. 
Le  momcni  sollicilanl   M,  el  le  m 
respeelivcmenl  pour  expression  : 

M,=  Qj  =  -xO,HQu'X: 


-XO,H«'Xi(t-H|.  +  p')- 


enl 

résislanl  M 

au 

2f 

*«( 

-i-fl 

»( 

+  fl 

+  v 

Se' 

.  M, 

*p) 

2(, 

*p) 

^v 

■ 
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u  étant  la  vitesse  du  vent  exprimée  en  mètres  par  seconde,  et 


M,-n,7r.jl[(p +  .)•■*■  p" -^  P'(P-*- *)]~p'j*p'. 


ou,  après  développement  et  simplification, 


M,=  -  X  0,03G7  wV  [p'  -f-  2  (€  -H  /))], 


et 


M,  =  n.  -  X  [eY  -f-  Î2fpp'  -t-  /»''  -4-  pp'*  -f-  p'*e  —  VpI 
3 


Le  coefficient  de  stabilité  aura  donc  pour  expression 


n .  -  X  (f'p'  -^  2fpp'  -f-  p'*  -*-  /)/*  -t-  p'*f  —  2pV) 

-  X  0,0367  mV  (p'  -+-  !>€  -♦-  2,-) 
3 


ou  bien,  en  remarquant  que  p'  =  p 


^  -*-  ax, 


S 


nir  I  a  V 


«.. 


4a*p 


X' 


Dap' 

6«» 

12afp 


X  "^  6p*i  ■+■  9f*p  -+-  3e* 


0,0734  u*x  [3p  -t-  3e  -f-  aa] 


Cela  posé,  pour  avoir  la  valeur  minima  de  S,  il  suffit  d'égaler 
à  zéro  la  dérivée  prise  par  rapport  à  x  de  la  fraction  ci-dessus, 
en  observant  que  les  quantités  s,  p,  II,  77  et  u  sont  des  constantes  ; 
il  vient  ainsi  : 
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6**  La  pression  du  vent  sera  supposée  se  répartir  uniforme- 
ent  et  agir  en  chaque  point  normalement  à  la  facette  élémen- 
^^  ire  frappée. 

Poussée  totale  Q  du  vent  sur  une  surface  donnée.  —  I.  Cas 
^  "^^ne  surface  plane.  —  Il  est  admis  que  la  pression  dQ,  en 
^  £  logrammes,  du  vent  sur  un  élément  plan  dQ,  normalement 

ippé  a  pour  expression 

dQ=0,i1  rfQ.M*, 

ti  II  est  la  vitesse  du  vent  exprimée  en  mètres  par  seconde  et 
dû  est  exprimé  en  fonction  du  mètre  carré  comme  unité. 
On  aura  donc  pour  la  pression  Q  sur  une  surface  plane  Q, 

Q  =  0,HûM«. 

IL  Cas  d'une  surface  cylindrique,  —  On  démontre  que  la 
pression  du  vent  contre  un  cylindre  droit  frappé  horizontalement 
est  égale  aux  '/s  de  la  pression  qui  s^excrcerait  sur  une  section 
méridienne  du  cylindre  frappée  normalement. 

Cette  pression  a  donc  pour  expression 

2 
Q==-  X  0,i  !  n  u'  =  0,67  X  0,1 1  ûi«'. 
3 

D'après  les  expériences  qui  ont  été  faites,  cette  valeur  excède 
la  valeur  réelle  de  la  poussée,  et  le  coefficient  0,67  devrait  être 
réduit  à  0,57.  Nous  adopterons  néanmoins  le  premier  de  ces  fac- 
teurs, ce  qui  ne  donnera  lieu  à  aucun  inconvénient,  vu  qu'il  n'en 
résultera  pour  les  cheminées  qu'une  plus  grande  stabilité. 

III.  Cas  des  surfaces  tronc-coniques.  —  Pour  les  surfaces 
tronc-coniques  des  phares  et  des  cheminées  la  conicité  est, 
somme  toute,  très  faible  :  c'est  pourquoi  on  peut,  sans  affecter 
sensiblement  la  valeur  des  coefficients  de  stabilité,  admettre  que 
la  poussée  du  vent  est  encore  égale,  dans  ce  cas,  aux  ^/s  de  la 


U.  —MO  ^ 


'     ) 


poassée  qui  s^ezercerait  sur  la  seetion  méridienne  frappée  nor- 
malement 

L'expression  que  nous  adopterons  pour  là  pression  du  ftm 
sera  donc  la  même  que  pour  une  surface  cylindrique,  soit 


Q=-XO,H  Xû.ti'. 
3 

Observatiùn.  —  D'après  Thypothèse  6  admise  ci-dessus, 
faction  totale  du  vent  peut  toujours  être  ramenée  à  une  force 
unique  ayant  son  centre  de  pression  en  coïncidence  avec  le 
centre  de  figure  de  la  surface  plane  ou  de  la  section  méridienne 
dont  il  vient  d'être  question. 

Valeur  de  u  vitesse  u.  —  On  adopte  généralement  pour  les 
phares,  d'après  M.  Fingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées 
Augustin  Fresnel,  Fauteur  du  projet  du  phare  de  Belle-Ile,  une 
vitesse-limite  de  vent  de  50  mètres  par  seconde,  vitesse  qui  excède 
d'un  neuvième  celle  des  plus  violents  ouragans  mentionnés  dam 
V Annuaire  du  bureau  des  longitudes,  année  1818. 

Pour  les  hautes  cheminées  complètement  isolées  et  construites 
dans  des  régions  où  sévissent  de  fortes  tempêtes,  il  est  prudent 
d'assigner  è  u  la  même  valeur  de  50  mètres  par  seconde. 

Lorsqu'il  s'agit,  au  contraire,  de  cheminées  bâties  à  l'intérieur 
des  terres,  il  suffit  de  compter  sur  une  vitesse  de  40  mètres. 
Cette  vitesse  a  été  atteinte  entre  Narbonne  et  Perpignan,  le  long 
du  golfe  de  Lyon,  où  le  27  février  1860  deux  trains  ont  été  ren- 
versés presque  simultanément  par  le  mistral.  (Annales  des  Panis 
et  Chaussées,  SiTï.  1864,  2"*sem.,  p.  68,  et  Ann,,  1868, 1*"'  sem., 
p.  219.) 

Le  même  fait  s'est  produit  le  19  janvier  1862,  à  la  station  de 
Leucate,  il  est  vrai,  pour  des  wagons  vides,  mais,  d'après  un 
calcul  fait,  le  renversement  de  ces  véhicules  n'en  suppose  pas 
moins  une  pression  de  160  kilogrammes  environ  par  mètre 
carré,  ce  qui  correspond  à  une  vitesse  de  vent  supérieure  à 
38  mètres  par  seconde. 
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En  Belgique,  lors  de  l^ouragan-cyelône  du  13  mars  1876,  on 
a  relevé  à  TObservatoire  de  Bruxelles  une  pression  de  Hi  kilo- 
grammes par  mètre  carré,  soit  une  vitesse  de  vent  de  plus  de 
36  mètres  par  seconde. 

Certains  ingénieurs  et  architectes,  considérant  que  les  vitesses 
précitées  sont  tout  à  fait  exceptionnelles,  et  que  les  mortiers 
ont  donc  de  grandes  chances  d^avoir  fait  complètement  prise 
ayant  que  la  première  tempête  un  peu  violente  ne  se  déchaîne, 
estiment  qu'on  peut  s'en  tenir,  pour  le  calcul  des  dimensions  des 
cheminées  situées  à  Tintérieur  des  terres,  à  une  pression  de  vent 
de  130  kilogrammes  par  mètre  carré,  soit  à  une  vitesse  de 
34  mètres  environ  par  seconde.  Nous  ne  les  suivrons  pas  dans 
cette  voie  aléatoire  et  nous  supposerons  constamment  u  = 
M  mètres. 

Avant  d'entamer  les  calculs  de  stabilité,  il  nous  reste  à  pré- 
senter une  observation  au  sujet  des  cheminées  à  section  carrée. 
Pour  ces  cheminées,  le  vent  peut  avoir  deux  orientations  dis- 
tinctes :  il  peut  souffler  perpendiculairement  ou  obliquement  à 
i*une  des  faces.  Comme  il  serait  facile  de  le  démontrer,  c'est  la 
première  de  ces  orientations  qui  est  la  plus  défavorable  au 
point  de  vue  de  la  stabilité  et,  pour  cette  raison,  c'est  la  seule 
que  nous  considérerons  dans  ce  qui  va  suivre. 
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EZAm  Di  LlamiiBiE  sTinauE  r  de  u  nAiiuit  tLâsnaiB 

Dl  aUBLaUBS  CREIUÊBS  DE  FABRiaOBL 


A.  —  Cheminées  à  aeellea  drelle  elrealalre. 


1.  —  GkeBinéi  les  ateliers  le  csnstnictieii  de  HH.  Cards  frères,  i  tni. 

Cette  cheminée  y  dont  MM.  Carels  ont  eu  Tobligeance  de  me 
fournir  le  dessin,  mesure  33  mètres  de  hauteur  ;  elle  présente  la 
forme  d'un  cône  tronqué  de  S'^ySS  de  diamètre  à  sa  base  ei  de 
1*,64  de  diamètre  au  sommet;  l'épaisseur  de  son  mur  circu- 
laire est  de  0*y54  à  sa  base  et  se  réduit  au  sommet  à  0^,32  par 
trois  retraites  sucessives. 

Tout  rédifiee,  y  compris  les  fondations  qui  ont  dû  être  assises 
sur  un  pilotis  à  cause  de  la  compressibilité  du  sol,  a  été  exé- 
cuté en  briques. 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouvant  située  à  fleur  du 
soly  on  calculera  comme  suit  la  stabilité  de  la  cheminée. 


Équilibre  statique. 

Le  poids  de  la  cheminée  a  pour  expression,  en  supposant  que 
le  mètre  cube  de  maçonnerie  de  briques  pèse  1800  kilogrammes  : 

P  =  0S0018  X  -  3300  X  3,14  [(ÎÛ*  -♦-  S^V  H4  X  82) 

o 


—  (60*  -♦-  50  -*-  60  X  50)]  =  i24145S06. 
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D*oii  pour  le  moment  résistant 
i 

D*autre  part,  on  a  pour  la  poussée  du  vent  Q, 

^   2   ^,  ^.„^   228 -t- 164 

Q  =  -  X  OSOl  76  X ; X  3300  =  7589\1 2, 

3  2 

d'où,  en  multipliant  par  la  distance 

^      l„D-t-2D'       i  ^^      228-*- 328 

Z=-H =  -  X3300X «1562^**^. 

3       D-hD'        3^  ^228-*- 164  ' 

du  centre  de  poussée  à  la  base,  il  vient  pour  le  moment  solli- 
citant 

M,  =  Q .  Z  =  7589S1 2  X  1  S62«  =  1 1 854205'"^-  -»"-%44. 

Prenant  le  rapport  entre  le  moment  résistant  et  le  moment 
sollicitant,  on  obtient  pour  le  coefficient  de  stabilité 

14152535,70 

fn  = ! =1   19 

11854205,44        '    ' 
valeur  à  peine  supérieure  à  Tunité. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Voyons  à  présent  si  le  centre  de  pression  tombe  à  Tintérieur 
ou  à  Textérieur  du  noyau  central.  La  distance  x  de  ce  centre 
au  centre  de  figure  de  la  base  est  fourni,  comme  on  a  vu  ci- 
dessus,  par  la  relation 

d'où 

z.Q 
X  ==  — — -» 
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ou,  en  remplaçant  les  lettres  par  leurs  valeurs  numériques 

i  24145,05 


Quant  au  noyau  central  il  est  constitué  par  un  cercle  de  rayon 

'■4- 
4R 


p  égal  à  ^-^  ou,  en  substituant  aux  lettres  leurs  valeurs  numé- 


riques : 


P= 


H4'-+-60' 

TxTTT 


=  36-"»-  ,40. 


Par  conséquent,  le  centre  de  pression  sort  du  noyau  central, 
c'est-à-dire  que  la  maçonnerie  travaille  par  extension  et  par 
compression. 

Stabilité  élastique. 

Les  tensions  élastiques  maxima  sur  les  arêtes  les  plus  fatiguées 
se  déterminent  par  la  formule  de  la  flexion  composée 


MV 


0)  I 


> 


OÙ  P  =  poids  des  maçonneries  de  la  cheminée  ; 
Où  =  section  de  la  base  ou  ^  (D*  —  cP)  ; 
M  =  moment  sollicitant  ou  QZ  ; 
V  =  distance  de  la  fibre  moyenne  à  la  fibre  qui  en  est  le 

plus  éloignée  ou  -  D; 
1  =  le  moment  d'inertie  ou  ^  (D*  —  d^). 
Celte  formule  donne  après  substitutions  numériques 

1 24 1 45,05  .    i  \  854205,44  X  1 1 4 


5,14(114^- (;o')         !ill  (^*^  I2Ô*) 

(Î4    ^  ^ 

[  \  5S54  par  compression, 
(    6^,85  par  extension, 


taux  de  travail  considérables. 
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On  observera  que  ces  résultats  confirment  celui  obtenu  ci- 
dessusy  à  savoir  que  le  centre  de  pression  tombe  en  dehors  du 
ooyau  central,  car  la  maçonnerie  travaille  par  extension  et  par 
compression. 

En  somme,  la  cheminée  des  ateliers  de  MM.  Carels  frères 
offre  un  exemple  remarquable  d'une  construction  véritablement 
bardicy  et  Ton  pourrait  s'étonner  que,  malgré  les  coups  de  vent 
qu'elle  a  essuyés  depuis  1860,  c'est-à-dire  depuis  qu'elle  a  été 
bâtie,  il  ne  se  soit  déclaré  dans  ses  maçonneries  ni  lézardes  ni 
déviation  de  la  verticale,  si  nous  n'avions  hâte  d'ajouter  qu'elle 
est  fortement  protégée  par  les  bâtiments  qui  l'entourent. 


S.  —  Cheminée  de  la  maison  de  force  de  Gand. 

Cette  cheminée,  qui  a  23  mètres  de  hauteur,  présente  la  forme 
d'un  tronc  de  cône  de  1",85  de  diamètre  à  la  base  et  de  0"',98 
de  diamètre  au  sommet;  l'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de 
O",50  à  la  base  et  se  réduit  à  O^'ylQ  au  sommet. 

Toute  la  construction,  y  compris  les  fondations,  a  été  exécutée 
en  briques. 

Voici  les  calculs  que  comporte  la  vérification  de  la  stabilité  de 
cette  cheminée. 

Équilibre  statique. 
p =0^,001 8  X  -  X  3.<4  X  2200[(49*  -t-  9Ï^^  -+-  49  X  92,5) 

—  (SôV  42;SV  30  X  42,5)1  ==  47700^43. 

i 

M,  =»  P  .  -  D  =  47700S43  X  92%5  =-  441 2290"»'«'  *""" 

2  185  -*-  98 

Q  =-  X  0\0176  X  X  2200  =  3652\55. 

3  2 

i   D-*-2D'  i  185 -f-  196   _^  ,. 

Z  =  -H =.-x2200x  =  990-'"-- 

3   D  +  D'   3         185 -f- 98 
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H.  c=  QZ  =  3688S83  X  990"  —  561600S»»*- 

U13390 

Coefficient  de  stabilité  très  faible. 


Distatwe  du  centre  de  prttnon  a»  centre  de  figure  de  ta  baee. 

QZ  ^  3616008  ^ 
""  P       4t?700,45 


lit 


^         4R  4X92,5 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemmeni  en  dehors  du 
noyau  central. 

Équilibre  ftéhaticiié. 

P      MV  47700,45  5616005  X  92,5 

«        I    "^5,44.— t     --J,       5,U 


2^,25  dreSCM 


8^,34  par  compression. 
3^84  par  extension. 

Les  maçonneries  travaillent  donc  des  deux  signes  et,  comme 
on  voit,  leur  fatigue  par  extension  est  assez  forte. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  la  cheminée  de  la  maison  de 
force  de  Gand  pourrait  donc  se  trouver  dans  de  meilleures  con- 
ditions. Jusqu'à  présent  elle  est  toutefois  demeurée  aussi  intacte 
qu*au  lendemain  de  sa  construction. 

3.  —  Cheminée  de  la  linière  La  Lys  y  à  Gand. 

Cette  cheminée  mesure  43  mètres  de  hauteur;  sa  forme  est 
celle  d'un  cône  tronqué  de  4°*,20  de  diamètre  à  la  base  et  de 
2",26  de  diamètre  au  sommet.  L'épaisseur  des  maçonneries  est, 
à  la  base,  de  1  mètre  et  se  réduit  à  0",28  au  sommet.  Tout  Fédi- 
fice,  y  compris  les  fondations,  a  été  exécuté  en  briques. 
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Calculs.  —  Équilibre  statique. 

I  ,     , 

P  =  0S0O48  X  -  X4300x3,i4[(:2iO  -4-  113  -h  210  X  113) 

—  (TîôV  85 V  MO  X  85)]  =  420646S7i. 

1 
M,  =  P  X  -  D=420646S7I  X  2Ur=  88335809"»»«'-""--,10. 

2                        420  -4-  226 
Q  =  -  X  0\0i76  X X  4300  =  16296S42. 

1      D  H-  2D'       1  420  -t-  452 

Z  =  -  H «=  -  X  4300  X =  1935""''- 

3      D  ^  D'        3  420-1-  226 

M,  »  QZ  a=  16296S42  X  1935«  =  31533572^"»"'  «•«""•,70. 

88335809,10      ^  _ 

m  = =  2,80. 

31533572,70 


Distance  du  centre  dépression  au  centre  de  figure  de  la  base, 

QZ       31533572.70       ^,    ..    ^ 

X  =  — -  = —  =  74-"'"-,9. 

P  420646,71 

R*-i-r»       2ÎôVrîO      ^^    .,    ^ 

û  = = =  66-"""-,9. 

^  4R  4  X  210 

Le  centre  de  pression  tombe  eonséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       MV  420046,71  51535572,10x210 

-± = — rb 

«         *         3,14(210-110)        ^Jl{-m'^Wd) 

64 

(  8S87  par  compression, 
=  4\I8±4\09=, 

'  0^,51   par  extension. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité Ja  cheminée  de  la  linièreLa£j/s 
VII.  21 
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pourrait  donc  se  trouver  dans  des  conditions  plus  avantageait, 
puisque  la  maçonnerie  travaille  des  deux  signes;  toutefois,  le  tsuz 
du  travail  par  extension  est  trop  faible  pour  qu'il  puisse  inspirer 
des  craintes  au  sujet  de  la  bonne  conservation  de  rédifioe. 


4.  —  UeBinée  de  la  ilatire  it  M.  Jiles  le  leaptiuu!,  i  CaaI. 

Cette  cheminée  a  38  mètres  d*élévation;  elle  présente  la  forme 
d*un  c^pe  tronqué  de  3"  ,30  de  diamètre  à  la  base  et  de  fl*,86 
de  diamètre  au  sommet.  L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  esl, 
au  sommet,  de  0*^28  et  de  1  mètre  .à  la  base. 

Toute  la  maçonnerie,  fondations  comprises,  est  en  briques. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

p  =  tf^,0018  X  î  X  3800  X  3.14  [(Î60V  TgV  160  X  78) 

3 

—  (êo -f-  SôV  CO  X  80)J  -*25I(W9*,19. 

i 
M^  =  P .  -  D  =  25^ 039Si 9  X  i  60*  =  i66270"''«'- •~**--,40. 
2 

2  156  -^  520 

Q  =  -  X  0S0«76  X X  3800  =  i06H\63. 

5  2 

\      D-+-2D'       1  320-*- 312 

Z  =  -  H =  -  X  3800  X  —z —  =  i684%67. 

3      D-*-D'       3  320-1-156 

M,  =  QZ  =  1061 1\63  X  1684%67  =  1 7877094"*^- •~»*--,71. 

40166270,40 
"=17«77094,71  ='-''- 

Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

QZ       17877094,71       ^       . 

X  =  —  =- —  =  71«'°"--,2. 

P  251039,19  ' 

R'  -f-  r*       îbô*  X  6Ô* 
^  4R  4  X  160 


—  3i9  —  55. 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       MV  354039,19  47877094,71  X  160 

«         I    ""3,44(160-50)        ^li^W-îâÔ*) 

64  ^ 

-  3N63  ±  5N67  -  i  ^''^^  P"  compression, 

(  2^,04  par  extension. 

Le  taux  du  travail  par  extension  est,  dans  le  cas  actuel,  assez 
grand  et,  à  cet  égard,  la  cheminée  de  la  filature  de  M.  Jules  de 
Hemptinne  pourrait  se  trouver  dans  de  meilleures  conditions 
de  stabilité  élastique. 

5.  —  Cleainée  te  kaits-fonrneiix  d'AUms. 

Cette  cheminée,  dont  M.  le  baron  d'Huart,  directeur-gérant,  a 
eu  Tobligeance  de  nous  fournir  le  dessin,  a  47  mètres  de  hauteur. 
Sa  forme  est  celle  d*un  cône  tronqué  de  9°',40  de  diamètre  à  la 
base  et  de  3"',56  de  diamètre  au  sommet.  L*épaisseur  de  son 
mur  circulaire  est,  à  la  base,  de  2"',50  et  se  réduit  à  0"',23  au 
sommet  par  dix  retraites  d'une  demi-brique. 

Les  fondations,  dont  la  profondeur  est  de  7"',50,  sont  consti- 
tuées par  un  massif  tronc-conique  de  lO'^ySO  de  diamètre  au  niveau 
du  terrain  naturel  et  de  15°*,00  de  diamètre  à  la  base  inférieure. 

La  maçonnerie  est  tout  entière  exécutée  en  briques. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

p  =  0^,0048  X  -  X  4700  X  5,44  [(ÏToV  478%  470  X  478) 

3 

—  (âïôV  Î55V  no  X  1 55)]  =  20341 4  5S80. 

4 

M,.  =  P  .  -  D  =  20341 4  5S80  X  470'  =  956034426'"»»'-  -»»"" 
2 


36.  ^  3i0  — 

2  356  +  940 

Q-=-X  0,0176  X-^ —  X*700=3S735*;04. 

S  2 

1       D-4-ÎD'      d       .„_      940-»- 742      .„„«.., 
3       D  -t-  D        o  940  ■*•  356 

M,  =. 35735»,04  X  1989',S1  «=  710962*9*^*'*^,45. 

956034426        ._.. 
"•  =  71095219.43""  •''**• 

Valeur  on  ne  peut  plus  rassurante  au  point  de  vue  de  la  stabilité. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la^  teie. 

QZ       71095249,45      ,^^^^ 

R«HT»_470-^â25' 
'^         4R  4X470   "^♦^•^'^ 

Le  centre  de  pression  tombe  eonséquemment  à  rintérieur  du 
noyau  central  et  est  peu  éloigné,  comme  on  voit,  du  centre  de 
figure. 

Équilibre  d'élasticité. 

P   MV  _   2034115.80     71095219,43  X  470 

«    »  ""3.14(47Ô-lïiro)    M^  (940 -440*) 
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_  nk  7K  -i-  nk  01  _  i  ^''^^  P®^  compression, 

taux  de  pression  plutôt  trop  faibles  que  trop  forts,  car  les  pro- 
priétés résistantes  de  la  matière  pourraient  être  mieux  utilisées. 
La  cheminée  des  hauts-fourneaux  d'Athus,  il  est  à  peine 
besoin  de  le  dire^  est  d'une  stabilité  parfaite  et  s*est  maintenue 
jusqu'à  ce  jour  dans  les  meilleures  conditions. 


-  32i  —  37. 


6.  '  Ckeflûnée  des  générateors  des  machines  à  comprimer  l'air  dans  les  ckarkonnages 

do  Lerant  da  Flénu,  à  Goesmes,  près  Mons. 

Cette  cheminée,  dont  M.  Cornet,  directeur-gérant  des  susdits 
charbonnages,  a  eu  Tobligeance  de  nous  fournir  le  dessin,  mesure 
30",30  de  hauteur,  y  compris  la  corniche  du  chapiteau  qui  a 
O'^ySO.  Sa  forme  est  celle  d'un  cône  tronqué  dont  les  deux  bases 
ont  respectivement  4"*,08  el  2'",82  de  diamètre.  L'épaisseur  de 
son  mur  circulaire  est  à  la  base  de  4  briques  et  se  réduit  à  1  V^ 
brique  au  sommet,  par  six  retraites  espacées  de  5  mètres. 

Le  corps  de  la  cheminée  est  construit  en  briques;  il  en  est 
deméme  pour  ses  fondations,  qui  comportent  trois  tambours  cylin- 
driques superposés  et  qui  présentent  au  sommet  un  diamètre  de 
4°',34  et  à  la  base  un  diamètre  de  5  mètres. 


Calculs.  —  Équilibre  statique. 

P  =  0\00i8  X  -  X3030  X  3,14  [(âÔîV  ÎÎTV  204  X  i4i) 

—  (ÎÏTV TÔmV  \\\  X  106,9)1  =  31 1950\58. 

1 

M^  =  P  X  -  D  =  3ii950^58  X  204'  =  6363791 S^"'»*'-^""", 32. 

^2         408  -t-  282 

Q  =-  X0,0176  X X  3050  =  12265\44. 

1   n  -+-  20'   1         408  -♦-  î)64 

Z  =  -  H —  ==  -  X  3030  X =  i424M0. 

3   D  ^  D'    3        408  -H  282 

M,  =  Q .  Z  =  1 2265\44  X  1 424M  0  =  1 746721 3''"»«'^"»"»,  104. 


63037918,320 

m  = =  5,64d. 

17467213,104 


36.  -r-  itt  — 


DiMflHM»  du  eaUre  tf«  pitaùm  ou  cenire  de  figurt  dt  fa  àa$e. 

Q.Z      17467213,104 
P  511950,58 

=*  66*/)99. 


4R  4  Xâ04 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  rintérieur  du  noyao 
central. 

Équilibre  d^élastidté. 

P      MV  511980,88  17467815,104  X 101^ 

«        I  ~5,14(5U4-În*)         !!l*  (408-5550 
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=  5N59  ±  ÎS90  - 1  ^'•^' P"  """^P"^*^"' 
■•  •  fOS49    . 

taux  de  travail  très  convenables. 

La  cheminée  dont  il  s'agit  se  trouve  donc  dans  d'excellentes 
conditions  au  point  de  vue  de  sa  stabilité  élastique  et  de  son 
équilibre  statique.  Construite  en  1876,  elle  a  résisté  à  tous  les 
coups  de  vent  sans  qu'il  se  soit  déclaré  jusqu'à  présent  dans  ses 
maçonneries  la  moindre  fissure  ni  la  moindre  déviation  de  la 
verticale. 


7.  —  Cheminée  des  aciéries  et  forges  John  Ceclerill,  i  Seraing. 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  l'obligeance  de 
M.  E.  Sadoine,  administrateur-directeur  général  de  l'usine,  sert  à 
l'évacuation  des  produits  de  la  combustion  sous  6  chaudières  à 
vapeur  de  100  mètres  carrés  de  surface  de  chauffe  chacune,  les- 
quelles sont  chauffées  au  gaz  des  hauts-fourneaux. 

Elle  présente  la  forme  d'un  cône  tronqué  de  50  mètres  de 
hauteur,  y  compris  un  socle  de  3"',25;  son  diamètre  au  sommet 


—  525  —  59. 

est  de  9*^67  k lextérieur  et  de  ^"^.ZO  à  Tintérieur;  celui  au-des- 
sus du  socle  est  de  4  mètres  à  Textérieur  et  de  2",90  k  Tinté- 
rieur.  On  passe  de  Tépaisseur  des  maçonneries  k  la  base  à  leur 
épaisseur  au  sommet  par  treize  retraites  espacées  de  !2"*,95. 

Le  fût  et  le  chapiteau  sont  en  briques;  il  en  est  de  même  pour 
le  corps  du  piédestal ,  de  forme  tronc-conique ,  lequel  est  sur- 
monté d'une  corniche  en  pierre  de  taille  et  se  termine  inférieu- 
rement  par  une  plinthe  également  en  pierre  de  taille. 

Le  massif  des  fondations  projeté  d'abord  en  tronc  de  pyra- 
mide a  reçu,  en  exécution,  la  forme  tronc-conique  ;  il  mesure 
5  mètres  de  hauteur,  a  6*",!  0  de  diamètre  à  sa  base  et  5"*,20  de 
diamètre  au  sommet  et  prend  appui  sur  le  terrain  par  un  cylindre 
de  7  mètres  de  diamètre  sur  1  mètre  de  hauteur.  Toute  cette 
partie  est  construite  en  briques. 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouve  située,  comme  il  est 
aisé  de  le  reconnaître,  au  niveau  de  la  face  supérieure  du  sou- 
bassement, en  sorte  que  le  massif  à  considérer  pour  Texa- 
men  de  la  stabilité  de  la  cheminée  ne  comporte  que  46%75  de 
hauteur. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

p  =  0»,00i8  X  ^  X  4675  X  3,i4  [(î33;bV  2ÔôV  i 33,5  X  200) 

5 

-  (TÎSV  UBV  415  X  U5)]  «  2959i4S50. 

M,=  P  X  -  D  =  2959I4S50  X  200  =  59182900^"^"  -**" 

z 

2                       267  -I-  400 
Q  =  r  X  0,0176  x X  4675  =:  I8293S59. 

i      D  -f-  2D'       i  400  -^  554 

Z«1h-— -— ==-X  4675  X  r-  =  2i8i%67. 

3       D  -*-  D'        3  ^  400  H-  267 

M  ,B=  QZ  =  i8293S59  X  218^,67  =  39910576^"'«'  •""•  ,49. 

59182900 

m  = =  i,48. 

39910576,49 


4Qi  -  zn  - 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figuré  de  la  lnue. 


QZ      5991 0576,49        ,.  „„ 

*-T-i959t4;«r-"*'»^' 

^  4R  4X200  ' 


On  voit  que  le  centre  de  pression  s'écarte  considàrablemeni 
du  noyau  central. 

Équilibre  d'éla^Hdté. 
P      M, V  _       89591 4.50  399i  0»76,49  X  800 

;:^--5.u(2oô'^îî?)    Mi(45r-55r) 
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.k^-  .   «fc ,.«       li3^75  par  compression. 
=  4S97±8\78=      ^^^^^        /. 

(    d\8i  par  extension, 

taux  de  travail  considérables. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  la  cheminée  de  Tusine  John 
Gockerill  pourrait  donc  se  trouver  dans  de  meilleures  condi- 
tions. Jusqu'à  présent,  toutefois,  elle  s'est  conservée  parfaitement 
intacte. 


8.  —  Ckeininée  de  la  hooillère  do  Perrtn,  à  Mège. 

Cette  cheminée,  dont  M.  Tingénieur  en  chef  Laveine  9  eu 
Tobligeance  de  nous  fournir  le  dessin,  mesure  89"*,80  de  hau- 
teur, y  compris  un  socle  de  7",  10.  Son  fût  offre  la  forme  d'un 
tronc  de  cône  de  2* ,80  de  diamètre  au  sommet  et  de  3"",94  de 
diamètre  à  la  base. 
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L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de  0'°,72  à  la  base  et  se 
réduit  au  sommet  à  0°',24  par  quatre  retraites  successives. 

La  base  du  fût  est  assise  sur  un  petit  massif  octogonal;  de 
celui-ci  on  passe  ensuite  par  un  raccordement  à  pans  coupés  au 
prisme  quadrangulaire,qui  constitue  le  soubassement  proprement 
dit  de  la  cheminée. 

Quant  aux  fondations,  elles  consistent  en  un  prisme  quadran- 
gulaire  de  S'^ySS  de  côté,  lequel  porte  sur  le  terrain  incompres- 
sible. 

La  construction  tout  entière  est  exécutée  en  briques. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  à  la  simple  inspection  de  la  cheminée 
que  la  section  de  plus  facile  rupture  se  trouve  située  au  niveau 
de  la  base  du  fût,  de  sorte  que,  dans  les  calculs,  il  suffira  de 
considérer  la  partie  au-dessus  de  cette  base. 


Calculs.  -=-  Équilibre  statique. 

p  =  0S00i8X-X  2075  X 3,14 [(TïôV  Î97V  140  X  i97) 

3 

—  (TîëV  Î25V  i16  X  125)J  =  165785\60. 

i 

M^  =  P  X  -  D  =  i65785\60  X  1 97«  =  32659763'"'^'-"»^  ,20. 
2 

2                      280  -♦-  394 
Q  =  -  X  0,0176  X ; X  2075  =  8204S83. 


i      0-4-20'       1  394  -^  5B0 

Z  =  ;rH-- ;r7=rX2075X— rrr=975%25. 

3      D  -♦-  D'        5  394  H-  280 

M,  =  QZ  =  8204S83  X  975%25  =  8001 760^"^'  '«""'-  ,46. 

326597ri5.20 

m  =  — — — — -  ==  4,08. 
8001760.46 


Valeur  très  rassurante  au  point  de  vue  de  Téquilibre  statique. 


48,  —  3S6  -. 


Distance  du  centre  de  fur^sianau  cenitre  defiffure  de  la  ioM. 


QZ      0001760,46       .^  ^^ 

ap  ssa  •—  = —  =s  48%S6. 

P        166785.60  • 

4R  4X197 


Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  rintérieiir  im  Miùfmu 
eentraL 

Équilibre  d'élaéHcité. 
P      MV  166785.60  800i  760,46  X  197 
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<  0^,69    »  » 

La  cheminée  de  la  houillère  du  Perron  ne  laisse  par  consé- 
quent absolument  rien  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  stabilité  ; 
tout  au  plus  pourrait-on  faire  observer  contre  elle  que  les  taux 
de  travail  sont  un  peu  faibles,  autrement  dit  que  les  propriétés 
résistantes  de  la  matière  pourraient  être  mieux  utilisées.  Sa  con- 
struction date  de  Tannée  1874  et,  depuis  lors,  il  ne  s'y  est  jamais 
produit  qu^une  fissure  au-dessus  de  chacune  des  deux  ouvertures 
qui  existent  à  sa  base;  mais  ces  fissures  ont  été  tellement  insi- 
gnifiantes qu'elles  n*ont  pas  fait  craindre  un  instant  pour  la  con- 
servation de  rédifice. 

Leur  production  ne  peut  évidemment  être  attribuée  qu'à  un 
tassement  irrégulier  des  maçonneries. 


—  327  —  «. 


S.  —  Ckeninée  des  forges  de  Goiillet. 

Cette  cheminée,  dont  M.  le  directeur-gérant  Alfred  Maroquin  a 
bien  voulu  nous  procurer  le  dessin,  mesure  55  mètres  de  hauteur, 
y  compris  un  socle  de  5  mètres.  Son  fût  présente  la  forme  d'un 
cône  tronqué  de  3"',25  de  diamètre  au  sommet  et  de  4  mètres 
de  diamètre  à  la  base.  L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de 
0"',96  inférieurement  et  se  réduit  à  O'^^SG  au  sommet  par  cinq 
retraites  espacées  de  5  mètres. 

Le  soubassement  est  constitué  par  un  prisme  octogonal,  en 
briques  comme  le  restant  de  la  cheminée,  et  muni  sur  toute  la 
hauteur  de  son  vide  cylindrique  d'un  revêtement  en  briques 
réfractaires. 

En  ce  qui  concerne  le  massif  des  fondations,  il  est  tronc-pyra- 
midal et  de  section  droite  octogonale. 

La  section  de  plus  facile  rupture  coïncidant  avec  la  face 
supérieure  du  socle,  il  suffira  de  considérer  pour  les  calculs  de 
stabilité  le  fût  avec  son  couronnement. 


Calculs.  —  Équilibre  statique, 

P  =  0,0018  X  -  X  3000  X  3.14  [{IW-*-  T)^'-^  200  X  H2.5) 

3 

—  (ÎÔV  -f-  9Û*  -♦-  104  X  90)]  «  2()4967Si7. 

M,«P  X  -D=264967M7xi04«=27556585"'«" -",68. 

2 

2  225  -4-  400 

Q  =  -X0,0176X X5000=H000\ 

3  2 

^   i„D-^2D'   1   ^^^^   400-^450   ^^^^ 

Z  «=  -  H =  -  X  3000  X =  1360*. 

3   D  -^  D'   3         400  -^  225 

M,  =  QZ  =  1 1000^  X  1 360*  =  1 4960000  "»•«'•  «•"'*■»• 

27556585,68 

m  -= =  1,99. 

1 4960000 


44. 


—  3:28  — 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 


x  =  -  = 


14960000 


R'-f-r^ 


264967,17 


=  56%46. 


200 


104 


P  = 


4R 


4  X200 


=  65^5â, 


Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  Tintérieur  du  noyau 
central. 

Équilibre  d'élasticité. 


P      M,V 

a  I 


264967,17 


14960000X104 


3,14  (SOO'-TÔT)       !J1/4jh;*^2()8*) 


=  2S89dzl\33 
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4^,22  par  compression, 
1S56     . 

Gomme  on  le  voit,  la  cheminée  des  forges  de  Couillet  se  trouve 
donc  établie  dans  de  très  bonnes  conditions  au  point  de  vue  de  la 
stabilité. 


10.  —  Cheminée  des  charbonnages  de  Maorage,  près  Braqoegnies  (Centre). 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  Albert  Thauvoye,  directeur-gérant  des  susdits  charbonnages, 
est  construite  sur  le  territoire  de  la  commune  de  Maurage,  au 
puits  n"  1.  Elle  a  40'°,70  de  hauteur,  y  compris  un  socle  de  4",20. 

La  forme  de  son  fut  est  celle  d'un  cône  tronqué  de  2"*,98  de 
diamètre  à  la  base  et  de  2",02  de  diamètre  au  sommet.  L'épais- 
seur de  son  mur  circulaire  est  à  la  base  de  0"',84  et  se  réduit  à 
O'",o6  au  sommet. 

Le  vide  intérieur  de  la  cheminée  est  cylindrique  sur  toute  sa 
hauteur  et  présente  1",30  de  diamètre. 
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Le  fût  et  le  chapiteau  sont  en  briques;  il  en  est  de  même  pour 
le  socle,  qui  offre  la  forme  d'un  prisme  quadrangulaire.  Seuls,  le 
couronnement  et  deux  anneaux  situés  Tun  près  du  sommet  et 
Tautre  près  de  la  base  du  fût  sont  en  pierres  de  taille. 

On  reconnaît  facilement  que  la  section  de  plus  facile  rupture 
se  trouve  au  niveau  de  la  face  supérieure  du  couronnement  du 
piédestal  de  sorte  que,  pour  les  calculs  de  stabilité,  il  n*y  a  que 
le  fût  avec  le  chapiteau  à  envisager. 

Calculs.  —  Équilibre  statique, 

p  =  0S00<8  X  3650  X  3,i4|i(iÏÏï'  -4-  149*  -4-  iOl  X  U9)-6BM 

=  239140S64. 

M,  =-  P  X  -  D  =  239«  40S64  X  1 49*  =  35631 955^»"«'-  ~"""  ,36. 
2 

9         202  ■+-  298 
Q=  -  X 0,01 76  X : X  5650  =  10706S67. 

i      D-+-2D'       \  ^        298-4.404       __     ^ 

Z  =-  H =  -  X  3650  X =  i708%20. 

3      D  .4-  D'        3  5i98  .♦-  202  ' 

M,=  Q .  Z  —  i0706\67  X  1708%20  =  182891 35''"*«'~»"'»-,69. 

35631955,36 
18289133,69        ' 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base, 

QZ       18289133,69 
^--p—    239U0,64~-  =  ^^''*^- 

R«^r»       Ï49V6B' 

P  =  = ==  44%33. 

^  4R  4X149 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  lextérieur  du   noyau 
central. 


46.  —  350  — 


Équilibre  d'ébutieité. 

P      1^  t59U0.64  lW89t53.69  X  i4J 

»      "ï"*^  5,14  («5* -68*)       5di(fgg*_î5iï*) 
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-4N44±7N51-i";'*;P*''^'"P'^"' 

(   3^,07  par  extension. 

La  cheminée  des  charbonnages  de  Maunge  pourrait  done  ae 
trouver  dans  de  meilleures  conditions  au  point  de  vue  de  la 
stabilité  élastique,  car  la  maçonnerie  y  travaille  des  deux  lugnes 
^t  à  des  taux  assez  élevés.  —  Construite  en  1875,  elle  sVst 
toutefois  bien  maintenue  jusqu^à  ce  jour. 


il.  —  CkeBim  Ici  atdîars  le  réfaratiea  Ici  Imaitifesi  i  Lniiatsin 
(ckemiii  de  fer  Ip|érhl  le  ribaee-Lerrtiae). 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  Schnitzlein,  ingénieur  de  la  traction,  directeur  des  susdits  ate- 
liersy  mesure  H'^yiiO  de  hauteur,  y  compris  un  socle  de  5  mètres. 
Sa  forme  est  celle  d'un  tronc  de  cône  de  l"",!!  de  diamètre  au 
sommet  et  de  ^'"yiO  de  diamètre  à  la  base. 

L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de  O'^yHH  au  niveau  de 
la  face  supérieure  du  couronnement  du  socle  ;  à  O^^^SO  plus  haut, 
elle  passe  à  O'^ySI  5  par  un  raccordement  courbe  et,  au  sommet, 
elle  se  réduit  à  O'^ylSS.  Cette  variation  de  dimensions  est  obtenue 
par  sept  retraites,  les  unes  de  C^IS,  les  autres  de  O^'y^K. 

Le  fût  et  le  chapiteau  sont  en  briques.  Le  piédestal,  de  forme 
également  tronc-conique,  est  exécuté  en  moellons  et  repose  sur 
un  massif  de  fondation  prismatique,  en  maçonnerie  de  briques. 

H  est  aisé  de  reconnaître  que  la  section  de  plus  facile  rupture 
correspond  à  la  naissance  du  fut,  de  sorte  que  la  partie  de 
Pédifice  à  considérer  pour  les  calculs  de  stabilité  ne  comporte 
que  17",50  de  hauteur. 


—  331  —  47. 


Calcul».  —  Équilibre  statique. 

P  »  0^,0018  X  -  X  1720  X  5,14  {{TÔÔ*  -*-  5»;;?  -♦-  100  x  55,5) 
-  (S5 V  ÎÔV  55  X  40)] 
•^  0S0018  X  30  X  ÔM  1^  (îâô*  -♦.  ÏÔÔ'  -♦- 120  x  iOO)  —  S5'l 

-*-  0^,0018  X  3,14  X  10  (îâÔ*  —  55*)  —  39927S20. 

1 
M,=  P  X  -  D  =  59927S20  x  120  —  4791264  "i-f  -»»-• 
2 

2  240  +  i  i  1 

Q  =  -  X  0,0176  X X  1750  =  3603S60n. 

„      1      D  -^  2D'      1  240  -♦-  222 

Z  =  -H- — —  =  z>^  ^750  X— =  770«""- 

3  D-f-D'       3  240 -+-111 

M,=  Q.Z  =  3603\60  x  770"=  2774772"»•«'•-•"-• 
47^1264       . 

m  = ==  1,73. 

2774772 

DUtance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z       2774772 

X  =  -^—  = =  69%49. 

P  39927,20 

R'-f-r*      T2Ô*-^55' 

p  = =" =  36%30. 

^  4R  4  X  120 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 


(*)  Pour  plus  de  simplicité,  il  a  été  fait  abstraction  de  la  surface  courbe  du  raccorde- 
ment inférieur  du  fût,  considérant  donc  dans  les  calculs  un  cône  tronqué  de  ln>,ii  de 
diamètre  au  sommet  et  de  2°>,40  de  diamètre  à  la  base.  Cette  hypothèse  ne  peut  évidem- 
ment pas  affecter  d'une  manière  sensible  la  valeur  du  coefficient  de  stabilité. 


48.       .  —  358  — 

ÊquUi/bre  d'élasticité. 
P      *.V  39947,20  2774772  x  120 


3,U(l20'-8?)     !^(ii5'_nô*) 
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5\26  par  compression, 
iS02  par  «extension. 


uzîMi±:»M 


La  cheminée  des  ateliers  de  réparation  de  LuxemlboDrg  pour- 
rait donc  se  trouver  dans  de  meilleures  conditions  au  point  de 
vue  de  la  stabilité  élastique,  bien  que  le  taux  du  travail  par 
extension  soit  faible. 

Sa  construction  remonte  i  1878  et  jusque  présent  il  ne  8*y 
est  déclaré  ni  fissures  ni  déviation  de  la  verticale. 


it.  —  Ueainée  im  firps  et  fonJeriei  l*Alaii|  léfartaieit  h  Ctrl  (Traici). 

D'après  le  dessin  et  les  renseignements  fournis  par  M.  Fingé- 

nîeur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées  Léonor  Fresnel  dans  son 
mémoire  inséré  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  année 
1831,  ^""^  semestre,  cette  cheminée  qui,  suivant  le  projet,  devait 
avoir  59°',70  de  hauteur,  a  été  élevée  seulement  jusqu*à 
55  mètres.  Elle  présente  la  forme  d*un  tronc  de  cône  dont  les 
deux  bases  ont  respectivement  G^^kQ  et  2°*,356  de  diamètre. 
L'épaisseur  des  maçonneries  du  mur  circulaire  est,  à  la  base,  de 
1"',50  et  se  réduit  au  sommet  à  0°*,255  par  quatre  retraites,  dont 
la  première  de  0"*,33  a  son  origine  a  14",90  de  hauteur.  Les 
trois  autres,  mesurant  0'",125  chacune,  ont  été  établies  de  10  en 
1 0  mètres. 

Le  vide  compris  entre  le  sol  et  la  première  retraite  est  cylin- 
drique, de  manière  que  l'épaisseur  des  maçonneries  est  variable 
dans  tout  cet  espace;  mais  sur  le  surplus  de  la  hauteur  de  la 
colonne,  le  parement  intérieur  est  parallèle  au  parement 
extérieur. 


—  533  —  49. 

Toute  la  construction  a  été  exécutée  en  briques;  seul,  le 
socle  de  3  mètres  de  hauteur  est  en  pierres  de  taille. 

Un  premier  calcul  approximatif  ferait  voir  que  la  section  de 
plus  facile  rupture  se  trouve  située  à  fleur  de  la  face  supérieure 
du  socle,  en  sorte  que,  pour  la  recherche  de  la  stabilité,  il  n'y  a  à 
envisager  que  la  partie  en  briques. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

p  «  0^,0018  X  r  X  5200  X  3,14  [(309*  +  Tïf^'-i-  309  X  H  7,5) 

—  (ÏTÔ'-f-  923  V  i70  X  92,3)]  =  904986S26. 
M,  =  P  X  -  D  «  904986S26  X  309*  -=  279640734"»^  «•»"»^,34. 

2  618  +  234,6 

Q  =  -  X  O.Oi  76  X ^ X  3200  -=  26009^,984. 

3  2 

\     D-*-2D'      i      ^^^^      618 -+-469,2       _  . 

Z  =  -  H =  -  X  3200  X ^ —  =  220i*,55. 

3      D-*-D'       3  618^234,6 

M,  =  Q.Z  =  26009S984  X  220i«,33  =  57236358"»'«'«"'»«-,08. 

_  279640734,34  _  .  ^^ 
^~  57236538,08  ""    '     " 

Coefficient  de  stabilité  parfaitement  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z      37256558,08  _ 
^"^■p""'    904986,26  '  ' 

R'-^-r»      3Ô9*-*-Î7(?       ,_, 

p  = = =  i00",6. 

^  4R  4  X  309 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  à  Tintérieur  du 
noyau  central. 

VII.  22 


50.  —  334  — 


Équilibre  tTéhutieiti. 

P      Bi.V  904986,36  .87286856.08x309 

«        1    "5,l4(3Ô9*-llp*)      ?di(W8*_M5*) 

64  ^ 

*  '^       MS80   . 

La  chèmiiiéé  des  forges  et  fonderies  d*Alais  de  trouve  donc 
établie  dans  les  meilleures  conditions  au  point  de  vue  de  la 
stabilité.  ^ 

Les  renseignements  suivants  que  j*emprunte  au  mémoire  de 
M.  Léonor  Fresnel  confirment  d'ailleiirs  entièrement  ce  point  : 
<  La  cheminée  d'Âlais,  rapporte  cet  ingénieur,  a  déjà  subi  de 

>  terribles  épreuves I  car  le  canton  d^Alais,  comme  toute  la 
»  partie  orientale  du  Languedoc,  éprouve  annuellement  des 

>  tempêtes  qui  sont  souvent  d*une  violence  i^tréme. 

»  Cet  édifice  est  complètement  isolé  et  démasqué,  et  les 
»  coups  de  vent  qu'il  a  essuyés  pendant  deux  équinoxes  n  ont 

>  pas  occasionné  la  plus  légère  fissure  dans  les  maçonneries.  » 


13.  —  Cheminée  des  ateliers  de  constroction  de  nackines  de  Cbemniti  (Saie). 

Celle  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  6.  Hartmann,  directeur  des  ateliers  précilés,  mesure  42^,50 
de  hauteur,  y  compris  un  piédestal  de  S^^^SO. 

Son  fût  présenle  la  forme  d'un  cône  tronqué  de  2  mètres  de 
diamètre  au  sommet  et  de  S'^ySO  de  diamètre  à  la  base.  L'épais- 
seur des  maçonneries  de  son  mur  circulaire  est  de  1  mètre  à  la 
base  et  se  réduit  au  sommet  à  0°",25  par  quatre  retraites  espa- 
cées de  6»,80. 

La  forme  du  piédestal  est  celle  d'un  prisme  quadrangulaire 
dont  la  section  droite  a  4  mètres  de  côté. 


—  555  —  51. 

Tout  rédifice,  y  compris  les  fondations  qui  sont  constituées 
par  un  tronc  de  cône  de  2'",75  de  hauteur  sur  k^^^O  de  dia- 
mètre k  fleur  du  sol  et  &^fiO  de  diamètre  à  la  base  inférieure,  a 
été  construit  en  briques. 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouvant  située,  ainsi  qu'il 
est  aisé  de  le  reconnaître,  au  niveau  de  la  face  supérieure  du 
socle,  il  suffira  dans  les  calculs  relatifs  à  la  stabilité  de  consi- 
dérer le  fût  de  la  cheminée  avec  son  chapiteau. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

Pc=»0\0018  X  ^  X  3400  X  3,44  [(ÎÔÔ'  +  ÏÔO"  -f-  iOO  x  190) 

—  (75*  -f-  90*  ^-  75  X  90)]  =  285849^,90. 

1 

M,  =  P  X  5  D  c=»  285849\90  x  190*  =  543ii  481^"^  *•»"-?• 

z 

a  200  -4-  380 

Q  c=»-  X  0,0176  X X  3400  ==  H569S07. 

3  2 

i     D-^2D'       i        _        380 -f- 400 
Z  =  î  H  -- — —  =  -  X  3400  X  -— — — .  =  i524-°»*« ,13. 
5      D-4-D'        3  380X200 

M,  =  Q.Z  =  11569^,07  X  1524%i3  =  17632766"»^- *•»"■», 66. 

54311481 

m  = s=3,08. 

17632766,66         ' 

Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z       17652766,67 
"" F 285849,90    "^  ^^"'^^• 

R'-f-r'      Ï9Ô*  +  9Ô'      ^^  .^ 

P  = = =  58*,16. 

^  4R  4  X  190 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 


M,V 


Equilibre  d'élaalicilé. 


285849,90  (7652766,67  x  (90 

3,U  (Î95*  -  m')       Mi(38Ô*_Ï8Ô*) 


1  ,„    .    -^  .„        1  7*,70pBr  compression, 
f  O',20  par  extension. 

Bien  que  la  maçonnerie  Eravaille  des  deux  signes,  le  laux  du 
travail  par  extension  est  si  faible  qu'on  peut  dire  que  la  che- 
minée des  ateliers  de  Cheninitz  se  trouve  établie  dans  de  bonnes 
conditions  au  point  de  vue  de  la  stabilité. 

Jusqu'à  présent  il  ne  s'y  est  déclaré  aucune  lézarde  ni 
aucune  déviation  de  la  verticale. 


14. —  GliepiinH  des  machines  i  TapeardHit«lieraJeT«rgnifr(bilinient  it  U  scierie. 
CliBiBin  de  fer  li  NeH-Fnnfiii). 

Celte  cheminée,  dont  M.  Mantion,  ingénieur  en  chef  des 
travaux  et  de  la  surveillance  de  la  Compagnie  des  chemins  de 
fer  du  Nord-Français,  a  eu  l'obligeance  de  nous  fournir  le  des- 
sin, sert  à  l'évacuation  des  produits  de  la  combustion  sous  deux 
générateurs  fonctionnant  simultanément. 

Elle  présente  la  forme  d'un  cône  tronqué  de  21  mètres  de 
hauteur  et  repose  sur  un  piédestal  prismatique  quadrangulairc, 
à  pans  coupés,  de  4  mètres  de  hauteur.  Son  diamètre  est  de 
{"jii  au  sommet  et  de  S^.CS  à  la  base. 

L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  qui  mesure  0",34  è  la 
base,  non  compris  le  revêtement  intérieur  en  ciment  de  0",2S, 
lequel  s'étend  sur  13  mètres  de  hauteur,  se  réduit  au  sommet  k 
0",22  par  trois  retraites. 

Toute  la  construction  a  été  exécutée  en  briques,  à  l'exclusion 
du  couronnement  du  socle,  lequel  est  en  pierres  de  taille. 


—  337  —  53. 

Les  dimensions  de  la  cheminée  en  question  ont  été  calculées 
d*après  la  formule 

pS  =  lOOal/H, 
où 

p  s=s  le  poids  du  combustible  brûlé  par  mètre  carré  de  grille 

et  par  heure  (65^  en  moyenne); 
Sb=  la  surface  de  la  grille  du  foyer; 
iO0=3  coefficient  pratique  ; 
û  s=  la  section  de  la  cheminée  ; 
H  ==  la  hauteur  de  la  cheminée,  laquelle  est  ordinairement 

une  donnée  de  la  question;  elle  a  été  fixée  ici  à 

25  mètres. 

De  cette  formule  on  déduit  : 


a  =      ^^  __  =  O"»,??    et     d=  y  / — ^ =  i^OO, 

iOOl/H  V    iOOTl/H 

avec  les  données 

p  =  65^ 

S  =  2  X  i"*,60  X  1^85  =  5'»«,92  ; 

H  =  25  mètres. 

La  hauteur  des   rouleaux   en  retraite  se  détermine  par   la 
relation  A  >  ^,  dans  laquelle 

h  =  hauteur  du  rouleau  ; 

m  =  pente  par  mètre  courant  de  0"',025  évitant  les  étrangle- 
ments; 
0,12  =3  retraite  d*une  brique  à  chaque  rouleau. 


On  obtient  avec  ces  données 

0",i!2 


0-,025 


=  5", 


c'est-à-dire  que  h  doit  au  minimum  être  pris  égal  à  5  mètres. 


54.  —  338  — 


Calculs  de  stabilité.  —  Équilibre  statique. 

m 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouvant  à  fleur  de  la  face 
supérieure  du  soubassement,  il  n*y  a  à  considérer  dans  les  cal- 
culs de  stabilité  que  le  fût  de  Tédifice  avec  le  chapiteau^  soit  une 
hauteur  totale  de  21  mètres. 

D'après  cela  il  vient  : 

P  =  O^OOiS  X  ^  X  2i00  X  5,i4  [(72*  -+-  i3Î'  -4-  72  x  13i) 

3 

—  (50*  ^.  tSV  50  X  75)]=  78740^,27. 

4 

M^  «  P  X  -  D  =  78740*^,27  x  i3i'  =  10314975^"^'-»'*", 37. 

2 

1                     U4  +  262 
Q  =-  X  0,0476  X X  2400  =  5004S92. 

^       4„D-4-2D'       4      ^^^^     262^288      ^,„ 

Z  =  -H-- --  =  -x  2^00  X =  945«. 

3      D  -♦-  D'       3  262  -+-  444 

M,  =  Q  .Z  =  5004 S92  x  945»  =  4726814"^*'«'  -»»'-'  ,40. 

40344975,37      ^ 

m  = -—  =  2,1 8. 

4726844,40         ' 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 


Q.Z       4726844,40 

X  «=  -^— = i^  =  60",03. 

P  78740,27 

R'-t-r*      434*-^  75*       ,^  _ 

p  = = =  43%48, 

^  4R  4  x  434 


de  sorte  que  le  centre  de  pression  sort  des  limites  du  noyau 
central. 


—  539  —  55. 


1 .1 


Équilibre  d'élasticité. 


P  .   M.V  78740.27  .     472684  *,40  x  151 


64 

(  (r,83  par  extension. 

Sous  le  rapport  de  la  stabilité  élastique,  la  cheminée  des 
machines  à  vapeur  des  ateliers  de  Tergnier  pourrait,  comme  on 
voit,  se  trouver  dans  des  conditions  plus  favorables,  la  maçon- 
nerie travaillant  des  deux  signes.  Le  taux  du  travail  par  exten- 
sion est  toutefois  trop  faible  pour  qu'il  y  ait  à  craindre  pour  sa 
conservation.  Nonobstant  les  violents  ouragans  qu*elle  a  déjà  eu 
à  essuyer,  elle  s'est  maintenue  jusqu'à  ce  jour  sans  lézardes  ni 
déviation  de  la  verticale. 


1 6.  —  Ckeminée  des  ateliers  de  Toitures  d^Hellemmes  (chemin  de  fir    >. 

di  Nord-Français). 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  également  le  dessin  à  Tobli- 
geance  de  M.  l'ingénieur  en  chef  Mantion,  sert  à  l'évacuation  des 
produits  de  la  combustion  sous  trois  grandes  chaudières.  Sa 
hauteur  est  de  25  mètres,  y  compris  un  piédestal  prismatique 
quadrangulaire  à  pans  coupés  de  4  mètres  de  hauteur. 

Le  fût  présente  la  forme  d'un  cône  tronqué  de  l'°,24  de  dia- 
mètre au  sommet  et  de  S'^ylO  au  niveau  de  la  face  supérieure  du 
socle.  L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de  O'^y^l  à  la  base, 
y  compris  un  revêtement  intérieur  en  briques  réfractaires  de 
O"",!!  d'épaisseur  sur  T^J&O  de  hauteur,  et  se  réduit  au  sommet 
à  0",22  par  trois  retraites. 

La  cheminée  tout  entière,  à  l'exclusion  du  couronnement  du 
piédestal,  pour  lequel  on  a  choisi  la  pierre  de  taille,  a  été  exé- 
cutée en  briques. 


• 


86.  _  MO  — 

Quant  aux  fondations,  elles  sont  constituées  par  uu  prisme 
quadrangulaire  en  béton  de  3"»50  de  côté,  en  section  droite,  sur 
1  mètre  de  hauteur. 

Voici  maintenant  les  calculs  qui  ont  servi  à  déterminer  les 
dimensions  de  la  cheminée. 

De  la  formule  connue  : 

on  a  déduit 


-=0««,77    et     d-s*  /- 
H  V 


pS  ....,    ..     ._       /      pS       _^^^^^ 


100  i^H  V  iooiri/ïï 

avec  les  données  ci-après  : 

p==65S      S=-3  X  i«iO  X  i-;iO  =  5i\65,      H  =  25- 

La  hauteur  des  rouleaux  en  retraite  a  '  été  obtenue^  comme 
pour  la  cheminée  précédente,  par  la  relation 

m 
d*où  M  a  tiré 

en  prenant  0^fl^^6  pour  la  penie  par  mèlre  courant.  (Cette 
pente  évite  les  étranglements.) 

Les  ferrures  et  fontes  renseignées  ci-dessous  ont  été  adoptées 
pour  Texécution  de  réditicc  en  question  : 

4  tirants  en  fer  de  0'°,027  de  diamètre  ; 

8  rosaces  en  fonte  de  0",20  de  diamètre; 
106  poignées  en  fer  de  0"*,025  de  diamètre  ; 

1  plaque  en  fonte  couronnant  la  cheminée  ; 

8  boulons  en  fer  pour  Tassemblage  de  ladite  plaque. 
Pour  le  calcul  de  la  stabilité,  on  remarquera  que  la  section  de 
plus  facile  rupture  se  trouve  à  fleur  de  la  face  supérieure  du 
piédestal,  de  telle  sorte  que  la  partie  à  considérer  pour  la  résis- 
tance au  renversement  ne  comporte  que  17  mètres.  Abstraction 
faite  de  la  saillie  des  moulures  du  chapiteau  et  du  poids  des  fers 
et  fontes,  il  viendra  : 


—  34i  -  57. 


Calculs,  —  Équilibre  statique. 
P  =  0*^,00^8  X  i  X  1700  X  3,14 [(62*  4-  ÎÔ93'  +  62  x  109,5) 

—  (ÎÔ*  -+.  Bp'  -t-  40  X  52,5)]  =  51779\67. 

1 

M,=  P  X  -  D  =  51779S67  x  109%5  =:5669873S86. 

Q  =  -  X  0.0<76  X X  1700  =  5420^,85. 

3  2 

„      1      D-t-2D'       1  219-^248 

Z  =  rH-r ^  =^x  nOOx -— -  =  77œ,67. 

3      D  ^  D'       3  219  -+-  124 

Q.Z  =  3420\85  x  770^,67 1=2636346^»*'«'- •"""•,47. 

5669873,86 

m  = —  =  2,15. 

2636346,47 

Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q .  Z       2636346,47 
P  51779,67 


R'-f-r"       109,5  -+- 52,5 

P  =      ,^      =  — z zr-^  =  33%67. 

*^  4R  4  X  109,5 

Le  centre  de  pression  sort  par  conséquent  du  noyau  central. 


Équilibre  d'élasticité. 
P       M.V  51779,67  2636346,47  x  109,5 

"  «    "^3,14  (109,5*  ~52;5*)        ^Çi^^^JôE") 

64  ^ 

=  lS78-*.2N68=i^''^^^''''"™P''''^*""' 

(  0^90  par  extension. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  cette  cheminée  donne  lieu  aux 
mêmes  observations  que  la  précédente. 


88.  -  $42  — 


H.  ~  Ckwurfo  te  itdien  fUkwMi  (tm  il  mÊàÎÊm). 

Cette  cheminée  sert  i  Tévacuation  des  produits  dé  eonÉbustkm 
sous  deux  générateurs  fonctionnant  simultanément;  sa  haoleur 
au-dessus  du  niveau  des  rails  de  la  gare  est  de  S5  mètres,  y  com- 
pris un  socle  de  i  mètres.  Son  fût  présente  la  fomoie  d'un  tronc 
de  cène  de  l"yi6  de  diamètre  k  la  naissance  du  chapiteau  et  de 
S'ytô  de  diamètre  à  fleur  de  la  face  supérieure  du  piédestal. 

L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  eiit,  à  la  base,  de  0*,46,  y 
compris  les  0"yll  de  la  chemise  intérieure  en  briques  réfrae- 
tairesy  laquelle  s'étend  sur  IS'^ySO  de  hauteur  jet  se  réduit  au 
sommet  à  0"y32  par  une  retraite  d'une  brique. 

Le  socle  présente  la  forme  d'un  prisme  quadrangulaire,  à  pans 
coupés,  ayant  en  section  droite  S*,64  de  cèté,  abstraction  fiute 
des  troncatures. 

Tout  l'édifice  y  à  l'exclusion  de  la  corniche  du  socle,  ponr 
laquelle  on  a  employé  la  pierre  de  taille,  a  été  bâti  en  briques. 

Un  bétonnage  de  1  mètre  d'épaisseur  coulé  sur  le  terrain  en 
forme  de  prisme  quadrangulaire  de  i  mètres  de  côté  en  consti- 
tue les  fondations. 

Les  calculs  ci-après  ont  servi  à  fixer  les  dimensions  de  la  che- 
minée. 

De  la  formule 

pS  =  400nl/H 
on  a  déduit 


a=     ^^  _  =  0»«,77    et    d=\/ — - — =:«=iOO, 


-/ 


10()l/H  V    IOOttI/H 

avec  les  données  suivantes  : 

p  =  65S     S  =  2  X  l-,85  X  l-,60  =  5-»,9î2,     H  =  25-. 

La  hauteur  h  des  rouleaux  en  retraite  a  été  calculée  par  l'iné- 
galité h  >  ^9  d'où  A  >  5"*,79,  en  prenant  pour  la  pente  par 


—  343  —  59. 

mètre  courant  m  6=0,02079  de  façon  à  éviter  les  étranglements. 
La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouvant  à  fleur  de  la  face 
supérieure  du  piédestal,  il  suffira  pour  la  recherche  de  la  stabi- 
lité de  considérer  le  fût  avec  son  chapiteau. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 
P  =  0^,00i8x|x  2100x3,i4[(7?^-Î2Î*-^-72  x  <20 

—  (50*  ^  76*  -^  50  X  75)]  =  6592iS54. 

M,  c=  P  X  5  D  =  65921 S54  x  i21  =  7976506"»^  «•»"", 34. 

2                    144  ■*■  24S 
Q  =  -  X  0,0<76  X X  2100  =  4785SS2. 

i„D^2D'       i  _      242 -t- 288      ^^^ 

Z  =  rH-- — ï:r  =  rx2i00x-— -— =  966*. 

3      D  +  D'       3  242-^444 

M.  =  4755S52  x  966«  =  4593832"»^-  •"«"-,32. 

7976606,34 

m= =1,74. 

4593832,32 

Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z        4593832,32       ^,^  ^^ 

X  =  - —  = —  =  69%68. 

y  65921,54 

ù  = =  — =  41%88. 

^  4R  4x121 

Le  centre  de  pression  tombe  eonséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       M.V  __        66921,54  4595852,52  x  121 

«       "ï        3,14(12? -7?)      ^r^^YEÔ*) 

64  ^ 

=  2^,32  zh  3\87  =  1  ^'''®  P*"*  compression. 

(  lS55  par  extension. 


60.  —  544  — 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  la  cheminée  des  aidiers  pour 
tours  et  voitures  d*Hellemines  pourrait,  eoiume  onvoit^  se  trouver 
dans  des  conditions  plus  avantageuses,  car  la  maçonnerie  tnH 
vaille  des  deux  signes  et  le  taux  du  travail  par  extension  est  rela- 
tivement élevé. 


17.—-  Ckeninées  te  ckatdièns  te  kiits-fdiraeau  ie  tecj  (èipirtMMit 

ie  Heirtke-et-Hdsdle,  Innce). 

La  cheminée  n**!,  dont  M.  Labbé,  administrateur  de  la  Soeiété, 
a  eu  robligeance  de  nous  fournir  le  dessin,  mesure  40  mètres  de 
hauteur,  y  compris  un  socle  de  8  mètres. 

Elle  présente  la  forme  d'un  cône  tronqué  de  3%8S  4e  dia- 
mètre à  fleur  de  la  face  supérieure  du  socle  et  de  S^^IG  de 
diamètre  au  sommet. 

L'épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de  0",86  à  la  base  et  se 
réduit  au  sommet  à  0",37. 

Le  fût  et  le  chapiteau  sont  en  briques;  il  en  est  de  même  du 
soubassement, qui  consiste  en  un  massif  pristnatique  quadrangu- 
laire  reposant  sur  une  couche  de  libages  placés  sur  une  fonda- 
tion en  béton;  celle-ci  est  établie  sur  un  terrain  argilo-calcaire 
assez  résistant. 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouvant  située  à  la  nais- 
sance du  fût,  il  suffira,  dans  le  calcul  de  la  résistance  à  Teffort  de 
renversement  du  vent,  de  considérer  la  partie  au-dessus  du  socle, 
laquelle  a  32  mètres  de  hauteur. 

Calculs,  —  Équilibre  statique. 

P  =  O018  X  -  X  3200  X  3,14  [(176*  h-  ÏÔ?'  h-  176  x  107) 

ù 

—  (90*  -I-  70*  -4-  90  X  70)]  =  37i286\66. 
M,=  P  X  i  D  =  37i286S66  x  176*  =  65346452^"^  «""-,16. 
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^2  2i4  -♦-  352 

Q  =  -  X  0,0476  X X  3200  «  i0625S71. 

5  z 

^       «  „  D  -♦-  2D'       1       ^^^^      352  -+.  428 

^  =  ^^'K — i^  =  ^  X  3200  X— ; ^=,^469-,96. 

3      D-t-D'        3  352-^214 

M,  »  Q.Z  «  f 0625S71  x  i469%96  =  i56i9368">*»«'  ••»"»^,67. 

65346452J6_ 
'^^i5619368;67""*'^^- 

Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z       i56i9368,67         .   ^^ 
P   ~"    371286,66   '^      '     ' 

R^^Ï76V9Ô'^ 
^  4R  4  X  176 

Le  centre  de  pression  tonrbe  conséquemment  à  Textérieur 
du  noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       M,V  _        371286,66 15619368,67  x  176 

«       ~""  3.14  (176* -9(?J      !i^i  (352*  ^  Î8Ô*) 

64 

=  5M6  ±  5N91  -  i  ^''^^  P«r  «>"'P~*»o». 

(  1\25  par  extension. 

La  cheminée  n""  1  des  forges  de  Gorcy  ne  se  trouve  donc  pas, 
tant  s'en  faut,  dans  les  meilleures  conditions  possibles  au  point 
de  vue  de  la  stabilité  élastique;  non  seulement,  en  effet,  la 
maçonnerie  y  travaille  des  deux  signes,  mais  encore  elle  travaille 
à  des  taux  relativement  élevés.  Jusqu^à  présent  (et  il  y  a  plus 


6S.  —  346  — 

de  six  ans  qu'elle  a  été  bfttie),  elle  s'est  tpntefois  parfidtement 
maintenue  sans  fissuieâ  ni  déviation  de  la  Terticate. 

CBUDiiB  H*  2.  —  Cette  cheminée,  qui  a  %  ratee*  de  ha»- 
teur,  y  compris  un  piédestal  de  5",S0,  présenté  la  fomae  'd*im 
c6ne  tronqué  de  l%Si  de  diamètre  au. somi)ciet  et  de  ^T^id  de 
diamètre  au-dessus  du  congé  terminant  le  fût  i  sa  partie  inft» 
rieure,  où  le  diamètre  est  de  3%t9« 

L*épaisseur  de  son  mur  circulaire  est  de  IM^it  &  ^  bce 
supérieure  du  piédestal,  de  0*695  au-dessus  du  susdit  congé  et 
se  réduit  à  0"^  au  somniet. 

La  section  de  plus  facile  rupture  est  située  au^essos  du  eoogé, 
de  sorte  que  la  section  dangereuse  est  celle  dont  le  dtamâlfe  est 
de2-,19. 

CahuU.  —'  ÉquŒbre  ttattgu». 

P=0^,  0018  X 1900  X  3,14  ^(ÏÔPVfr-*^  109,8  X  77)  — IB*] 

»  77143^,03. 
M,  =  P  X  ip  =  77143S05  X  109',5  «  8447161""^  — **,78. 

a                        âl9  -I-  154* 
Q  =  -  X  0,0176  V X  1900  =  41 57"»^, 71. 

i     D  -♦-  2D'       \  219  -+-  508 

^  =  3«-dTF=  3  ^  '"^  ^  âï9-^rï54=  «'»*-'«^- 

M,  =  Q.Z  =  4187S71  X  894%82  =  3738402""»'— "-^,06. 

8447161,78      „„„ 
•"  =  3758402:56  =  ^'^'- 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base, 

QZ       3738402,06       ,^    .^ 

X  =  —  = —  =  48%46. 

P  77143,05 

'^  4R  4  X  109,5 
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Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  à  Textérieur  du 
noyau  central* 

Équilibre  d'élasticité. 

P  .   M.V  77143,03  .   3738402,06  x  409,5 

"         »         M4(ÏÔ9;5'-iÔ*)        ^(219'- §50 

64 

=  8^,33  =b  3S69  =  !  *''®^  P"  compression. 

(  i\36  par  extension. 

Gomme  on  le  voit,  la  cheminée  n*^  2  des  hauts-fourneaux  de 
Gorcy  pourrait  se  trouver  dans  de  meilleures  conditions  au  point 
de  vue  de  son  équilibre  d'élasticité,  car  la  maçonnerie  y  travaille 
des  deux  signes. 

Une  fissure  hélicoïdale  s*est  produite  dans  sa  partie  supé- 
rieure; les  maçonneries  ayant  été  exécutées  avec  soin,  Ton  ne 
peut  en  attribuer  la  production  à  un  vice  de  construction.  L*on 
ne  peut  non  plus  Timputer  à  un  tassement  irrégulier,  car  les 
fondations  reposent  sur  un  calcaire  argileux  compacte  très  résis- 
tant. 

Il  semble  donc  que  cette  lézarde  aura  été  occasionnée  par 
des  coups  de  vent  violents,  alors  que  la  prise  du  mortier  n'aura 
pas  encore  été  complète,  et  que  les  joints  de  la  maçonnerie 
auront  pu  s'ouvrir  sous  Teffet  du  travail  par  extension  auquel 
elles  n^auront  pu  résister. 

En  ce  qui  concerne  la  forme  hélicoïdale  de  la  lézarde,  elle 
s*explique  facilement,  si  on  considère  que  pour  un  mur  en  aligne- 
ment droit  la  rupture  des  maçonneries  se  fait  suivant  une  ligne 
brisée  et  que,  par  enroulement  sur  une  surface  cylindrique, 
celle-ci  donne  des  portions  d'hélices. 


18.  —  Ckcninte  lu  atelieri  de  répinli*n  du  ImuUict  Je  Buclieîn. 
prc)  Stra)b«irg  (ch«iiin  de  fer  Impérial  de  rAliace-Lamine). 

Celte  cheminée,  donlnou»  devons  le  dessin  à  l'obligeance  de 
M.  OsImeyiT,  inspecteur  du  service  de  la  iraciîon  et  du  matériel, 
au  chemin  de  fer  Impérial  de  l'Alsacc-Lorraine,  a  été  construite 
en  1877;  son  coût,  non  compris  celui  des  fondations,  s'est  élevé 
au  montant  de  6,000  niarcks,  soit  7,300  francs. 

Sa  hauieur  toialu  au-dessus  dit  niveau  du  sol  est  de  32  mètres, 
y  compris  un  soubassement  pris- 
matique quadrangulatre  de  7'',59 
d'élévation.  Elle  présente  la  forme 
d'un  cône  tronqué  de  3",4.)3  de 
diamètre  à  la  naissance  du  fùl  et 
de  2'° ,28  à  celle  du  chapiteau. 

L'épaisseur  de  la  colonne  cir- 
culaire est  de  0"",64  ù  la  base  «; 
se  réduit  à  O^SS  au  sommet,  pari 
le  dispositif  indiqué  au  dessin,  li 
quel  laisse  des  vides  dans  les 
çonnerics. 

Soit  dit  en  passant,  l'avantage 
de  ce  dispositif  est  de  s'opposer 
à  la  déperdition  du  calorique  con* 
icnu  dans  la  fumée  el,  par  suite». 
de  seconder  le  tirage  de  la  chi 
minée. 

A  l'exclusion  de  la  corniche  ei 
de  la  plinthe  du  piédestal,  pour  la 
confection  desquelles  on  a  em- 
ployé la  pierre  de  taille,  (ouïe  !•> 
construction  est  en  briques. 
p.     .  La  section  de  plus  facile  rup- 

ture se  trouvant  située  au  niveau 
de  In  naissance  du  fut,  on  calculera  comme  suit  la  stabilité  de 
cet  édifice 


m-  

I 


—  349  -  65. 


Calculs.  —  Équilibre  statique. 

Pc=30\00i8  X  -  X  244i  X  3,U  [(VlÔfi^  h-  110  h-  170,6  x  H2.5) 

3 

—  mX  -^  S73'  -+-  i06,6  X  87,5)]  =  149948S99. 

M,  =  P  X  -  D  =  I49948S99  x  170^,6  =  25581297"'*«'-°*^  ,69. 
2 

2  225  -4-  34i  2 

Q  =  -  X  0*^,0176  X X  2441  =  8108N28. 

3  2 

4      D-^2D'       i  341,2 -t- 450 

Z  =  -H r=»;;X  2441  x  — ^ —-=1430*^,99. 

3      D-*-D'        3  344,2-4-225 

M.  «  Q .  Z  =  81 08\28  x  1 4  30«,99  =  94  70385'""«'  •="""  ,60. 

25581 297,69 
'^'^  91 70383,60"  =^'^^- 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

QZ       91 70383,60       ^ 
"'"T"""  449948,99""^*''^^- 


R»-hr'       470,6  -^  106,0 

P  = — ■  = —  =  59%30. 

^  4R  4x170,6 

Le  centre  de  pression  tombe  par  conséquent  à  l'extérieur  du 
noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 
P       M.V  149948,99  9470383,6x170,6 


«         I  3,U(l70,e'-106.6-J       ^fûT^-m^*) 

64 

=  2N69  ±  2N78  =  i  ^''*'  P"'  «""P'-""»"- 

(  0^,09  par  extension. 

VII.  25 


66.  —  350  — 

Bien  que  la  maçonnerie  travaille  des  deux  signes,  on  peut  dire 
que  la  eheminée  des  ateliers  de  réparation  des  locomotives  de 
Bischeim  se  trouve  dans  de  très  bonnes  conditions  au  point  de 
vue  de  la  stabilité,  car  le  taux  du  travail  par  extension  est  extrê- 
mement faible. 


(9.  -^  Ckeninées  des  ckarlonnages  lu  Poirier,  i  Hentigny-sir-Suilre. 

Ces  cheminées,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  l'ingénieur  Gilain,  servent  à  févacuation  des  produits  de  la 
combustion  sous  les  chaudières  des  machines  d'extraction. 

La  cheminée  n*  i  a  été  bâtie  en  1871  ;  ses  fondations  repo- 
sent sur  du  schiste  houiller. 

Il  en  est  de  même  pour  la  cheminée  n®  %  dont  la  construction 
date  de  1857. 

Des  ancrages  en  fer  formant  un  carré  sont  placés  i  rintérieur 
de  la  maçonnerie  (entièrement  en  briques),  de  9  mètres  eu 
3  mètres  de  hauteur.    . 

Cheminée  n""  1.  —  Cette  cheminée,  qui  a  43",S0  de  hauteur, 
présente  la  forme  d'une  pyramide  quadrangulaire  tronquée  de 
S'^ySO  de  côté  à  la  base  et  de  3^,65  de  côté  au  sommet.  L'épais- 
seur de  ses  murs  est  de  l'^ySTS  à  la  base  et  se  réduit  à  0"~,90  au 
sommet.  La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouve  évidemment 
située  au  niveau  du  sol;  abstraciion  faite  du  cordon  du  chapiteau, 
on  aura  donc  : 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

P=0S00I8  X  5,14  X  4250  I -(â75 VÎ8ï8;ôV275 xi 82,5)— Î37;5*| 

=  8199i6S72. 

i 
M,  =  P  X  -  D  =  8i9916S72  x  275«  =  225477098^"'»«'— "-- 
2 

2  3G5  -h  550 

Q  =  -  X  0,0176  x ^  X  4250  =  2281 4\ 

5  2 
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^      i      D  -+-  2D'       i  550  -♦-  7J50 

Z  =  -H-- —="=yi  4250  x -  =  i983%33. 

3      D  -♦-  D'        3  550  H-  365 

M,  =>  Q.Z  =  22814^  X  4983S33  =  45247690">*«''*"""-,62. 

225477098 

m  = =  4,98. 

45247690,62 

Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 


_  QZ  _  45247690,62 
""^V 8^9916,72    -^^''^^- 


R*-4-r«      275* -+-i 37,5'      ^^  ^, 

ù  = = —  =  85%94. 

'^  4R  4  X  275 


Le  centre  de  pression  tombe  donc  en  dedans  du  noyau  central. 


Équilibre  d'élasticité. 


P   M,V  _    819916,72      45247690,62  x  275 

1  ~3,14(27?-Î57;50   ^i  (550*  -  575*) 

64 

=  4S60  ±  2N95  =  i  ^''^^  P*'  compression. 


La  cheminée  n"*  1  des  charbonnages  du  Poirier  ne  laisse  con- 
séquemment  rien  à  désirer  au  point  de  vue  de  la  stabilité.  Elle 
ne  laisse  du  reste  apercevoir  jusqu*à  présent  aucune  trace  de  fis- 
sure ou  de  déviation  de  la  verticale,  nonobstant  les  violents  coups 
de  vent  qu*elle  a  eu  à  essuyer. 


Cbbkihék  n*  3  des  chabboknagbs  du  Poiribr.  —  Cette  cbeminée, 
qui  a  43  mètreg  de  hauteur,  y  compris  un  |Hédeit»l  prÎNBotiqiie 

qasdrsDgulaire  de  7  mèlres,  présenie  la  forme  d'une  pyramide 
quadrangulaire  tronquée  de  i"',SO  de  rà(é  au  niveau  du  sol,  de 
i  mèlres  de  cAté  A  la  face  supérieure  du  piédestal,  et  de  2'",73 
de  cdté  au  Bomniei.  Son  vide  intérieur  est  prismatique  e(  la  sec- 
tion droite  est  un  carré  de  3  méties  de  eôié.  La  section  de  plus 
facile  rupture  se  trouve  au  niveau  du  sol.  Nous  ferons,  comme 
précëdemmeot,  abstraction  de  la  saillie  du  cwdoo  du  chapileaa 
et  nous  admettrons  pour  l'évaluation  de  la  poDsaée  du  vent  et 
la  recherche  du  centre  de  poussée  que  l'édifice  peut  être  regardé 
comme  tronc-pyramidal  depuis  son  sommet  jusqu'i  si  base. 
Moyennant  ces  hypothèses,  lesquelles  n'affectent  guère  la  valeor 
du  coefficient  de  stabilité  et  que  nous  continuerons  à  faire  dans 
ce  qui  va  suivre,  il  viendra  en  représentant  respectivement  par 
C,,  par  c^  et  par  Q  le  cdté  extérieur  de  la  section  droite  infé- 
rieure, le  cAté  extérieur  de  la  section  droite  supérieure  et  le  cAlé 
inlérieur  de  la  seciion  droite  inférieure  du  tronc  de  pyramide 
considéré  : 

Calculs.  —  Éqttilibre  slaligue. 

P  =  OS0018    -(275'-<-4iJiJ*-t-27Sx  400)3600 

-<-  Ï5Ô'  X  700  — lÔÔ'  X  420ol  =  6789S$NSO. 

M,  =  P  X -C.=678Sb6',bO  X  225=152675212"^ -"%îfO. 


—  355  —  69. 

r,       ^  „  ^'  -^  2r,   1    ^^^   450  -♦-  550 

Z  =  -H-- =-  X  4200  X =  1932*. 

3   C. -f-c.   3        450 -f- 275 

M.  =  QZ  =:  26796^  x  1 932<'  =  51 769872^"*«'  -"**" 

152675212,50 

m  = '- —  =  2,94. 

51 769872 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

Q.Z        61769872 

X  «  --—  = =  76S29. 

P         678556,50 

^      CÎ-4-CÎ       450*  H- 200' 

^  =» = =  89%80. 

6C.  6  X  450 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  rintéricur  du  noyau 
central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       M.V        678556,60  61769872 

-±'—  =  :i— — :::—  zb =  4S17  =h  3S54 

«         I         450^—200        1  /  — -i       200*  \ 

-    450 

6  ^  450  / 

7^,71   par  compression. 
0S63     . 

La  cheminée  n""  2  des  charbonnages  du  Poirier  se  trouve 
donc  aussi  dans  de  très  bonnes  conditions  au  point  de  vue  de 
la  stabilité. 


SO.  —  Ckeninée  des  ckarkinnages  d'Amerccir,  k  Jimet,  près  Ckarleni. 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  Tingénieur  directeur-gérant  F.  Thiébaut,  date  de  Tannée 
1879.  Sa  hauteur  est  de  25  mètres,  y  compris  un  socle  de 
5  mètres.  Elle  présente  la  forme  d^une  pyramide  quadrangulaire 
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tronquée  de  ^^iO  de  côté  à  fleur  du  cordon  du  chapiteau  et  de 
S^ySO  de  côté  au  niveau  de  la  face  supérieure  du  sootmssemeDt. 
Le  vide  intérieur  est  prismatique  et  la  section  droite  est  un  carré 
de  1 -,50  de  côté. 

La  construction  a  tout  entière  été  exécutée  en  briques. 

En  regardant  Fédifice  comme  un  tronc  de  pyramide  quadran- 
gulaire  de  2",20  de  côté  au  sommet  et  de  3-,S2  de  côté  à  la 
base«  hypothèse  qui  ne  peut  avoir  d'influence  sensible  sur  la 
valeur  du  coeflicient  de  stabilité,  et  faisant  encore  abstraction  des 
saillies  du  couronnement  du  fût  et  de  la  corniche  du  piédestal, 
on  a  : 

Cakub  de  stabilité.  —  ÊquiHbre  statique. 

p  =  0^,0018  X  àSOO  r^  (255*  ^  55?  •♦•  220  X  552)  — ISÔ*  1 

=  273366\ 
M^  =  P  X  ^ C.  =  273366*  x  i 76«»  =^  481  i 241 6"'**'—'^ 

2     220  -4-  352 
Q  =  0,01 76  X  -  X X  2500  =  8389N33. 

^       i  .  C.  -^  2c.       1  352  -^  440 

Z=;:H-7^ ■=::x  2500  x  -— -—=1150^. 

3      C.  -^  c,        3  352  -^  220 

M.  =  Q .  Z .  =  8389S53  x  H  50^  =  9647729''"»«^-  **""--,50. 

48112416 

m  = =  4,98. 

9647729,50 

Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

QZ       9647729,50 

X  =  ^  = =  35S29. 

P  273366 

C  -+-  C^       3S2^  -+- 150* 

9  =  -: =  =  69S32. 

6C.  6  X  352 


—  355  —  71. 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  Tintérieur  du  noyau 
ceniral. 

Équilibre  d'élasticité. 

P      M,V           273366                9647729,50  ^,  ^         .,    ^ 

-zfc  -^=— ^ ::::-  db =2S69zbiS87 

"         î         552*  — 150*       i(-^i       i50*\ 

-    352 

6\  352/ 

4^06  par  compression. 
iS32     > 

La  cheminée  des  charbonnages  d^Amercœur  se  trouve  donc 
dans  d'excellentes  conditions  au  point  de  vue  de  la  stabih'té. 


SI.  —  Ckeminée  des  charbonnages  da  Grand-Hamlioiirg,  dit  Pays-de-Liège, 

à  Uontigny-sar-Sambre,  prés  CharleroU 

Celle  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  Ch.  Ruidant,  directeur  des  travaux,  mesure  30",50  de  hau- 
teur, y  compris  un  soubassement  de  8",85.  Son  fût  présente  la 
forme  d'un  tronc  de  pyramide  quadrangulaire  de  3",60  de  côté 
à  la  base  et  de  2°*,76  de  côté  à  la  naissance  du  chapiteau.  L'épais- 
seur de  ses  murs  est  de  O^jSO  à  la  base  et  se  réduit  à  0*",48  au 
sommet. 

Le  piédestal  affecte  la  forme  prismatique  quadrangulaire  et, 
comme  le  restant  de  la  cheminée,  il  est  exécuté  en  briques. 

Abstraction  faite  des  moulures  du  chapiteau,  on  aura  : 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

P  =  OSOOiS  X  -  X  3030  [(370*  ^  276*  +  370  x  276j 

3 

—  (200*  -H  Ï8Ô*  -f-  200  X  480)  I  =  375955M3. 

M,=  P  X  ^C.=  375955M3  x  i85«=6955i699'"*'«''*°*"",05. 

2 


Q  =  0,0176  X  ??ÎLL?™  X  3030  —  17iU*^. 
1     C  -t-  Se.      1  570  4-  SS9 

H,— Q.Z«173S4N94  x  l4««,50  =  »t877M0*'^-'^3*. 
69B51699,0S 


S4877980,84 


-î,79. 


/NtAmce  du  centre  de  pretnon  au  dmtn  de  figure  de  ta  bote, 
OZ      34877980^      ^,  .„ 
P         575955,45 

6C  6  X  370  * 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  i  l'iotérieur  du  oojaa 
ceolnl. 

Équilibre  d'ébuHeité. 

P      M,V         575955.15 


"  ï  (STÔ'  ~  20U'}        i  !—-,  ^  200^' 

ël  370/ 

I7',09  pir  compression. 
0',65    . 

La  cheminée  des  charbonnages  du  Grand-Mambourg  se  trouve 
conséquemment  dans  de  très  bonnes  conditions  sous  le  rapport 
de  la  stabilité. 

Si.  —  Cheaintc  de  li  nickÎDe  lu  («or  l'iliiuiititiiii  iu  iMMlirn 
à  U  aUUtn  4'Arl». 

Cette  cheminée  a  20  mètres  de  hauteur.  Elle  présente  la  forme 
d'un  tronc  de  pyramide  quadrangulaire  de  1  mètre  de  cAté  au 
sommet  et  de  i^JS  de  câié  à  la  base.  Son  vide  tnlérieur  est 
prismatique,  à  section  droite  carrée  de  0"',S0  de  cAlé. 

Cette  cheminée  est  complètement  exécutée  en  briques. 


—  357  —  75. 


Calculs.  —  Équilibre  statique. 

P=0k,0018  X  2000    -  (Î55'  -f-Î75'  -*-  iOO  x  i75)--5C)*  1  «COySO*. 

i 

M^  =  P  X  -  C.  =  60750'  X  87%5  =  53i5625'"««'-  "»"- 
2 

400  -4-  175 

Q  =  0N0i76  X  2000  X =  4840"»'»' 

2 

i„a-4-2c,       i  ^        J75-*-200 

Z  =  -H-^ ^  =  ^^  2000  X—- 7TT=906%67. 

3      C.  -*-  c.        3  175  ^  iOO 

M«  =» Q.Z  =  4840'  X  906%67  =  4388282'"»«''*"*"»-,80. 

531 5625 
m  = -—  =  i  21. 

4388282,8        ' 

Coefficient  de  stabilité  à  peine  supérieur  à  Tunité. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base, 

QZ       4388282,8 

«  =>7r  *=      =  72«,23.. 

P  60750 

(:;-4-C?      '17^-*.  50* 
6C.  6  X  175  ' 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  du 
noyau  central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       M,V  60750  4388282.80 

-  =t  -v-=  =17 — —  ^  —r =r-  =  2%I6  db  4%94 

«         I         175—50'       1/  ,       50* 

-    175 

6\  175 

7',  10  par  compression. 
2',78  par  extension. 
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Comme  od  le  voîl,  la  maçonnerie  travaille  des  deux  signe"»  ^ 
ce  &  an  taux  assez  élevé  par  extension  :  la  cheminée  de  la 
machine  fixe  d'Arlon  pourrait  donc  se  trouver  dans  de  meil- 
leures conditions  sous  le  rapport  de  la  stabilité. 


13.  —  Clninée  lu  fii|H  rt  findtrin  dei  fttib-lb  4e  f*^  le  VeiM  et  0* 
i  flifiDie  (UrraiH). 

Cette  cheminée,  dont  M.  le  directeur  Bauret  a  bien  voulu  nous 
fournir  le  dessin,  mesure  60  mètres  de  hauteur.  Sa  forme  est 
celle  d'une  pyramide  quadrangulaire  tronquée  de  'S",49  de  oM 
k  la  base  et  de  3",69  de  côté  au  sommet.  L'épaisseur  de  ses  murs 
est  de  0",60  à  sa  partie  inférieure  et  se  réduit  k  0*,33  au  som- 
met par  quatre  retraites  d'irne  demi-brique. 

A  part  les  fondations,  lesquelles  sont  constituées  par  un  prisme 
quadrangulaire  en  béton  del'.âO  de  hauteur  et  de  8~,30  de  oAlé, 
toute  la  construction  a  été  exécutée  en  briques.  ' 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

p=(l",00I8  X  -  X  6000    {549*  -t-  îHâ'  t-  549  x  269) 

—  (429*  -t-  225V  429  x  225)1  =  684907',20. 

H,  —  P  X  -  C.  =  684907',20  x  274S5  =  188OO7O26^"'*«'™"-,40. 


i  „  C.  -t-  2f,       1  S4fl  -*-  558 

=  -  H  — 'X  6000  X =  2fi60', 

5       C,  -H  r.         3  549  +  269 

=  Q.Z  =  45I90'.40  X  2660'=  H4886464"'«'"'"'- 

188n07ft2fi.40 


—  359  —  75. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base, 

QZ       114886464 

x  =  ^= =i67%73. 

P         684907,20 

C;  ^  CJ       549'  ^  429* 

S  =  — = =  i47S37, 

6C.  6  X  549  ' 

Le  centre  de  pression  sort  donc  du  noyau  central. 


Équilibre  d'élasticité. 
P       M,V        684907,20  H  4886464 


"  '         549—429         \f 5       429 

- i  549  H 

6  V  549 


=  5",83  =b  6%64 


^  12%47  par  compression. 
(    0%8i  par  extension. 

La  cheminée  des  forges  et  fonderies  de  Hayange  pourrait  donc 
se  trouver  dans  de  meilleures  conditions  au  point  de  vue  de  la 
stabilité.  Jusqu'à  présent  elle  s'est  toutefois  parfaitement  main- 
tenue. 

S4.  —  Ckeminée  de  la  raffinerie  de  sel  du  village  d*Ars  (tie  de  Rhé). 

» 

Cette  cheminée  (pour  le  dessin,  voir  Annales  des  Ponts  et 
Chaussées,  année  1831,  2"*  semestre)  a  une  hauteur  totale  de 
27°",36;  elle  présente  la  forme  d'une  pyramide  quadrangulaire 
tronquée  de  3'",44  de  côté  à  la  base  et  de  i",37  de  côté  au 
sommet. 

L'épaisseur  de  ses  murs  est  de  0°*,89  à  la  base  et  se  réduit  à 
O^yiS  au  sommet  par  quatre  retraites  deO*",!!  chacune. 

La  cheminée  d'Ars  se  trouve  engagée  sur  9  mètres  de  hauteur 
environ  dans  le  bâtiment  de  la  raffinerie,  de  sorte  que  Faction  du 
vent  ne  peut  s'exercer  qu'à  partir  de  celte  hauteur.  Sa  construc- 
tion date  de  l'année  1825,  époque  depuis  laquelle,  suivant  les 


IL- 


-  t 
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renseignements  authentiques  recueillis  par  M.  Potel,  iogéniear 
à  La  Roohelle,  Hle  de  Rhé  a  subi  plusieurs  tounaaeniep  â^mœ 
violence  extrême  et  dont  les  effets  se  seront  incontestablement 
produits  dans  toute  leur  intensité  contre  un  édifice  entièrement 
démasqué  de  tous  côtés. 

En  admetumt  que  la  section  de  plus  facile  rupture  corres- 
ponde au  niveau  du  plancher  de  la  raffinerie,  hypothèse  qui 
n*affecte  pas  sensiblement  la  valeur  que  Ton  irouverait  pour  le 
coefficient  de  stabilité  en  ne  considérant  que  la  partie  supérieure 
au  toit,  on  obtient  les  résultats  ci-après  : 

Calculs.  —  Équilibre  statiqw. 

i  _^      

P  »  Û^,0018  X  -  X  âiS8  [(305*  -4-  (37*  -♦.  300  X  îS7) 

-  (ÎTT -♦- Î7* -f- 444  X  47)]  —  i63415M8. 

M,=.P  X  ia=l534l5M8  X  t50«« 23012277^**^—*^,! 5, 

137-4-500 
Q  «  0\0i76  X X  2128  =  8i85\44. 

1      C,  -^  2r,       1  500  ^  274 

Z=-:H-1 =-x2i28  x  ~ -— =  931%7I. 

3      C.  ^  c.        3  300  -4-  437 

M,  =  QZ=8183S44  x  93I%7I  =  7724591 '"'*'-"**'"-,88. 

23012277,15       ^^ 

m  =  — «  2,98. 

7724591,88 

Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

P         153415,18 

C;  ^  C?       5ÔÔ'  ^  144* 

^  =  -^ = =  61S52. 

6C.  6  X  300 


—  361  —  77. 

Le  centre  de  pression  tombe  donc  à  rintérieur  du  noyau 
central. 

Équilibre  d'élasticité. 

P       M.V        153415,18  772459i,88 

-=t  -f-==  = ' —  ^ ^2S21  zhâSOI 

«  I  300'— 144*       1/ 3      i44*  ' 

-     300  — 


6V  300 

4^,22  par  compression. 
0S20     . 

La  cheminée  de  la  raffinerie  de  sel  du  village  d^Ars  se  trouve 
conséquemment  établie  dans  de  très  bonnes  conditions  au  point 
de  vue  de  la  stabilité.  Tout  au  plus  pourrait*on  dire  que  les  pro- 
priétés résistantes  de  la  matière  pourraient  être  mieux  utilisées. 

S5.  —  Cheminée  de  la  machine  k  Tapeur  de  la  gare  de  Saint-Onen  (France). 

Cette  cheminée  a  iO'^yGO  de  hauteur,  y  compris  un  socle  de 
O^yGO.  Sa  forme  est  celle  d'une  pyramide  quadrangulaire  tron- 
quée de  3"*,10  de  côté  à  fleur  de  la  face  supérieure  du  socle  et 
de  1%10  à  la  naissance  du  chapiteau. 

L'épaisseur  de  ses  murs  est  de  O"",?.^  au  niveau  du  socle  et  se 
réduit  à  O'^ySK  au  sommet  par  cinq  retraites  d'une  demi-brique. 

Le  corps  de  la  cheminée  est  exécuté  en  briques;  son  chapiteau, 
d'une  seule  pièce, est  en  fonte  et  pèse  1,000  kilogrammes;  le  socle 
est  en  pierre  de  taille. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 

P  =  0^00i8  X  -  X  4000  [(SÎÔ*  -f-  ÎÎÔ*  -*-  310  x  i  10) 

3 

—  (rëÔ*  -♦-  60*  ^  160  X  60)]  =  248400V 

Mr  =  248400'  X  155^  =  58502000'"*^'-  *•"*'-• 

310  -4.  HO 
Q  =  0V0I76  X  4000  X =14784". 
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i    c,  -t-  3c,     i  310  -t-  aao 

Z-=-H  -1 î  --  X  4000  X  -1; — -=  168»,S5. 

3      C. -i-c.        3  310  +  110 


M. ^ QZ »  14784*  X  1682«,33  =  24874523»»v'«^,5a 

38502000 
"*==  «4874523,52 -'=*'**• 


Dittanee  du  centre  de  pression  au  centre  de  figwe  de  la  beat. 


QZ       24874523.52       _^ ., 

6C.  6  X  310 

Le  centre  de  pression  tombe  conséquemment  en  dehors  des 
limites  du  noyau  central. 


Équilibre  d'élasticité. 


P       M.V  248400  24874325,52 

'^-^  = ,      ,^-7 ^  =5S52±5S39 


-    310'  — 
6V  310 

[  8^,91   par  compression. 
(  lS87  par  extension. 

La  cheminée  de  la  machine  à  vapeur  de  la  gare  de  Saint-Ouen 
ne  se  trouve  donc  pas  dans  les  meilleures  conditions  de  stabilité 
possibles,  ses  maçonneries  travaillant  des  deux  signes,  et  ce  à  un 
taux  relativement  élevé  par  compression.  Son  exécution  date  d*au 
moins  49  ans  ;  elle  se  trouve  isolée  dans  une  plaine  où  les  oura- 
gans peuvent  sévir  avec  une  extrême  énergie.  Malgré  cela,  elle 
s'est  bien  maintenue  jusqu'à  présent. 
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26.  —  Cheminée  de  Tosine  à  gai  da  fanboarg  Montmartre,  prés  Paris. 

Cette  cheminée,  dont  nous  empruntons  la  description  au 
mémoire  déjà  cité  de  M.  Léonor  Fresnel,  est  entièrement 
construite  en  briques.  Elle  mesure  26  mètres  de  hauteur,  non 
compris  un  socle  de  4  mètres.  Sa  forme  est  celle  d^une  pyramide 
quadrangulaire  tronquée,  de  S'^jSO  de  côté  à  la  base  et  de  1°*,50 
de  côté  au  couronnement. 

L'épaisseur  de  ses  murs  varie  de  0",50  à  0",25  par  deux 
retraites  respectivement  de  O'^jlS  et  0",12. 

La  section  de  plus  facile  rupture  se  trouve  située  à  fleur  de  la 
face  supérieure  du  soubassement,  de  sorte  que,  pour  la  recherche 
de  la  stabilité  dé  rédifice,  il  suffira  de  considérer  la  partie 
tronc-pyramidale. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 


P  =  0\0018  X  1  X  2600  [(250*  -^  Î5Ô*  -4-  250  x  450) 

—  (T5Ô*-f-  ÎÔÔ*-f-  150  X  100)]  =  117000V 

M,  =  P  X  -  C.  =  1 17000^  X  1 25«  =  14625000"»*«'- «•"'-• 

150  -f-  250 
Q  =  0S0176  X  X  2600  =  9152\ 

1      C,  -♦-  2c.       1  250  -^  ^00 

Z=-H-^ =  ~x  2600  X  =  1!91S67. 

3       C.  H-Ce        5  250^150 

M.  =  Q.Z  =  9152'  X  119iS67  =  109061 63'"»«' «•""■», 84. 

1 46^25000 

m  = =1,34. 

10906163,84 

Coefficient  de  stabilité  peu  élevé. 


S^  —  364  — 


DUtoMê  du  centre  depreaion  au  centre  de  figw  de  la  base. 

m 

QZ      i  09064  63,M    •   .  ^. 

'-T môôô— «■■"• 

6C.  6x250 

ff 

Le  cenire  de  pression  sort  par  conséquent  du  noyau  oaitniL 

Équilibre  d'élasticité. 
P       M.V  H7000       .        40906165.84  ^  ^^       .  ^. 

6V  250  y 

•  - 

T",??  par  compression. 
1  %89  par  extension. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  la  cheminée  de  Tusine  à  gaz 
du  faubourg  Montmartre  donne  donc  lieu  aux  mêmes  conclu- 
sions que  la  cheminée  de  la  machine  à  vapeur  de  la  gare  de 
Saint-Ouen. 


S 7.  —  Cheminée  des  charbonnages  do  Pelit-Try,  à  Lambnaart. 

Cette  cheminée,  dont  nous  devons  le  dessin  à  Tobligeance  de 
M.  le  directeur-gérant,  sert  à  Tévacuation  des  produits  de  la 
combustion  du  charbon  sous  4  chaudières  de  50  chevaux  de 
force,  lesquelles  sont  constamment  en  activité,  jour  et  nuit, 
depuis  le  !•'  janvier  jusqu'au  31  décembre,  bien  entendu  avec 
une  chaudière  de  rechange. 

Sa  forme  est  celle  d'une  pyramide  quadrangulaire  tronquée 
de  48  mètres  de  hauteur  totale,  y  compris  un  socle  prismatique 
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qiiadrangulaire  de  S  mètres;  elle  présente  4'°,90  de  côté  au-des- 
sus du  socle  et  2",90  de  côté  à  la  naissance  du  chapiteau. 

L*épaisseur  de  ses  murs  est  de  l'^y^S  à  fleur  de  la  face  supé- 
rieure du  socle  et  se  réduit  à  O'^^SK  au  sommet.  Le  vide  inté- 
rieur, qui  est  prismatique,  a  2"*,40  de  côté  et  régne  sur  toute  la 
hauteur  de  la  cheminée. 

La  construction  a  tout  entière  été  exécutée  en  maçonnerie  de 
briques  avec  de  la  chaux  du  pays.  Il  en  est  de  même  des  fonda- 
tions, qui  affectent  la  forme  d*un  tronc  de  pyramide  quadran- 
gulaire. 

Calculs.  —  Équilibre  statique. 
P  =0*,00i8x43a0  U (Ï9Ô*  -+-  29Ô'  -4-  490  x  290) 

-♦-  OSOOIS  X  500  X  490'  — 240*  x  4800  x  0S00I8  =  921480^. 

i 
M,  *=  P  X  -  C.  =  92i480^  X  245^»  =  225762600  ^«•«'•-»"« 
2 

900  -«.  iQO 
Q  ^  ok,oi76  X         7         ^  4800  =  52947S20. 

1     C  -4-  2c       i  490  -4-  580 

Z  =  1h-^— — •«-  X  4800  X  7^- ^=2194^88. 

5      Ce  -♦-  c.       3  490-4-290 

M^  ^  Q.Z  =  32947S20  x  2I94S88  =  723i5150"»»«'  •»'""  ,336. 

225762600 


m  = 


72315150,336 


3,42. 


Coefficient  de  stabilité  très  rassurant. 


Distance  du  centre  de  pression  au  centre  de  figure  de  la  base. 

_QZ       723151 50,336_^^^^^ 
^        P  9-21480 


:s 


6C.  6  X  490 

VII.  24 


Le  «eotre  de  pression  tombe  déné  k  nmérieur  du  ooyMi 
ceniral. 

ÉquiUbre  d'élaitiàté. 


'       ISi?— «5* 


j  8*,96  pop 
1M4    . 
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La  cbeminée  des  charbonnages  du  Peiil-Try  daie  de  t'aiinée 
1898;  par  suite  d'un  mouvement  survenu  dans  les  terres,  file 
s  éprouvé  une  légère  déviation  de  la  verticale,  vers  l'ouest;  nwis, 
depuis  m  ans,  elle  ne  bouge  plus. 

Bien  que  Te  taux  du  travail  par  compression  sur  l'unii  des 
arêtes  soit  no  peu  élevé,  on  peut  considérer,  somme  toute,  cet 
édifice  comme  se  trouvant  dans  de  bonnes  condiiions  au  pDJui  de 
vue  de  la  stabilité.  —  — 


L'examen  de  la  stabilité  de  ce  genre  de  construciiona  se  faisani 
absolument  de  la  même  façon  que  pour  les  cas  que  nous  venons 
He  traiter  et  n'offrant  d'ailleurs  aucune  espèce  de  difficulté,  noiu 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 


■  *  ■M-tlnn  droit»  h« «(•>>■<•  (■■.  9), 


ireincni.  L'examen  de  leur 
siabililé  donne  lieu  è  des 
calculs  identiques  à  ceux 
qui  précèdent.  Nous  ferons 
iniilefois  observer  que, 
dnns  ce  cas, 


=»K!„>.- 


'''  "■  (voir  page  43  de  la  Tech- 

nologie du  comlructettr- mécanicien,  par  M.  Boudin),  en  sup|io- 
Sam  que  le  plan  MIV  soil  le  plan  de  llexion,  hypothèse  évidem- 
ment la  plus  défavorable  au  point  de  vue  de  la  stabilité. 

On  a,  en  outre,  pour  la  dislance  3  du  centre  de  figure  à  la 
limite  du  novau  central  : 


w 


I 


0,0338  (D'  —  rf') 


0,04!))  (D'  — rf'} 
l^.D.(oV— fl'V)' 


>>  étant  la  section  transversale. 
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la  loi  de  variation  de  p  dépendant  de  la  forme  assignée  in 
solide,  forme  caraelérisée  par  la  relation  supposée  à-|»i(»-i  entre 
M  et  y. 

Dans  le  cas  partieullèr  d'un  tronçon  d*égale  presaton,  oo  ■ 
partout 

R' 


La  fnTOUleci-deMos  devient  done 


-ridy. 


et  par  intention 


Pour  déterminer  la  constante  C,  on  posera  u  =  u,  pour  .v  ^'i 
Uf  se  donnant  d'emblée.  Il  viendra  ainsi 

Retranchant  eniuitt;  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
relations,  on  aura 


;7"('-y). 
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d*où 

€  éiani  égal  à  2,71 83,  et,  par  suite, 

formule  qui  permettra  de  déterminer  autant  de  sections  que  l*on 
veut. 

Comme  on  le  voit,  le  profil  ainsi  obtenu  est  logarithmique. 
Dans  la  pratique,  on  lui  substitue  assez  souvent  des  formes 
approchantes,  soit  tronc-coniques  ou  tronc-pyramidales,  soit 
composées  d'une  série  de  tronçons  prismatiques  de  section  allant 
en  diminuant  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  base. 

Cela  posé,  pour  passer  au  cas  des  cheminées,  il  suffit  d'éerire 

4 

D  et  d  étant  respectivement  le  diamètre  extérieur  et  le  diamètre 

intérieur  de  la  section  à  déterminer, 

ou 

«  =  L*  — /*, 

L  et  /  étant  respectivement  le  côté  extérieur  et  le  côté  intérieur 
de  la  section  à  déterminer  et  qui  est  supposé  carrée. 

La  formule  servant  à  calculer  les  diverses  sections  sera,  d'après 
cela, 

-nc-y)  cheminées 

D*  =  cP  H-  (Dî  —  rf*)e*'  à  section  circulaire, 

D|  étant  le  diamètre  extérieur  de  la  section  &)|, 
ou 

cheminées 


-—  ne  -  y)  cnemi  nées 

L*  =/*-♦-  (Lî  —  /*) e"'  à  section  carrée. 


L|  étant  le  côté  extérieur  de  la  section  tù^. 
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N.B.  On  suppose,  pour  la  délermination  complète  du  problème, 
que  le  vide  intérieur  est  prismatique;  en  d^autres  termes,  on  re- 
garde d  ou  /  comme  constant,  et  on.se  donne  sa  valeur  d*emblée. 

Fixons  les  idées  par  une  application  :  soit  è  déterminer  quel- 
ques points  d^  la  forme  d^épile  pression  d^une  cheminée  de 
38  mètres  de  hauteur,  à  section  circulaire,  ayant  au  sonmiet  un 
diamètre  extérieur  de  1",86  et  un  diamètre  intérieur  de  1^,30. 

La  formule 

donne,  après  substitution  des  valeurs  numériques 

e  *«  2,718. 
R'""60000* 

l  =38., 


_i-  X<800(8S-,) 


Si  dans  cette  formule  on  fail  j^  successivement  égal  à  28,  50, 
19,  9,50  et  0,  on  trouve  pour  D  les  valeurs  suivantes  : 

EF  =  2'»,76I. 

GH  =  3-,i97. 

IJ  =  3",776. 

CD  =  i-,5i6. 
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Des  fondations  des  cheminées. 

C'est  surtout  sur  les  fondations  que  doit  se  porter  toute  Tat- 
tention  des  architectes.  En  effet,  dans  les  cheminées  d'usines  très 
hautes  et  sur  lesquelles,  conséquemmcnt,  l'action  du  vent  est 
très  intense,  les  pressions  qui  s'exercent  sur  la  base  acquièrent  une 
importance  notable,  et  le  centre  de  pression  de  la  résultante  du 
poids  de  la  construction  et  de  la  poussée  du  vent  peut  se  rappro- 
cher beaucoup  du  périmètre  de  la  base.  Dès  lors  aussi,  la  maçon- 
nerie peut  travailler  des  deux  signes,  et  ce  à  des  taux  assez  élevés. 

La  condition  la  plus  favorable  serait  évidemment  que  le  centre 
de  pression  coïncidât  avec  le  centre  géométrique  de  la  base  repo- 
sant sur  le  sol;  car  alors  la  matière  travaillerait  simplement  par 
compression  et,  en  cas  de  tassement,  Tédifice  descendrait  verti- 
calement et  d'une  façon  régulière. 

Toutefois  cette  condition,  qui  est  parfaitement  réalisable  pour 
des  murs  de  soutènement  et  de  retenue  d'eau,  où  la  poussée  des 
terres  et  de  l'eau  agit  constamment  suivant  la  même  orientation, 
devient  tout  à  fait  illusoire  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  en  raison 
de  la  variabilité  de  la  direction  des  vents  :  à  chaque  orientation 
donnée  de  ceux-ci  correspond,  en  effet,  un  centre  de  pression 
distinct. 

Ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire,  c'est  de  limiter  autant  que  faire 
se  peut  rétendue  de  la  zone  dans  laquelle  peut  voyager  ce  contre» 
de  façon  à  lui  laisser  le  moins  de  marge  possible,  m  irHiitros 
termes,  de  manière  à  le  faire  tomber  le  plus  pn'^n  poMnible  du 
centre  géométrique  de  la  base. 

Dans  ce  but,  il  importe  de  donner  aux  fondations  un  empale- 
ment suffisant,  empâtement  à  réaliser  soit  au  moyen  de  gradin», 
soit  en  attribuant  au  massif  des  maçonneries  une  forme  troiM> 
pyramidale  ou  tronc-conique. 

Dans  tous  les  cas,  nous  ne  saurions  trop  recommander  kkw 
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N.B.  On  suppose,  pour  la  détermination  complète  du  problème, 
que  le  vide  intérieur  est  prismatique;  en  d'autres  termes,  on  re- 
garde donl  comme  constant,  et  on  se  donne  sa  valeur  d'emblée. 

Fixons  les  idées  par  une  application  :  soit  à  déterminer  quel- 
ques points  de  la  forme  d  égale  pression  d'une  cheminée  de 
38  mètres  de  hauteur,  à  section  circulaire,  ayant  au  sommet  un 
diamètre  extérieur  de  l'°,56  et  un  diamètre  intérieur  de  l°',^0. 

La  formule 

a 

donne,  après  substitution  des  valeurs  numériques 

d  =  i-',20. 

1),  «=  i-,56. 

e  =  2,718. 

S  _      I 
R'  "~  60000  * 

n  =  1 800". 

l  =38., 

D«  =  Oô'  +  (i;56'—  filô')  %7\S^  ^  '"^  ^'^^  '\ 

Si  dans  cette  formule  on  fait  j^  successivement  égal  à  28,  50, 
i9,  9,50  et  0,  on  trouve  pour  D  les  valeurs  suivantes  : 

EF  =  2'»,76 1 . 

GH  =  3-,i97. 

IJ  =  3",776. 

CD  =  A^,U6. 
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En  ajoutani  à  ce  poids  celui  de  la  partie  qui  émerge  du  sol, 
soit 

â858i9V90  (fût  et  chapiteau) 

-4-  1800^  (t  X  8,5  —  î;8*  X  8,5)  (piédestal)  =  48i077S90, 

on  aura  pour  le  poids  total  de  la  construction 

P  =  115272^,77  -4-  481077S90  =  596350S67. 

Lorsque  le  vent  ne  soufQe  pas,  la  pression  se  répartit  unifor- 
mément sur  le  terrain  et  sa  valeur  par  centimètre  carré  est 
égale  à 

3,14  X  325 

Or,  d*après  rexpérience  directe  qui  a  été  faite  à  Chemnitz,  le  ter- 
rain où  la  cheminée  en  question  a  été  fondée  peut  supporter, 
sans  céder,  environ  5S50  par  centimètre  carré. 

Lorsqu'il  n*y  a  pas  de  vent,  il  n'y  a  donc  aucun  affaissement 
à  craindre  pour  cet  édifice. 

Voyons  à  présent  ce  que  devient  cette  pression  lorsqu'on  fait 
intervenir  la  poussée  du  vent. 

A  cet  effet,  nous  ferons  usage  de  la  formule  de  la  flexion  com- 
posée 

P      M,V 


a  1 


ou 


P  =  596350%67. 
«  =  3, 14  X  323*  =  2296 1 250«"»"»-  "^• 

M.=  Q.Z. 

2  200  -♦-  400 

Q  =  -  X  0^.0176  X  t X  4250  ==  14960^'»»«' 

3  2 

1        400-I-400   .  ^„  ^^ 

Z  =  Z'-4-273   et   Z'=-x4250x-— — -=1888«.89 

3        400-4-200 


92-  ^  576  — 

et,  par  suite, 

Q.Z  =  14960^ (1888«,89  -♦-  27&)  —  3«7i794^»^'«'*--,40. 

V  =  325. 

Après  substitution,  il  viendra 

596500^,67  ^   32371794,40  x  325      ^  «^  ,   ,.  ^ 

p  =  — —  db ' =  y,59  =fc  IS20 

^       22961250  ^digSS* 

64 

5\79  par  compression, 
IS39    »  • 

c*est-à-dire  que  la  pression  sur  Taréte  la  plus  iatiguée  est  eneore 
inférieure  à  la  pression  niaxima  que  supporte  le  terrain. 

Il  n'y  a  donc  absolument  aucun  reproche  à  ^ire  à  Tempate- 
ment  des  fondations  de  la  cheminée  de  Chemnitz; 
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IV 


Conclusions. 

1.  Ce  qui  précède  fait  voir  qu'il  existe  un  grand  nombre  de 
cheminées  où  les  maçonneries  travaillent  par  extension  et  par 
compression,  sans  que  cependant  elles  aient  laissé  apercevoir 
depuis  leur  construction  la  moindre  trace  de  lézardes  ni  de  dévia- 
lion  de  la  verticale.  On  pourrait  être  tenté  de  conclure  de  cette 
circonstance  qu'il  est  indifférent  que  le  centre  de  pression  tombe 
i  rintérieur  ou  à  Textérieur  du  noyau  central,  d'autant  plus  que 
plusieurs  de  ces  cheminées  datent  de  plusieurs  années,  qu'elles 
ont  par  conséquent  été  exposées  à  de  nombreuses  et  violentes 
t(*mpétes,  et  que  pour  certaines  d'entre  elles,  le  travail  des  deux 
signes  est  assez  élevé. 

Toutefois,  avec  un  peu  de  réflexion,  on  ne  formulera  pas  celte 
conclusion  :  puisque  la  résistance  des  mortiers  à  l'extension  est 
très  faible,  on  admettra  facilement  que  le  travail  par  traction 
doit  fatiguer  considérablement  les  maçonneries,  et  que  les 
influences  funestes  de  ce  travail  doivent  finir  à  la  longue  par  se 
faire  plus  ou  moins  sentir. 

Nous  ajouterons  d'ailleurs  que  les  effets  des  ouragans  sur  les 
cheminées  dépendent  en  grande  partie  de  l'époque  à  laquelle  ils 
se  produisent  :  s'il  s'agit  d'une  construction  neuve,  où  le  mortier 
n'a  ps  encore  complètement  fait  prise,  le  travail  par  extension 
pourra  être  désastreux  en  ce  sens  que  les  joints  pourront  s'ouvrir 
relativement  avec  facilité  et,  par  suite,  les  maçonneries  se 
crevasser.  Pour  une  construction  ancienne,  au  contraire,  on  a 
beaucoup  moins  à  craindre  de  ce  côté,  puisque  le  mortier  étant 
devenu  dur  aura  ocqiiis  une  résistance  plus  forte  à  la  traction. 

L'on  ne  devra  donc  pas  s'étonner  de  rencontrer  des  cheminées 
exécutées  dans  des  conditions  identiques,  au  point  de  vue  des 
matériaux  employés,  de  la  nature  du  sol,  des  fondations,  des 


dimensions,  etc.,  et  dont  les  unes  résisteront  parfaitement  H 
tempêtes,  tandis  que  les  autres  en  souffriront  grandement. 

Nous  croyons  même  pouvoir  aller  plus  loin  et  dire  que,  i 
deux  cheminées  construites  dans  des  conditions  de  résistance 
inégales  (mais  dont,  par  hypothèse,  les  maçonneries  travaillent 
toujours  des  deux  signes),  la  plus  forte  sous  le  rapport  des  dimeS 
siens  pourra  fort  bien  ne  pas  résister  à  un  coup  de  vent  un  p 
violent  et  brusque,  alors  que  la  plus  faible  supportera  vîclorie 
sèment  des  tempêtes. 

L'expérience  a  prouvé  le  bien  fondé  de  ces  observations. 

Si  donc,  parmi  les  cheminées  que  nous  avons  étudiées  préCN 
demment,  il  s'en  trouve  dont  les  maçonneries  ont  travaillé  ( 
partie  par  extension,  et  ce  sans  aucune  altération,  nonobstant  II 
ouragans  qu'elles  ont  subis,  nous  pensons  que  la  seule  cxplie 
tion  à  donner  de  ce  fait  est  que  ces  ouragans  ne  se  i 
dé<-hainés  qu'après  prise  plus  ou  moins  complète  des  mortier 
S'ils  avaient  sévi  plus  tôt,  il  est  plus  que  probable  qu'il  se  sera^ 
produit  des  lézardes  plus  ou  moins  importantes  dans  les  fûts  de 
ces  édiiii-es  ou  tout  au  moins  des  déviations  île  la  verticale. 

De  toute  manière,  les  cheminées  dont  les  maçonneries  ne 
travaillent  que  par  compression  sont  les  plus  sûres  et  nous  esti- 
mons qu'il  est  prudent,  dans  les  projets  relatifs  à  des  construc- 
tions de  l'espèce,  de  veiller  â  ce  qu'il  en  soil  toujours  ainsi,  ou 
loul  au  moins,  si  celte  condition  ne  peut  être  satisfaite  par  suite 
de  certaines  cireon  s  lances,  de  n'admettre  jamais  pour  le  travai^ 
par  traction  qu'un  taux  très  faible.  ^Ê 


2.  Au  sujet  du  la  valeur  du  cocflicient  de  stabilité,  le  rappro- 
chement des  résultats  que  nous  avons  trouvés  nous  conduit  à 
cette  conclusion,  que,  pour  les  cheminées  dont  les  maçonneries 
travaillent  seulement  par  compression  ou  bien  des  deux  signes, 
mais  à  un  taux  très  modéré  par  extension,  la  valeur  du  coelTicieni 
de  stabilité  ne  descend  pas  en  dessous  de  2;  pour  la  plupart  ce 
coetlicient  dépasse  même  2°',7U. 

Nous  considérerons  donc  2  comme  un  minimum  en  dessottj 
duquel  il  convient  de  ne  pas  descendre. 
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3.  Au  point  de  vue  de  la  stabilité»  il  y  a  intérêt  à  donner  aux 
cheminées  trone-coniques  un  piédestal  prismatique,  plutôt  que 
de  faire  aller  le  fût  jusqu^au  massif  des  fondations. 

L^application  numérique  suivante,  se  rapportant  à  la  cheminée 
des  charbonnages  de  Maurage,  prés  Bracquegnies,  en  fournit 
une  preuve  manifeste  : 

Si  on  suppose  que  cet  édifice  n'ait  ps  de  socle,  c'est-à-dire 
que  son  fût  continue  jusqu'à  fleur  du  sol,  on  aura  la  série  de 
calcula  que  voici  : 

Équilibre  statique, 

P===  0^,0018  X 4070  x3,Uri(fÔÎ* -4- Î5Ï3*  + 101  x  154,5)- 65*1 

=  283717S22. 
M^  =.  P  X  -  D  =  2857  \  7S22  x  i  54S5  =  4383431 0^"^»'  cenum.  49 

^2  202-4-  309 

Q=--  X  0,0176  X X  4070=  12201 S32. 

„       I      D  -♦-  2D'       i       ,_^      309  -4-  404 

Z  =  ^  H  -- — ^—  -  X  4070  X  ^— —-  =  1885S77. 

5       D  -4-  D'        3  509  ^  202 

M,  «  QZ  =  l220iS32  x  1885^77  =  23008883"'°«'  ceotim.  33 

45854310,49 


m 


23008883,22 


--  =  1,90. 


Stabilité  statique, 
P       M.V_ 283717,22  25008883,22  x  U4,5 

64    ^ 


=  4^59  =b  8S20  =  \  * -'^'^  ^''  compression 

/   3^,61  par  extension. 


> 


El)  rapprochant  ces  chiffres  de  ceux  trouvés  précédemment 


./  ''% 
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(¥oir  pp.  44*46),;OD  voit  ^pie  rhypothëse  d-dessiis  place  h 
diemitiée  dans  de9  coiidilions  ploa  désavanlageiiaes  laol  sqm 
le  rapport  de  réquilîbre  statique  que  sous  eelui  de  Ja  stabiliié 
élastique. 
i  Ou  serait  amené  à  la  même  eoiielusioii  eu  faisaal  d^auires 
applications  numériques. 


■i 


La  vérification  de  Téquilibre  statique  et  de  la  stabilité  élastique 
des  cheminées  en  tôle  se  ferait  tout  à  fait  comme  pour  les  ebe- 
minées  en  maçonnerie.  Les  limites  de  ce  travail  ne  nous  permet- 
tent pas  de  nous  y  arrêter. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  en  terminant  que  rexamaa  de 
la  stabilité  des  phares,  des  châteaux  d^eau  pour  chemins  de  (er, 
des  colonnes  triomphales  rentre  de  tous  points  dans  les  questions 
traitées  dans  la  présente  note* 


•  • 
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(voir  pp.  44-46),  on  voit  que  l'hypothèse  ci-dessus  place  la 
cheminée  dans  des  conditions  plus  désavantageuses  tant  sous 
le  rapport  de  l'équilibre  statique  que  sous  celui  de  la  stabilité 
élastique. 

On  serait  amené  à  la  même  conclusion  en  faisant  d'autres 
applications  numériques. 

La  vérification  de  l'équilibre  statique  et  de  la  stabilité  élastique 
des  cheminées  en  tôle  se  ferait  tout  à  fait  comme  pour  les  che- 
minées en  maçonnerie.  Les  limites  de  ce  travail  ne  nous  permet- 
tent pas  de  nous  y  arrêter. 

Enfin,  nous  ferons  remarquer  en  terminant  que  Texamen  de 
la  stabilité  des  phares,  des  châteaux  d*eau  pour  chemins  de  fer, 
des  colonnes  triomphales  rentre  de  tous  points  dans  les  questions 
traitées  dans  la  présente  note. 
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NOTE 


SUR  LE 


PASSAGE  DE  VÉNUS  SUR  LE  SOLEIL 


OBSERVÉ  A  GRIGNON  (CÔTE-D'OR)  LE  6  DÉCEMBRE  1882 


PAR 

BÉNÉDICTIN. 


L'intérêt  capital  qui  s'attache  à  Tobservation  des  passages  de 
Vénus  sur  le  soleil  est  tout  entier  dans  la  détermination  de  la 
parallaxe  solaire,  à  obtenir  d'une  manière  de  plus  en  plus  exacte. 
Cette  détermination  peut  s'effectuer,  soit  par  l'enregistrement 
des  instants  de  contact  des  deux  astres,  soit  par  des  mesures 
mierométriques  de  la  distance  des  centres  du  disque  solaire  au 
disque  de  Vénus,  faites  à  tel  et  tel  moment  du  passage.  En  1882, 
le  phénomène  n'étant  visible  en  Europe  que  dans  la  première 
partie  de  sa  phase,  les  deux  premiers  contacts  pouvaient  seuls 
être  observés  à  Grignon;  à  leur  défaut,  quelques  jonctions  micro- 
métriques auraient  pu  y  suppléer,  mais  à  la  condition  d'une 
atmosphère  pure  et  calme,  chose  très  rare  dans  nos  contrées  à  la 
date  du  6  décembre,  et,  qui  plus  est,  à  2  heures  de  l'après-midi, 
alors  que  le  soleil,  déjà  fort  incliné  vers  les  brumes  de  l'horizon, 
ne  saurait  plus  guère  présenter  dans  son  image  une  fixité  suffi- 
sante. De  fait,  aucune  de  ces  détertninations  n'a  pu  être  exécutée 
à  notre  Observatoire;  cependant,  certaines  particularités  du  phé- 
nomène ayant  pu  y  être  observées,  si  secondaires  qu'elles  soient, 
VII.  25 


-  383  - 


€i]es  ne  laissent  pas,  j'ininginc,  d'avoir  ijuelqut-  intérêt,  (|uand 
ce  ne  sernil  qn'ù  liire  de  circonslances  d'un  phénoménu  aslro- 
iiomt<|iie  de  la  plus  haute  importance.  Dès  le  8  décembre, 
j'adressai  à  ce  sujet  une  petite  note  à  M,  Dumas,  secrétaire 
perpétuel  ilc  rAcadémie  des  sciences  de  Paris;  elle  a  paru  dans 
les  Compirs  rendus  du  H  décembre.  C'est  celte  note  que  je  déve- 
loppe aujourd'hui,  en  y  ajoutant  ifuelques  remaniui'S. 

1.  Dans  ia  matinée  du  6  décembre  dernier,  le  ciel  était  loul 
couvert  à  Grignon;  mais  un  vent  de  sud-siid-ouest,  balayant  les 
nuages,  dniine  bientôt,  avec  quelques  éclaircies,  l'espoir  de  voir 
le  phénomène  au  moins  pour  un  inslant.  Ces  éclaircies  continuè- 
rent à  croître,  en  étendue  et  en  durée,  jusqu'à  l'approche  du  phé- 
nomène, mais  pour  décroître  ensuite  avec  assez  de  rapidité.  Nous 
étions  entrés  eu  plein  dans  une  bourrasque  agissant  déjà  dans  les 
réjïions  supérieures  de  l'atmosphère;  en  effet,  le  baromètre,  qui 
le  3  décembre  était  à  732'"'",00  à  9"  du  malin,  baissa  rapidement 
de  IC'""',  pour  marquer  71S'"°',b  le  6,  et  le  7,  708'"'°,7  seule- 
ment; le  9,  il  remontait  à  727'"'° ,7;  quant  à  la  température,  le 
minimum  tbermoméirique  s'était  maintenu,  le  S,  le  6  et  le  7,  un 
peu  au-dessus  de  0°(-f-0'',22  le  6),  tandis  que  les  jours  précé- 
dents et  suivants  la  moyenne  du  minimum  était  noiableiiieni  au- 
dessous  de  0";  ainsi,  le  3,  nous  notions  — 6" ,00  et  le  12  —  2%80. 
Grignon  était  donc  placé,  le  6  décembre  1882,  au  beau  milieu 
d'un  trouble  atmosphérique  des  plus  détestables. 

•.  A  l'heure  du  premier  contact,  des  nuages  plus  ou  moin&l 
denses  passaient  sur  le  soleil;  j'observais  à  notre  équalorial  dftfl 
6  pouces  (objectif  de  IVIerz,  monture  de  Dallmeyer),  et,  à  cause^ 
de  celte  succession  de  nuages  de  densité  variable,  j'étais  oblig 
pour  protéger  l'œil,  de  changer  rréquemmcnl  de  verres  enfila 
mes  d'une  obscurité  difTércnte,  C'est  ainsi  que  je  manquais  comJ 
plèlcmenl  le  premier  contact;  notre  jeune  frère  Etienne  SrfTerlil 
qui  élait  chargé  d'enregistrer  le  temps  à  un  chronomètre  de|1 
Broi-khanks  (de  Londres,  n"  Sô(i),  n'eui  donc  à  inscrire  que  des  J 


I 
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\aleurs  insignifiantes,  correspondant  aux  topes  que  je  donnais. 
C*est  pourquoi  je  ne  les  transcris  pas  ici. 

Un  autre  confrère,  Fr.  François  Jehl,  observait  dans  la  pièce 
configuêy  consacrée  à  la  lunette  méridienne;  il  y  avait  installé  un 
petit  équatorial  de  Steinheil,  de  4  pouces  d'ouverture;  en  proje- 
tant Timage  solaire  sur  un  écran,  il  y  aperçut  bien  avant  moi 
une  légère  échancrure;  Vénus  devait  cependant  avoir  mordu 
sur  le  soleil  depuis  60  à  70  secondes  environ,  à  en  juger  par  la 
grandeur  de  Téchancrure.  Le  bord  du  soleil  était  très  ondulant. 
A  Rome,  par  exemple,  à  l'Observatoire  du  regretté  P.  Secchi, 
où  M.  Tacchini  occupe  la  place  du  R.  P.  Ferrari,  la  diffërehce 
entre  les  observations  spectroscopiques  et  ordinaires  de  ce  pre-  . 
mier  contact  s'est  élevée  à  54  secondes,  et  pour  le  second  con- 
tact à  35  secondes;  or  l'observation  spectroscopiqne  ôlant  estimée 
exacte  à  4  ou  5  secondes  près,  on  voit  que  le  retard  dans  l'esti- 
mation du  premier  contact  par  la  méthode  ordinaire  a  atteint  à 
Grignon  comme  à  Rome  à  peu  près  la  même  valeur.  J'avais  eu 
l'intention  d'user  de  la  méthode  spectroscopique  proposée  par 
le  P.  Secchi  pour  le  premier  contact,  méthode  qui  permet  d'éli- 
miner la  surprise  toujours  inévitable  par  la  méthode  ordinaire; 
j'avais  disposé  à  cet  effet  en  avant  de  l'objectif  de  l'équatorial 
de  Dallmeyer  un  prisme  correspondant  à  une  ouverture  de 
4  pouces;  mais,  peu  avant  l'entrée,  le  ciel  étant  totalement  cou- 
vert du  côté  du  soleil,  j'enlevai  ce  prisme  fort  lourd,  craignant 
qu'il  ne  devint  inutile  et  même  embarrassant. 

S.  J'ai  pu  suivre  la  planète  entrant  sur  le  disque  du  soleil, 
pendant  6  minutes  environ;  elle  empiétait  d'un  tiers  de  son  dia- 
mètre, lorsque  d'épais  nuages  vinrent  la  cacher  complètement. 
Cest  ainsi  que  j'ai  manqué  également  le  second  coniact.  La  par- 
tie de  la  planète  extérieure  au  disque  ne  tranchait  nullement  sur 
le  fond  du  ciel;  je  n'ai  pu  discerner  son  contour  extérieur  et  par 
conséquent  il  m'a  été  impossible  de  voir  l'apparition  subite  du 
filet  lumineux  dû  à  son  atmosphère  et  qui,  remarqué  pour  la  pre- 
mière fois  en  1874,  a  été  revu  en  Europe  et  ailleurs  pcmr  ce 
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elles  ne  laissent  pas,  j'imagine,  d'avoir  quelque  intérêt,  quand 
ce  ne  serait  qu'à  titre  de  circonstances  d'un  phénomène  astro- 
nomique de  la  plus  haute  iniporiance.  Dès  le  8  décembre, 
j'adressai  à  ce  sujet  une  petite  note  à  M.  Dumas,  secrétaire 
perpétuel  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris;  elle  a  paru  dans 
les  Comptes  rendus  du  11  décembre.  C'est  cette  note  que  je  déve- 
loppe aujourd'hui,  en  y  ajoutant  quelques  remarques. 

t.  Dans  la  matinée  du  6  décembre  dernier,  le  ciel  était  tout 
couvert  à  Grignon;  mais  un  vent  de  sud-sud-ouest,  balayant  les 
nuages,  donna  bientôt,  avec  quelques  éclaircies,  l'espoir  de  voir 
le  phénomène  au  moins  pour  un  instant.  Ces  éclaircies  continuè- 
rent à  croître,  en  étendue  et  en  durée,  jusqu'à  rapproche  du  phé- 
nomène, mais  pour  décroHre  ensuite  avec  assez  de  rapidité.  Nous 
étions  entrés  en  plein  dans  une  bourrasque  agissant  déjà  dans  les 
régions  supérieures  de  l'atmosphère;  en  effet,  le  baromètre,  qui 
le  2  décembre  était  à  ySS^^'^yOO  à  9^  du  matin,  baissa  rapidement 
de  IG"",  pour  marquer  yio^^jS  le  6,  et  le  7,  TOS'"",?  seule- 
ment; le  9,  il  remontait  à  TS?'""",?;  quant  à  la  température,  le 
minimum  thermométrique  s'était  maintenu,  le  5,  le  6  et  le  7,  un 
peu  au-dessus  de  0'*(-h0%22  le  6),  tandis  que  les  jours  précé- 
dents et  suivants  la  moyenne  du  minimum  était  notablement  au- 
dessous  de  0";  ainsi,  le  3,  nous  notions  — 6%00  et  le  12  —  2%80. 
Grignon  était  donc  placé,  le  6  décembre  1 882,  au  beau  milieu 
d'un  trouble  atmosphérique  des  plus  détestables. 

9.  A  rhenre  du  premier  contact,  des  nuages  plus  ou  moins 
denses  passaient  sur  le  soleil;  j'observais  à  notre  équatorial  de 
6  pouces  (objectif  de  Merz,  monture  de  Dallmeyer),  et,  à  cause 
de  cette  succession  de  nuages  de  densité  variable,  j'étais  obligé, 
pour  protéger  l'œil,  de  changer  fréquemment  de  verres  enfu- 
més d'une  obscurité  différente.  C'est  ainsi  que  je  manquais  com- 
plètement le  premier  contact;  notre  jeune  frère  Etienne  Siffert, 
qui  était  chargé  d'enregistrer  le  temps  à  un  chronomètre  de 
Bro^kbanks  (de  Londres,  n**  536),  n'eut  donc  à  inscrire  que  des 
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point  sud  de  Thorizon.  J'ai  suivi  avec  beaucoup  d'aUention, 
pendant  près  d*un  quart  d'heure,  ces  teintes  variées  de  Timage 
de  la  planète;  trois  croquis  pris  à  3*»26",  S^^SO"  et  3*»32"», 
T.  M.  de  Grignon  (^),  m'ont  donné,  pour  Tangle  formé  à  droite 
par  l'intersection  avec  l'horizon  du  diamètre  prolongé  jusqu'à 
lui,  les  valeurs  suivantes  :  84**,5,  66*»  et  52®,  soit  en  moyenne 
60°,83,  correspondant  à  la  moyenne  de  l'heure  3''29'".  L'incli- 
naison de  cette  réfraction  indique  évidemment  une  marée  atmo- 
sphérique luni-solaire  orientée  dans  le  même  sens  (voir  fig.  3). 
La  même  apparence  a  été  relevée  par  l'observateur  posté  au 
4  pouces;  le  disque  vu  par  projection  a  été  noté  ainsi  vers 
3*'37"  :  rouge-jaunàlre  au  nord  vrai,  bleu  au  sud  et  verdàtre 
dans  le  milieu  ;  son  dessin  donne  74®  pour  valeur  de  l'angle 
susdit. 

7.  Le  même  observateur  a  trouvé  que  la  région  centrale  de 
Vénus  était  beaucoup  moins  obscure  que  la  périphérie,  tandis 
que,  d'après  ma  propre  appréciation,  le  centre  n'était  qu'un  peu 
moins  obscur.  En  observant  il  y  a  quelques  années  un  passage 
du  Mercure  sur  le  soleil,  j'ai  également  constaté  que  le  centre 
était  moins  foncé;  autant  que  je  puis  m'en  souvenir,  cette  parti- 
cularité était  beaucoup  moins  sensible  pour  Vénus. 

8.  Voici  maintenant  un  fait  qui  m'a  paru  assez  singulier. 
L*astre  était  déjà  depuis  une  bonne  demi-heure  sur  le  soleil, 
quand  je  remarquais  et  pour  un  court  instant,  un  léger  Glet 
lumineux  de  teinte  violacée  qui  bordait  en  forme  de  croissant 
le  sud  vrai  de  la  planète  (voir  fig.  3)  ;  je  ne  saurais  dire  pour- 
quoi cet  arc  lumineux  n'a  été  perceptible  qu'un  instant;  l'agita- 
tion de  l'atmosphère  ne  permettait  sans  doute  pas  de  le  voir  plus 
longtemps.  Je  me  suis  demandé  s'il  était  une  conséquence  de 


(*j  Les  positions  géographiques  de  l'Observatoire  du  prieuré  de  Saint-Jean,  k  Grignon, 
ont  été  très  provisoirement  fixées  ainsi  :  latitude=47o,  33',  42"  N.;  Iongitude=0*',8°»,n»; 
altitude  du  pied  de  l'équatorial  ==  :S70*"  ;  de  la  tour  de  l'Observatoire =^23'». 
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dernier  passage  de  1882.  Vers  les  derniers  instants  de  cette 
première  observation  le  centre  de  la  planète  me  parut  un  peu 
plus  foncé  que  le  fond  du  ciel;  cependant  la  brume  était  si 
épaisse  que  le  disque  ne  ressortait  pas  (voir  flg.  1). 

4.  Pendant  les  trois  principales  éclaircies  qui  se  succédèrent, 
j'ai  essayé  par  deux  fois  de  visser  le  micromètre  sur  le  porte- 
oculaire,  dans  le  désir  de  prendre  quelques  distances  des  bords; 
mais  à  peine  installé,  les  nuages  s'amoncelaient  et  rendaient  toute 
mesure  impossible.  Quant  au  spectroscope,  je  n'ai  pas  même 
pensé  à  l'utiliser  dans  ces  circonstances  (*).  J'ai  cru  mieux  faire 
de  porter  toute  mon  attention  sur  les  quatre  points  qui  suivent. 

5.  £t  d'abord,  sur  la  netteté  de  Timage.  Vers  la  fin  de  l'ob- 
servation, Vénus  présentait  un  contour  encore  beaucoup  plus 
instable  qu'aux  premiers  moments  de  son  entrée.  La  figure  2 
représente  la  déformation  générale  alors  que  la  distance  des 
bords  des  deux  astres  était  environ  une  fois  le  diamètre  de 
Vénus. 

e.  La  teinte  générale  de  l'astre  était  fort  obscure;  c'était  une 
teinte  neutre  ou  en  d'autres  termes  d'un  noir  violacé.  Cet  aspect 
violacé  correspond  bien  à  la  teinte  de  Vénus  illuminée  par  le 
soleil  et  qu'en  d'autres  temps  j'ai  comparée  à  celle  des  autres 
planètes.  Quant  aux  bords,  ils  présentaient  les  couleurs  extrêmes 
du  spectre  solaire,  avec  une  intensité  très  faible,  il  est  vrai,  mais 
toujours  saisissable  cependant  ;  le  rouge  correspondait  aux 
régions  supérieures  de  l'atmosphère  les  moins  réfrangibles,  le 
violet  à  l'horizon,  mais  avec  une  particularité  remarquable  que 
voici  :  les  régions  où  ces  deux  teintes  étaient  particulièrement 
intenses  occupaient  l'extrémité  d'un  diamètre  incliné  sur  l'hori- 
zon de  façon  à  aller  aboutir  par  son  prolongement  inférieur  au 


(»)  C'est  donc  par  erreur  que  M.  l'abbé  B.  Lefebvre  a  dit  dans  ses  Passages  de  Vénus 
(Louvain  4883,  in-8o,page  65),  que  j'avais  fait  une  courte  observation  spectrale. 
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ti.  L'hypothèse  d'un  sateUite  gravitant  autour  de  Vénus  n*a 
jamais  été  appuyée  par  des  faits  parfaitement  irrécusables,  une 
foule  d'observations  négatives  étant  là  pour  déposer  contre  elle 
Cependant  comme  un  argument  basé  sur  des  observations  néga- 
tives est  d'autant  plus  démonstratif  que  ces  observations  sont 
plus  nombreuses,  je  n'ai  pas  oublié,  dans  ce  but,  d'explorer  les 
alentours  de  la  planète;  le  résultat  a  été  que  je  n'ai  pu  discerner 
aucun  point  noir  se  projetant  sur  le  fond  lumineux  du  soleil,  ni 
même  une  nébulosité  quelconque,  car  le  susdit  satellite,  s'il  exis- 
tait, pourrait  bien  ne  pas  être  autre  chose. 

19.  Les  nuages  continuellement  chassés  sur  le  soleil  étaient 
très  gênants,  car,  à  part  les  éclipses  totales  qu'ils  produisaient 
trop  souvent,  hélas,  ils  mettaient  de  plus  l'esprit  dans  l'anxiété 
incessante  de  n'avoir  pas  le  temps  de  fmir  t(*lle  ou  telle  observa- 
tion; enfin,  ils  entraînaient  une  manœuvre  contrariante,  car, 
l'image  passant  sans  cesse,  et  avec  assez  de  rapidité,  d'une  lumière 
pèle  à  une  lumière  très  vive,  il  fallait  bien  perdre  du  temps  pour 
protéger  plus  ou  moins  l'œil  de  ces  rayons  solaires.  C'étaient  là, 
assurément,  de  mauvaises  conditions  pour  des  mesures  micro- 
métriques ou  autres  ;  mais,  pour  les  observations  auxquelles  j'ai 
dû  nécessairement  me  borner,  il  y  avait  un  véritable  avantage 
pour  l'œil  dans  ce  rideau  de  nuages  presque  incessants,  atté- 
nuant si  heureusement  la  chaleur  de  l'image  solaire;  parfois,  il 
était  si  épais  que  je  pouvais  observer  sans  aucun  verre  obscur. 

P.  S.  —  Le  filet  lumineux  dont  il  est  question  au  n**  8  de 
cette  note  semble  correspondre  parfaitement  aux  observations 
faites,  au  moment  de  l'entrée  de  Vénus,  par  M.  Langley  et 
son  assistant  à  l'Observatoire  d'Allegheny  (Pensylvanie)  et  par 
M.  P.  Garnier,  à  Nice,  à  en  juger  du  moins  par  les  figures  8  et  23 
données  par  M.  Flammarion,  dans  sa  revue  l'Astronomie  (pp.  26 
et  63).  De  plus,  y  aurait-il  connexion  entre  ce  phénomène,  et 
celui  que  j'ai  décrit  ci-dessus  au  n"*  6?  Je  serais  porté  à  le  croire; 
cependant  je  n'oserais  le  faire  qu'avec  beaucoup  de  réserve,  d'au- 
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l'élBl  physique  de  la  planète  et,  pour  instruire  la  question,  j'ai  1 
pris  plus  lard  quelques  dessins  du  croissant  de  Véntis  lort- 
qu'elle  fui  devenue  étoile  du  matin.  Tous  ces  dessins  s'accordent 
â  indiquer  une  grande  disparité  dans  la  forme  des  cornes;  la 
corne  méridionale  s'est  toujours  montrée  plus  épaisse  et  plus 
obtuse  que  celle  occupant  le  nord;  cette  dernière,  dans  les  deux 
premières  observations  surtout,  était  très  déliée;  d'où  il  faut 
conclure  que  la  partie  de  l'astre  qui  m'a  paru,  le  (i  décembre 
dernier,  bordée  d'un  filet  lumineux,  correspond  à  une  région  i 
beaucoup  plus  montagneuse  que  celle  du  c'6lé  dia métra lemenl  1 
opposé. 

».  Lea  apparences  des  croissants  que  je  donne  ici,  ont  été  1 
dessinées  à  l'uidc  de  l'équatnrial  de  4  pouces;  je  l'ai  diaphragmé  | 
pins  ou  moins  selon  l'agitation  de  l'image.  La  figure  i  repré- 
sente ce  croissant  vu  le  Î9  décembre  (882,  de  6''  à  G'^ZO"  du  I 
matin  ;  la  figure  S  dale  du  l'-janvier  1885,  de  GMO"  à  6''30"'  du  | 
matin  et  la  Hguie  6  du  8  janvier  1885,  de  &-30-  à  yMO". 


10.  l'Ois  du  passage  de  Mercure  sur  le  soleil  le  6  mai  187S,  I 
que  j'observais  à  Délie  (Haut-Rliin)  au  collège  Ae»  Bénédictins,  I 
j'ai  été  frappé  de  l'apparence  elliptique  très  prononcée  que  pré-j 
sentait  la  planète  ;  cetie  déformation,  qui  éiail  probablement  duel 
i  une  réfraction  par  le  passage  de  l'image  à  travers  un  iiiilieo  i 
inégalement  dense,  pouvait  être  de  conséquence  si  elle  devait  8*1 
renouveler  pour  Vénus;  elle  pouvait  en  effet  modifier  l'instant  1 
des  contacts,  et  parlant  nécessiter  dans  le  calcul  de  la  parallaxe  1 
une  légère  correction.  Aussi,  lorsqu'il  la  seconde  éclaiiiie  je  vwl 
Vénus  qui  avait  alors  complètement  pénétré  sur  le  disque  solaire,  1 
mon  attention  se  porta  tout  d'abord  sur  ta  question  de  sa  défor-l 
malion  hypothétique  et  tout  aussitôt  je  fus  frappé  de  m  parfaJIeJ 
rondeur.  En  revenant  une  seconde  fois  sur  ce  poini,  l'œil  fuil 
longtemps  sans  pouvoir  percevoir  la  moindre  déformation  dantl 
la  ligure  constamment  circulaire  de  la  planète;  cependant  je  I 
notais  qu'à  3'^2"  Vénus  semblait  atlomjée  très  lègë'emrnl  dan»  1 
le  sens  horizontal. 
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ti.  L*hypothése  d'un  satellite  gravitant  autour  de  Vénus  n*a 
jamais  été  appuyée  par  des  faits  parfaitement  irrécusables,  une 
foule  d'observations  négatives  étant  là  pour  déposer  contre  elle 
Cependant  comme  un  argument  basé  sur  des  observations  néga- 
tives est  d'autant  plus  démonstratif  que  ces  observations  sont 
plus  nombreuses,  je  n'ai  pas  oublié,  dans  ce  but,  d'explorer  les 
alentours  de  la  planète;  le  résultat  a  été  que  je  n'ai  pu  discerner 
aucun  point  noir  se  projetant  sur  le  fond  lumineux  du  soleil,  ni 
même  une  nébulosité  quelconque,  car  le  susdit  satellite,  s'il  exis- 
tait, pourrait  bien  ne  pas  être  autre  chose. 

19.  Les  nuages  continuellement  chassés  sur  le  soleil  étaient 
très  gênants,  car,  à  part  les  éclipses  totales  qu'ils  produisaient 
trop  souvent,  hélas,  ils  mettaient  de  plus  l'esprit  dans  l'anxiété 
incessante  de  n'avoir  pas  le  temps  de  finir  telle  ou  telle  observa- 
tion; enfin,  ils  entraînaient  une  manœuvre  contrariante,  car, 
l'image  passant  sans  cesse,  et  avec  assez  de  rapidité,  d'une  lumière 
pèle  à  une  lumière  très  vive,  il  fallait  bien  perdre  du  temps  pour 
protéger  plus  ou  moins  l'œil  de  ces  rayons  solaires.  C'étaient  là, 
assurément,  de  mauvaises  conditions  pour  des  mesures  micro- 
métriques ou  autres  ;  mais,  pour  les  observations  auxquelles  j'ai 
dû  nécessairement  me  borner,  il  y  avait  un  véritable  avantage 
pour  l'œil  dans  ce  rideau  de  nuages  presque  incessants,  allé* 
nuant  si  heureusement  la  chaleur  de  l'image  solaire;  parfois,  il 
était  si  épais  que  je  pouvais  observer  sans  aucun  verre  obscur. 

P.  S.  —  Le  filet  lumineux  dont  il  est  question  au  n"  8  de 
cette  note  semble  correspondre  parfaitement  aux  observations 
faites,  au  moment  de  l'entrée  de  Vénus,  par  M.  Langley  et 
son  assistant  à  l'Observatoire  d'Allegheny  (Pensylvanie)  et  par 
M.  P.  Garnier,  à  Nice,  à  en  juger  du  moins  par  les  figures  8  et  23 
données  par  M.  Flammarion,  dans  sa  revue  l'Astronomie  (pp.  26 
et  63).  De  plus,  y  aurait-il  connexion  entre  ce  phénomène,  et 
celui  que  j'ai  décrit  ci-dessus  au  n*"  6?  Je  serais  porté  à  le  croire; 
cependant  je  n'oserais  le  faire  qu'avec  beaucoup  de  réserve,  d'au- 


tanl  plus  qu'ayant  négligé  de  prendre  un  dessin  de  Parc  lumi- 
neux susdit,  je  ne  saurais  dire  jusqu'à  quel  poinl  je  puis  me  fier 
à  ma  mémoire  quani  à  la  position  de  cet  arc.  Peut-être  élait-il 
inelinè  du  ci^té  du  boni  du  soleil,  de  façon  à  correspondre  à  l'axe 
ligure  au  n"  5  de  la  planche  etdoiurinclinaisonestde  61  degrés. 
Cette  question  mérite  d'être  discutée  par  la  confrontation  géné- 
rale des  observations. 


■  iV.  B.  Pour  les  figures  4,  5  el  6,  le  litbojiraphe  n'a  tenu 

•  compte  que  (les  contours  apparents  de  la  planète  et  a  omis  de 

•  reproduire  les  lauhes  et  ombres  qui  étaient  figurées  sur  le 
■  dessin  original.  • 

Prieuré  de  S.  Jean  VÉMWg.,  U  Crigiiou, 
près  les  Laumea  (Cûie-J'Or). 


Ce  27  mars  1883. 


pR.  Mateul  Lai 
O.S.  B. 
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NOTE 


SUR  LA 


POSITION  ^RAIË  DU  CORALLIEN  DE  YALFIN 


PAR 

M.  l'abbé  BOURGEAT 

ProfetMur  aux  Facaltét  eathollqaes  de  Lille. 


Lorsqu'on  eut  étudié  les  divers  dépôts  sédimentaires  du  bas- 
sin de  Paris  et  qu'on  eut  trouvé  la  place  de  chacun  d  eux 
dans  les  classiGcations  de  Murchison,  de  William  Smith  et  de 
Brongniart,  on  essaya  de  faire  entrer  dans  le  même  cadre  les 
formations  de  Test  et  du  midi  de  la  France.  Mais  on  reconnut 
bientôt  que  dans  toute  la  région  montagneuse  qui  s'étend  des 
Alpes  françaises  aux  Carpathes,  en  passant  par  la  Suisse  et  la 
Bavière,  les  dépôts  jurassiques  supérieurs  n'offrent  plus  cette 
allure  classique  qu'on  leur  connaissait  dans  le  bassin  de  Paris.  Il 
se  présente,  en  effet,  à  Lémenc  en  Savoie,  à  Valfin  et  à  Oyonnax 
dans  la  chaîne  du  Jura,  ainsi  qu'à  Nattheim  en  Bavière,  un 
faciès  k  polypiers  an-dessus  duquel  on  ne  trouve  plus  les  marnes 
kimméridiennes  de  d'Orbigny.  De  plus,  à  Lémenc,  à  Oberbuch- 
sitten,  à  Rogozenik  et  à  Stramberg,  en  Moravie,  on  rencontre,  au 
milieu  de  ces  formations  incontestablement  jurassiques,  la  Tere- 
bratula  diphya  et  d'autres  fossiles  appartenant  aux  premières 
couches  du  Crétacé.  De  là  deux  questions  à  résoudre  :  celle  de 
Fége  vrai  du  Corallien  des  Alpes  et  du  Jura  et  celle  des  rapports 
qui  peuvent  exister  dans  les  régions  alpines  entre  les  dépôts 
jurassiques  et  les  dépôts  crétacés. 
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Je  n'ai  pas  ici  pour  bui  de  irailer  h  dernière  ijueslion;  le 
lecleur  puisera  d'intéressants  renseignements  à  ce  sujet,  soit 
dans  le  travail  de  M.  Pillet  sur  Lémenc,  soit  dans  les  commti- 
nicaiions  qui  ont  été  faites  â  la  Société  géologique  de  France, 
dans  les  années  187i-i87S  {Bulletin,  3°  série,  III  et  IV). 

Quant  à  ce  qui  concerne  l'âge  du  Corallien  des  Alpes,  des  Car- 
pathes  et  du  Jura,  il  s'est  produit  presque  autant  d'idées  dilTé- 
rentos  que  de  géologues  traitant  la  question.  Comme  il  arrive  en 
semblables  circonstances,  on  a  eu  d'abord  recours  aux  mois 
nouveaux.  Ainsi,  en  1846,  M.  Marcou  employait  le  mot  d'Argo- 
vien  pour  désigner  les  faciès  à  Scyphies  de  l'Oxfordien  supérieur. 
Stz  ans  après,  en  1852,  Thurmann  créait  les  noms  d'Astartien, 
de  Ptérocérien  ei  de  Virgulien  pour  les  couches  qui,  dans  le 
Jura  bernois,  sont  supérieures  au  Corallien  de  d'Orbigny.  En 
18C0,  M.  Mœsch  découvrait  un  second  faciès  è  Scyphies  et  comp- 
tait, du  Kellovien  au  Virgulien.  dix  horizons  successifs,  savoir  : 


l"  Kellovifii  pj'oprËiiieiil  ilil, 
1*  Couches  (t«  Blmeaidorl 
S*       _       d'EBugen. 
4»       —       du  Geissherg. 
5*        —        à  HemicidarU  crenulaht. 
0°       ^       de  WaageD. 
7.       _       de  Lelzt. 
8°       —       de  Badea. 
8°       —       de  WeiiingeD. 
10'  Plallenkalk  (Vli«uliea). 


Un  peu  plus  tard,  en  1865,  Oppel  réduisit  à  quatre  le  nombre 
de  ces  horizons,  et  caractérisa  chacun  d'eux  par  la  présence 
d'une  Ammonite.  C'étaient  : 

1*  La  zone  à  A.  IransverBarius,  correspondant  aux  couches 
de  Btrmensdorf,  de  Mœsch; 

2*  La  zone  &  A.  fnmammatus,  synchronique  des  couches 
du  Geissberg;  * 

3"  La  zone  h  A.  tenuilobalus,  de  même  6ge  que  les  couches 
de  Baden  (zone  à  A.polyplocus)  ; 

4*  La  zone  è  A.  steraspis,  ou  Virgulien. 
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La  classification  une  fois  faîte,  on  se  mil  à  la  chasse  des  hori- 
zons divers,  les  uns  cherchant  les  couches  de  Mœsch ,  les  autres 
les  A.  IransversariuSy  bimammatus,  tenuilobatus,  etc.,  et  surtout 
cette  dernière,  parce  que  c*est  elle  qui,  dans  le  midi  de  la  France 
et  dans  le  bassin  de  Paris,  se  montre  immédiatement  au-dessus 
du  Corallien.  Suivant  que  les  Ammonites  en  question  se  trouvè- 
rent à  tel  ou  tel  niveau,  on  félicita  ou  on  blâma  d'Orbigny  d  avoir 
fait  du  Corallien  un  étage  à  part,  compris  entre  le  kimméridien 
et  les  marnes  oxfordiennes. 

Avant  d'entrer  dans  les  détails  de  la  question  en  ce  qui  con- 
cerne les  formations  coralliennes  du  Jura  et  spécialement  celles 
de  Valfin,  qu*il  me  soit  permis  de  faire  remarquer  combien  il 
est  peu  raisonnable  de  vouloir  caractériser  une  formation  par 
Tabondance  des  polypiers.  On  trouve  beaucoup  de  polypiers 
dans  le  dévonien,  dans  Tinfra-lias,  dans  le  jurassique  inférieur, 
dans  le  jurassique  supérieur,  dans  le  turonien,  etc.;  or,  que 
deviendrait  la  classification  géologique,  si  Ton  s'avisait  d'appeler 
coralliennes,  sans  autre  épithèie,  les  formations  où  ces  polypiers 
se  rencontrent?  De  plus,  on  ne  doit  pas  ignorer,  depuis  les  belles 
observations  de  Darwin  et  de  Dana,  que  les  conditions  trexistence 
des  polypiers  sont  tout  à  fait  locales;  il  leur  faut  une  eau  chaude 
limpide,  peu  profonde  et  fréquemment  agitée. Ces  conditions  rem- 
plies, les  polypiers  se  développent;  mais  comme  elles  ne  peuvent 
être  réalisées  partout  en  même  temps,  les  bancs  coralligènes  ne 
peuvent  être  tous  synchroniques.  Ici,  ils  trouveront  le  milieu  qui 
leur  convient  à  Tépoque  dévonienne  ;  là,  ce  sera  à  Tépoque  juras- 
sique; plus  loin  à  une  époque  plus  récente  encore,  pour  en  venir 
enfin  à  Tépoque  actuelle,  qui  est  témoin  de  leur  développement 
dans  des  régions  bien  éloignées  de  celles  où  ils  régnaient  autre- 
fois. N'a-t-il  donc  pu  se  faire,  dans  la  succession  des  temps,  que 
les  polypiers  qui  se  rencontrent  à  un  niveau  géologique  déter- 
miné, dans  le  bassin  de  Paris,  ne  se  soient  multipliés  que  plus 
tard  dans  les  mers  de  la  Suisse  et  du  Jura? 

Quant  à  la  recherche  des  Ammonites,  elle  est  extrêmement 
louable,  mais  à  la  condition  de  ne  pas  donner  à  une  espèce 
rimportance  qu'elle  n'a  pas.  Ce  n'est  pas  par  un  seul  fossile. 


mais  bien  par  l'ensemble  de  la  faune,  qu'on  peut  déterminer  un 
terrain;  el  encore  faut-il  lenii- compte  des  in  Huences  particulières 
auxquelles  les  animaux  ont  été  soumis.  Celles-ci  deviennent  par- 
fois tellement  prédominantes  que  l'âge  vrai  d'un  terrain  ne  peut 
être  connu  que  par  rinspcctlon  minutieuse  des  couches  entre 
lesquelles  il  se  trouve  rompris. 

En  appliquant  cette  dernière  méthode  au  Corallien  du  Jura, 
M.  Paul  Choffat  de  Zurich  a  pu  conclure  qu'il  y  avait  eu,  dans 
les  régions  de  l'Esl,  plusieurs  niveaux  de  polypiers  superposes 
Il  a  même  montré,  dans  un  des  numéros  du  Club  Alpin  Franc- 
Comtois,  de  quelle  façon  on  pouvait  expliquer  cette  superposi- 
tion. Il  suflit,  d'après  lui,  d'admettre  que  le  fond  de  la  mer  s'ex- 
haussait progressivement  des  Vosges  vers  les  Alpes,  et  rejetait 
ainsi,  de  plus  eii  plus  à  l'Est,  les  bancs  de  polypiers.  J'aurai 
bîenlàt  à  discuter  le  balancement  du  soi  auquel  a  recours  l'émi- 
neni  géologue;  ce  que  je  tiens  à  établir  tout  d'abord,  c'est  que  par 
l'inspection  même  de  la  faune,  on  arrive  à  classer  le  Corallien 
de  Vallin  à  un  niveau  supérieur  it  c<;lui  du  Corallien  du  bassin 
de  Paris.  J'ai  eu  l'avantage  d'observer  pendant  plusieurs  années, 
et  aux  époques  Ws  plus  favuiahles,  rinléressani  ravin  où  M.  Gui- 
rand  et  le  frère  Ogérien  ont  recueilli  de  si  beaux  fossiles.  Voici 
ceux  que  j'ai  pu  me  procurer  et  que  j'ai  déterminés  d'après  les 
travaux  classiques  de  MM.  Tombeck  el  Royer.  Vis-à-vis  chaque 
espèce  j'ai  marqué,  par  une  ligne  renflée,  les  horizons  qu'elle 
parcourt  et  le  niveau  où  elle  ntleint  son  développemeni  maxi- 
mum dans  le  bassin  de  Paris.  L'épaisseur  des  lignes  est  d'autant 
plus  forte  que  l'espèce  est  plus  commune  à  Valfin. 
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On  voit  que  parmi  ces  fossiles,  dont  le  nombre  s'élève  à 
quatre-vingt-dix-neuf,  les  Braehiopodes  accusent  nettement  une 
réunion  des  deux  niveaux  ptérocérien  et  virgulien  de  Tombeck. 
Si  Ton  ne  s'en  tenait  qu'aux  indications  qu'ils  fournissent,  le 
Corallien  de  Valfin  serait  placé  à  un  niveau  trop  élevé.  Les 
Lamellibranches  conduisent  à  des  conclusions  plus  vraies,  car  la 
moyenne  de  leur  niveau  serait  le  Ptérocérien.  C'est  aussi  à  ce 
niveau  qu'on  arrive  en  groupant  les  deux  Céphalopodes  et  le 
plus  grand  nombre  des  Gastéropodes  signalés  dans  la  liste. 
Seules,  les  Nérinées,  à  l'inverse  des  Braehiopodes,  paraissent 
abaisser  le  niveau  jusqu'au  Corallien  de  d'Orbigny.  Mais  il  faut 
noter  avec  M.  Bayan  que  les  listes  de  fossiles  données  par 
d'Orbigny  ne  peuvent  fournir  aucun  renseignement  précis,  car 
l'éminent  paléontologiste  a  souvent  réuni  sous  le  même  titre 
plusieurs  faunes  d'âge  différent,  celles  des  Coralliens  du  Nord, 
celles  du  kimméridien,  et  même  celle  de  Naitheim,  probable- 
ment supérieures  au  Kimméridien.  Et,  comme  la  détermination 
des  Nérinées  lui  est  principalement  due,  il  y  a  lieu  de  se  déGer 
de  l'horizon  auquel  il  les  rapporte.  Mais  en  admettant  même  que 
le  Prodrome  assigne  à  chacune  son  vrai  niveau,  il  n'en  reste 
pas  moins  certain  que  les  Braehiopodes  compensent  l'abaisse- 
ment de  niveau  qu'elles  entraînent.  On  ne  peut  donc,  au  pis  aller, 
abaisser  le  Corallien  de  Valfin  au-dessous  du  Ptérocérien  de 
Thurmann.  J'aurai  du  reste  occasion  de  montrer  plus  tard  que 
le  Ptérocérien,  très  développé  au  voisinage  de  la  combe  d'Ain, 
vient  mourir  en  biseau  dans  les  formations  coralliennes  de  la 
Landoz,  de  Chàleau-des-Prés  et  de  Sur-la-Côle,  qui  sont  la  conti- 
nuation évidente  de  celles  de  Valfin. 


NOTE 


QUELQUES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES 


DES   FONCTIONS  X„ 


Alb    VAH  BIERVLIET. 


B  première  idée  de  celle  noie  m'a  éié  suggérée  par  M.  Gilbéri, 
dans  ses  excellenles  leçons  de  pliysiqiic  malhémalique.  Au  cours 
d'une  élude  rapide  des  principales  propriétés  des  fonctions  sphé> 
riqiies,  M.  fîitben,  après  avoir  établi  l'éqnatton  ronniie  : 


à 


x.=- 


i 


d'(x'-ir 


i"!.: 


{*) 


émît  l'idée  qu'en  prenant  cette  équation  comme  définition  de  la 
fonction  X,,  on  pourrait  établir,  directement,  diverses  équa- 
tions démontrées  jusqu'ici,  au  moyen  de  développements  en 
séries. 

Des  recherches,  faites  dans  ce  sens,  m'ont  permis  de  recon- 
naître que  les  fonctions  X„,  définies  par  l'équation  (1),  jouissent 
de  propriétés  générales,  dont  les  formules  que  je  me  proposais 
de  démontrer  ne  sont  que  des  cas  particuliers. 

Établissons  d'abord  deux  équations  fondamentales.  On  a  : 


rf(i'      1)- 


■     (2) 
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formons  la  dérivée  d*ordre  m  des  deux  membres,  nous  aurons  : 

=  2nx ; h  2n.m 

ou,  en  multipliant  par 


2"l.î2.../i 


transformant  par  Téquation  (1),  puis  faisant  m  •—  n  +  1  =  p  : 

^   ^  dx^  dx^        ^  ^    dx"-' 

L'équation  (2),  multipliée  par  x,  devient  : 

X  — ^ ^==  2w  Hx*  —  f)«  -+-  (x'  -  iY-'l 

dx  ' 

Si  nous  formons  encore  les  dérivées  d'ordre  m  des  deux 
membres,  il  vient 

dx"^*  dx'"  ^  ^        dx'" 

ce  qui  donne  en  opérant  comme  précédemment  : 

(B)     .     .     .     X— ; — =n— P-+-1)-- — -• 

^  '  dx»»  dx"        ^        *^  dx"  ' 


Les  équations  (A)  et  (B)  combinées  en  donnent  plusieurs 
autres. 

De  réquaiion  (B)  multipliée  par  x,  retranchons  Téquation  (A), 
nous  aurons  : 


d'X,        ,  d'-'X^  d^-'X,., 

(x'  —  i)— — =x(n  — P-+-1)— — -  —  (p  -4-  n  —  i  — , — ^    ; 


—  toi  —         ^^^^^^^H 

mais  d'après  ta  rclalion  (li)  ;                                                             ^M 

.("X.,         d'-'X,.                         iC-'X.                            M 

^-        '4^'       1"     "-""i..'^ 

subsiiiuant  celle  valeur,  puis   remplaçant   p   par  p  -+-  i,  nous 

trouvons  :                                                                                               H 

rf^'X              d'X                                     rf'-'X                     1 

De  même,  en  remplaçant  n  par  w  4-  1  dans  l'équation  (A), 

L'éliminaiion  de 

rf'-'X, 

dx'-' 

^ 

enu-e  les  équations  (A')  et  (B)  nous  donne  : 

(D)  {n+i-p)- 


dx' 


'  rfi» 


da* 


£n  résolvant  le  système  des  équations  (A)  et  (B)  psr  rapport 
aux  dérivées 

(fX„  d'X.  , 

__     et     — ; — 

considérées  comme  deux  inconnues,  il  vient  d'abord  : 


,  .     .,''''^-  '     ,  ,'''"'x.        ,  *-'x. 

('•-<)-^-(»-p-H<)^-.(P-H«-.)-T-ï 
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ou  encore  en  remplaçant  n  par  n  -t-  1  : 


En  égalant  ces  deux  valeurs  de 


(x'-l) 


dx' 


on  retrouverait  la  relation  (D). 

Enfin,  si  Ton  ajoute  à  Téquation  (B)  l'équation  (A)  après  y 
avoir  aussi  remplacé  n  par  n  h-  1,  on  trouve  la  relation  : 

d'X.^     d'X^.,  dr-^x„ 

(G)  .     .    .     .    — ; —  =  (2»-«-l)-- — -. 

L'équation  (G)  elle-même  en  donne  une  autre.  Faisons  suc- 
cessivement n  B=3  1, 2, 3,.  ..n,  il  viendra  : 

ï=3 i» 

dyf         dx*  dx'-' 


rfx^""dx^"~     ûfïF^ 


dx"  dx"         V  >»■+-   )  ^^_| 


Si  nous  ajoutons  toutes  ces  équations  membre  à  membre  et 
si  nous  observons  d'ailleurs  que 

d'X,      d^*Xo 


daf        dx'~^ 


nous  trouverons  que  : 


^  '    dx*        dx^      dx'-'         dx'-»         dx^         ^  ^  dx'-* 
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CiS  PARTIGOLIMS.  —  Si  dans  les  cquations  (A).  (B),  (C).  (E), 
.  (F),  (G)  «  (H)  nous  hîsons  p  =  I  et  dons  l'équalion  (D)  p  =  0, 
nous  iroàTerçnt  les  fwmales  connues  :.  ■  ■  p  ._  i 

««.      <«"■■         w 
«t.les  •DinouB  ;. 

w- S-'^-- ^- 

W («*-o^  =  «(«x,-x,_.), 

Les  équations  (e)  et  (f)  doDnenl  lieu  k  une  combinaison 
intéressante. 
On  obtient  par  addition  : 

n(R-t- 1)  dx 

faisons  dans  cette  équation  successivement  n  ^  1,  9,  S,...», 
ajoutons  encore  les  équations  résultantes,  observons  d'ailleurs 
que  X,  c=  X  et  Xo  <=■  1  )  nous  trouverons  finalement  : 

J_  JX,      _5_  dX,  in-t-i    dX,  _      1  X.  +  X,^ 
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ov^  encore,  en  supposant  n  indéfiniment  croissant  : 

3    rfX,         5    rfX,  !2n-+-1    dX^  i 


i.2  dx        2.3  dx  n(»-4-l)  dx  1— x 

Ces  menées  séries  ^e  déduiseni  tout  aussi  facilement  des  équa- 
tions (c)  cl  (A)  :  Inéquation  (c)  peut  s'écrire  : 

ll(»-4-i)     OX         *^ 

donnons  à  n  les  valeurs  successives  1,2, ...n  et  ajoutons,  nous 
trouverons  au  premier  membre  la  série  cherchée.  Le  second 
npembre  transformé  par  la  relation  (h)  deviendra  : 

X,+i  -^  X„  — y  Xodx       X^+4  -^  X„  —  X  -^  C 

X*—  I  ^  X*— 1 

enfin,  en  faisant  n=  1 ,  nous  trouverons  que  la  constante  G  «»  —  1 . 

Il  me  reste  à  développer  une  conséquence  remarquable  de  la 
relation  (c),  qui  est  Véquation  différentielle  à  laquelle  satisfait 
X^  considéré  comme  fonction  de  x.  Elle  nous  donne  par  un 
calcul  élémentaire  Téqualion  aux  dérivées  partielles  de  P„  par 
rapport  à  6  et  ^. 

Je  rappelle  que 

cosr  =  cosôcosô'  -♦-  sine  sind'  (îos('f  —  ^'); 
d'où,  après  de  légères  transformations  : 

D  ces  r       ces  y  cos  6  —  cos  8'       D*  cos  r 
Dô  sinô  ^é* 

dcosr 


=  —  cos  r  » 


s  ± [/  —  cosV  -*-  2  cosr  cos 6  cosô'  -♦-  sin'flsinV  —  cos*dcosV, 

d'  cos  r 

=  cos  e  cos  6'  —  cosr. 


t 

I 


/. 


,7;  —  4M  — 

ê 

Ces  formules  nous  penttelleiit  4*éerife  les  trois 
\  suivantes  : 


^  i 


dP«        ifP.    deosr        <(P|.     eosr^#*r-èosr 
dd       dcosr'    dd         deosr  sint 

5*P„         iW^      /dcosyX*        dP_    l*eosr 


(dcoer)*  \    M    / 


dtf*      (dcoerr  \    >9   /       tfeosr    ^ 

dF?„     (eos  r  cos  •  —  cos  S*)*        dP. 
(dcosr)*  sin*s  rfoosr         * 

dV^         iPP-      /dcosyX*        «ÏP,     d'eosr 


D'P^         iPPii      /rfcosy\ 


—     m 


d  eos  r    df * 


iPP  ■ 

—  „     *'.(— coflPr  •♦•  Seosr  eosfcosf'  -•-  rin'isia^i'— ^eo^too^lO 
a(co9r)* 

-^(eosseoso — cosy). 


deosr 


Multiplions  la  première  de  ees  équations  par  ^»  la  tnmkmt 
par  ^ff  et  lyoutons  les  trois,  il  vient  : 


ces  6  dP^      d'P,         J     d'P, 


sin  0   Dd        De'       sin'  9  ^^ 

=  1  — cosV)- r,— 2cosr;3 — — ; 

{d  eos  r  )'  a  CCS  r 

mais  Inéquation  (c)  donne,  en  faisant  x  e=i  cosy  : 

d*P«  dP„ 

(1  — cos'r) ^  —  2  cosr- — 1-  =  —  n(n  -+-  i)P«: 

(dcosr)  dcosr 

en  substituant  celle  valeur  dans  la  relation  précédente,  nous 
trouvons  finalement  Téquation  connue  : 


-. sin  d—    -4-  -— -  —^  -^  n(n  -+-  i)  P.  =  0. 
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SUR  UNE  APPLICATION 


DI 


STATIQUE   GRAPHIQUE 


PAR 


Bdl.     C3ug.    SU'X'TOR 


t.  La  figure  1  représente  une  poutre  AB  posant  sur  deux 
appuis,  et  parcourue  par  un  système  de  charges  concentrées 
P1P2P3P4PK.  A  Taide  du  pôle  0  et*  du  polygone  des  forces,  on  a 
construit  le  polygone  funiculaire  HKERNI.  La  résultante  des 
charges  passe  par  Z  et  est  dirigée  suivant  la  verticale  Sz. 

Un  des  problènies  usuels  de  la  pratique  de  l'ingénieur  est  la 
détermination  de  la  position  du  système  de  charges  pour  laquelle, 
en  une  section  donnée  C  de  la  poutre,  existe  le  moment  fléchis- 
sant maximum.  Il  est  clair  que  dans  cette  recherche  il  revient 
au  même  de  supposer  fixe  le  système  des  charges,  tandis  que  la 
poutre  AB  se  déplace  dans  sa  propre  direction.  Or,  dans  une 
quelconque  des  positions  de  celle-ci,  AB  par  exemple,  si  Ton 
mène  AH  et  BI  parallèles  à  Sz,  puis  HI  et  CDE,  alors  DE  repré- 
sente le  moment  fléchissant  en  G.  Dans  une  autre  position  (fX  de 
la  poutre,  ou  A'B',  on  obtient  D'E'  pour  moment  fléchissant 
dans  la  section  G,  qui  s  est  déplacée  en  G'.  Remarquons  mainte- 
nant que  la  fixité  du  système  de  charges  entraine  celle  du  poly- 
gone funiculaire  et  de  la  direction  de  la  résultante  Sz,  S'il  nous 
était  donc  possible  de  trouver  le  lieu  géométrique  des  points 
D4)',...,  il  serait  facile  de  déierminer  la  plus  grande  des  verti- 
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cales  GomprisM  entre  ce  lieu  ei  le  polygone  l'uniculaire,  c'est-à- 
dire  le  moment  fléchissant  maximum  et  la  position  correspon- 
dante de  la  poutre.  C'est  ce  lieu  que  nous  allons  déterminer,  en 
remarquant  louterois  que,  pour  la  clarté  des  ligures,  la  p'>ulre 
AB  sera  supposée  se  déplacer  non  dans  le  sens  de  sa  longueur, 
mais  parallèlement  à  elle-même,  ce  qui  n'apporte  aucun  change- 
ment dans  la  question.  Ainsi,  au  lieu  de  considérer  fX  comme 
position  de  la  poutre,  on  peut  évidemment  prendre  A'B'. 

•.  Cela  posé,  voici  l'énoncé  de  la  question  géométrique  à 
résoudre  : 

Soient  (lig.  2)  trois  droites  =),  zS,  zK  issues  d'un  point  z.  Une 
droite  AB  de  longueur  constante  /sur  laquelle  est  marqué  un 
point  C,  se  meut  de  manière  à  rester  constamment  perpendicu- 
laire sur  zS.  Dans  thacunc  de  ses  pusitions,  AB  par  exemple, 
on  mène  par  A,  C,  B  des  parallèles  à  :S;  on  joint  Hl  et  Ton 
demande  le  lieu  géométrique  des  points  D  d'intersection  de 
III  et  eu. 

Soient  A'B'  et  A"B"  deux  positions  de  la  droite  mobile,  don- 
u«nt  les  deux  points  F  et  G  <iu  lieu  :  je  dis  que  hn  trois  poûiU 
F,  D  et  G  sont  en  ligne  droite,  el  qu'ainsi  le  lieu  demandé  sera 
la  droite  FG. 

En  effet  : 

Joignons  FG  et  soit  D  le  point  d'intersection  de  Hl  et  FG  : 

Le  triangle  zHI,  coupé  par  la  transversale  FG,  donne,  pir  le 
théorème  de  Plolémée  : 

IG     zF     HD 

gï'hf'  Ïd"  * 

ou,  en  abaissant  la  perpendiculaire  DP  sur  AH  : 
DC"     C'B'    DP 


UC'  —  C'Q;     C-A"  =  C'A';     C'B'  = 


-A'C;    CB=(— DP. 
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La  substitution  de  ces  diverses  valeurs  conduit  à 

DP  =  C'A', 

et  le  point  C  se  projette  réellement  sur  FG  (*).  La  démonstra- 
tion qui  précède  est,  croyons-nous,  nouvelle. 

Comme  dans  la  suite  nous  aurons  souvent  besoin  de  la  droite 
PG,  nous  conviendrons  une  fois  pour  toutes  de  la  construction 
suivante  :  sur  une  droite  menée  par  z  perpendiculairement  à  zS, 
nous  prendrons  zT  égale  à  BG,  et  zO  égale  à  AG;  puis,  par  les 
points  T  et  0  ainsi  obtenus,  nous  mènerons  des  parallèles  à  zS 
qui  fournissent  les  points  F  et  G. 

Remarque.  On  a 

FA'       C'A' 


De  même  : 


Fz       C'B' 

Gz        C'A  ' 


GB"       C"B" 

et,  à  cause  des  seconds  rapports  égaux, 

FA'_  Gz 
Fz'"~gF'' 

En  d'autres  termes,  F  divise  zA'  comme  G  divise  zB''.  De  même, 
H  divise  zA'  comme  I  divise  zB",  puisque 

HA'        \z 


Hz       IB" 
Il  résulte  de  là  que 

S*  La  courbe  enveloppe  des  droites  telles  que  FG  et  HI  qui 
divisent  zA'  et  zB"  dans  le  même  rapport,  est  la  parabole  connue 
dite  «  de  raccordement  ■• . 


(*)  On  peut  énoncer  comme  suit  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré  :  Lorsqu'une 
transversale  coupe  les  côtés  d'un  angle  de  façon  que  le  segment  intercepté  se  projette 
sur  une  direction  donnée  sous  une  grandeur  constante,  le  lieu  du  point  qui  partage  le 
segment  dans  un  rapport  donné  est  une  droite. 


4.  ■     .^U%^^- 

EDe  M  UD^eale  k.Am  àf\i  fBT^»  V,  et  s5«K  pinWB 
à  wn  aie. 

Dét  Ion,  Bi  par  le  point  de  reoftwtre  F  d^  dm  Ixofpate»  oa 
iDène  une  parallèle  i  l'axe,  elle  ptMe  paf  le  milieu  de  lu  corde 
de  contact  cA',  de  aorte  que  le  point  de  langence  e,  jusqu'ici 
inciHmu,  peut  m  fixer  par  aa  fHvjeetion  S  sur  la  normale  à  zS, 
en  portant  C'S  »-  A'C.  Votd  un  aeoond  moyen  également  facile  i 
QuelqueuHtlepoiot  cehoûisur  AB,  lepoiniD  défini  plus  haui 
parcourt  une  aéeanie  FG  dont  la  {mijeeiion  normale  a  :S  est 
eonalanle  M  ^le  à  AB,  comme  aossi  la  projection  de  \'z.  Par 
eonaéquent  Fi^eG,  ou  encore  le  milieu  de  FG  se  projette  au 
milieu  de  d  B'  :  on  obtiendra  donc  i  aoit  en  meuirant  Ft  ■—•G» 
soit  en  portant  de  R',  milieu  de  «7  ou  i,  une  longueur  ft'ft  —"  WV 
et  en  projetant  ft  en  c  La  d^wncùnation  de  i  est  impcuiaiite. 

A.  Rerenona  maintenant  au  {mtblème  qui  noua  a  œeapé  dès 
le  principe  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Qttelle  est,  aouii  la  réserre  expresae  qu'aueune  des  dur^gca  ne 
-quitte  la  poutre,  la  position  du  système  petir  laqudl^  dtas  ma» 
section  déterminée  C,  on  aura  le  moment  Qéchissant' maximum? 
(Fig.  3.) 

Cette  figure  est  en  partie  la  reproduction  de  la  figure  1.  Seu- 
lement, d'après  ce  qui  précède,  le  lieu  des  points  D,  D',...  est  la 
droite  FG,  obtenue  par  la  construction  convenue,  savoir  en  pre- 
nant jïO  =  GA  et  zT  =  GB. 

La  simple  inspection  de  la  figure  montre  que  D''R  est  le 
moment  maximum.  Il  faudrait  donc  déplacer  AB  de  manière  k 
amener  C  en  dessous  de  U  :  nous  nous  en  sommes  abstenu  pour 
ne  pas  charger  la  figure. 

K.  Quelle  est,  toujours  sous  la  réserve  formulée  dans  le 
numéro  précédent,  le  moment  fléchissant  maximum  absolu  de 
la  poutre,  et  quelle  est  la  section  correspondante?  (Fig.  3.) 

A  priori,  ce  maximum  répond  à  un  sommet  du  polygone  funi- 
culaire, et  il  suffit  d'appliquer  le  raisonnement  aux  sections 
PiPiPs ...  et  <le  comparer  les  plus  grandes  ordonnées.  Or,  les 
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droites  telles  que  FG  ont  pour  enveloppe  une  parabole.  Une  des 
extrémités  D  de  l'ordonnée  mesurant  le  moment  fléchissant  se 
meut  sur  une  tangente,  Candis  que  Tautre  reste  sur  le  polygone 
funiculaire.  Le  maximum  de  cette  ordonnée  répond  donc  d'une 
part  à  un  sommet  du  polygone  funiculaire,  et  d'autre  part,  au 
point  de  tangence  avec  la  parabole.  On  construira  donc,  pour 
chacune  des  charges,  la  tangente  dont  le  point  de  contact  est 
situé  sur  cette  charge.  Il  n'est  point  nécessaire  de  construire  la 
parabole,  mais  on  se  servira  du  procédé  du  n*"  3.  Ainsi  pour  le 
point  de  contact  correspondant  à  P^  on  dira  que  R',  milieu  de 
fS,  est  aussi  le  milieu  de  la  poutre  dont  les  extrémités  sont  en 
conséquence  A'  et  B'  et  la  tangente  correspondante  F'G'  avec  E' 
pour  point  de  contact.  La  charge  P^  ne  peut  donc  donner  un 
moment  fléchissant  plus  grand  que  E'k,  Des  constructions  analo- 
gues pour  P2,  P3,  P4,  P5,  conduiraient  à  la  conclusion  que  c'est 
P3  qui  donne  le  moment  maximum  absolu  E''R  correspondant 
à  la  position  A"B"  de  la  poutre,  telle  que  A'Tj  =  SB". 

Dans  les  n*'  3  et  5  nous  sommes  entré  intentionnellement 
dans  des  explications  assez  détaillées  dans  le  but  de  faire  res- 
sortir Tabsolue  inutilité  de  la  construction  de  la  parabole,  con- 
seillée par  tous  les  auteurs.  Ce  résultat  est  d'un  grand  avantage 
dans  la  pratique  (voir  :  Statik  der  Hochbauconstructionen  von 
ly  Wittmann;  Munchen,  1882). 

••  Remarque.  —  Nous  trouvons  ici  la  conGrmation  d'un  fait 
connu,  mais  non  démontré  analytiquement  que  nous  sachions, 
à  savoir  que  la  résultante  des  charges  et  la  force  P3  produisant 
le  moment  maximum  sont  symétriquement  situées  par  rapport 
au  milieu  de  la  poutre. 
Une  autre  remarque  très  importante  est  la  suivante  : 
On  voit  par  la  figure  que  la  charge  produisant  le  moment 
maximum,  savoir  P3,  est  de  toutes  celles  du  système,  celle  qui  se 
rapproche  le  plus  de  la  résultante.  C'est  un  fait  que  l'on  consta- 
tera presque  toujours  En  voici  la  raison  :  dans  le  cas  d'une 
répartition  uniforme  de  la  charge,  la  section  de  moment  maxi- 
mum et  la  résultante  coïncident  avec  le  milieu  de  la  poutre.  En 


—  4t« 


¥ 


t       , 


PU.  %i  la  poutre  s'allonge,  PfPfPt  haolUdieiH  ei  tevr  résalmia 
pMepar  m'.  GoimM  m' ooioeide  aMO  1^  le  oiilieB  de  h  poulie 
jr  esc  auaai  el  e*eii  Pf  qoi  ffoimiét  Bouveao  te  aioaicai  màiû^ 
DM»,  taai  que  la  pootre  n'eieède  pas  SSf  «»  9m%.  La  vdeur  # 
ee  moment  est  d'ailleera  FT.  AemeUement,  im  nouvel  aHoaget^i 
mean  de  la  poutre  aura^pour  effet  dlntrodmre  P^  qui,  s*ajooiBBi| 
an  autres  eharges,  fournira  la  rèsoliaoïte  passant  par  x^.  Comme  j 
c*esl  Pt  qui  en  est  la  plus  proche,  le  milieu  de  la  pouUre  est  en 
m^  et  P)  pffodima  le  moment  maiîmum  i  Tinstant  où  HHf  sera 
la' longueur  de  la  poutre  et  m^Vt^^ftiTHi.  La  valeur  de  ea?; 
moment  est  d'ailleurs  FI).  Puis  P4  agit  li  son  tour  et  la  résuhaMi; 
passera  par  %•  C'est  P$  qui  en  est  la  plus  prœhe,  ^e.,  ele.»... 
eontinuant  amsi,  on  arrive  è  llnsti^t  où  P7  entre  en  action  et  okj 
h  résultante  passe  par  g\f^eH  te  charf^  te  plus  proche  etf»  li|| 
miKeu  de  la  poutre.  fâH«»l",S7tt  et  te  mommt  flécha 
maximum  est  HX— ■«iVi-^-iàe^'- 
En  fateant  le  calcul  de  la  ebarfe  uniform^nent  répartte 
produirait,  dans  la  section  la  pliif  fatiguée,  te  même  mi 
fléchissant  de  956**%  on  trouve  par  mètre  courant  5918^7. 

Les  résultats  qui  précédent  sont  très  approximativement  ceux 
donnés  par  M.  Kumps,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  dans  les 
Annales  de  l'Association  des  ingénieurs  sortis  des  écoles  spéciales 
de  Gand;  année  1877. 

La  figure  apprend  que  la  charge  P3  produit  à  peu  près  le 
même  moment  fléchissant. 
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PAR 


F.   GOMES   TEIXEIRA. 

Professeur  a  l'Université  de  Coimbre  (Portugal). 


!•  On  connaît  les  deux  mémoires  de  Gauchy,  publiés  dans 
les  Exercices  d'analyse  et  de  physique  mathématique,  où  Fillustre 
géomètre  s'occupe  des  imaginaires.  Dans  le  premier  il  substitue 
à  la  théorie  des  imaginaires  la  théorie  des  congruences  dont  le 
module  est  t^  +  1,  et  dans  le  deuxième,  la  théorie  des  quantités 
géométriques.  Mais,  tandis  que  dans  le  deuxième  Pimaginaire 
a  un  sens  bien  clair,  il  n*en  est  pas  de  même  dans  le  premier; 
on  voit  que  cette  théorie  des  congruences  conduit  aux  résultats 
auxquels  conduisent  les  imaginaires  en  algèbre,  en  remplaçant 
y —  1  par  f,  mais  on  ne  voit  pas  bien  la  raison  de  cette  coïnci- 
dence. 

Le  but  de  ce  mémoire  est  d'exposer  la  méthode  analytique  de 
Cauchy  en  suivant  la  marche  qu'on  a  l'habitude  de  suivre  dans 
l'exposition  de  la  théorie  géométrique.  Alors  les  inconvénients 
que  nous  venons  de  signaler  disparaissent,  et  l'imaginaire  1^ — 1 
a  un  sens  bien  déterminé,  comme  nous  le  ferons  voir. 
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DIPPÉRBHGB  BNTIIB  UêS  OPÉÏUmOIIS  BB  l.*ABnVIIÉTI||IIB 

BT   CBLIJE8  0B   CàVSÈmOL 

••  Le  but  de  rarilhméli^ae  est  de  définir  les  combiwUêom 
ifï*m  peifi  ftire  atee  des^  nomkreiit  e*^t44lrè  1^  c^MbitiSiii» 
niimërtçti^tf  ;  ensuite  de  transformer  ees  opérations  les  unes  dans 
les  autres;  et  mfin  de  ebereber  les prûpriétiê  des  nombres  rda- 
tives  i  ees  opérations.  On  eonunenee  par  les  opératioi»  rebithes 
aux  nombres  entiers  et  ensuite  on  généralise  les  définitions  des 
opérations  de  manière  qu'elles,  soient  applicables  aux  nombres 
fraetionnaircs. 

L'arithmétique  n'introduit  pas  de  quantités  négatives»  ni  i 
fortiori  d'imaginaires. 

Au  lieu  de  combiner  des  nombres,  nous  pouvons  eomUner 
des  lettres  représentant  des  noml^'ca  ou  des  objets;  et  alors»  ù 
nous  définissons  ces  combinaisons  de  manière  que  leurs  prin* 
cipes  caractéristiques  contiennent  tous  les  principes  caractéris- 
tiques des  combinaisons  numériques,  on  forme  une  science 
qui  contient  i  arithmétique  comme  cas  particulier.  Cette  science 
est  Talgèbre  qui  s'occupe  donc  de  définir  ces  combinaisons  qu'on 
peut  faire  avec  des  lettres,  c*est-à-dire  les  opérations  algébriques; 
et  de  transformer  ces  opérations  les  unes  dans  les  autres. 

Les  définitions  des  opérations  algébriques  et  leurs  principes 
caractéristiques  sont  les  suivants: 

I.  Addition,  On  appelle  addition  des  lettres  a  et  6  la  combi- 
naison de  ces  lettres,  dont  les  principes  caractéristiques  sont  : 


(2) 


.     .    o  -+-  6  =  6  -H  a, 

(tt  -f  6)  -^  c  =  (a  H-  c)  -^  6. 


II.  La  soustraction  des  lettres  a  et  6  est  l'opération  inverse  de 
raddiiion. 
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III.  La  multiplication  est  la  combinaison  des  lettres  a  et  6 
caractt^risée  par  les  principes  suivants  : 

(1) ab  =  ba, 

(2)  .  ....  {ab)  c  =  (ttc)  6, 

(3) (rt  H-  6)  c  =  ac  -♦-  6c, 

(4)  f-f-a)(-f-/i)=^n6,     (  i.a)(— 6)«-a6,     (— a)(— fc)  =  H-«6, 

(5) a  X  0  =  0. 

IV.  La  division  est  Topération  inverse  de  la  multiplication. 

y.  L^élévation  aux  puissances  est  l'opération  caractérisée  par 
la  propriété  : 


o*"  X  o"  =  a*""*"". 


VI  L'extraction  des  racines  est  l'opération  inverse  de  l'éléva- 
tion aux  puissances. 

En  examinant  un  traité  quelconque  d'algèbre,  il  est  facile  de 
voir  que  la  transformation  des  opérations  algébriques  les  unes 
dans  les  autres  est  fondée  uniquement  sur  les  principes  que  nous 
venons  d'énoncer  ;  et,  comme  ces  principes  subsistent  pour  les 
nombres,  Talgèbre  contient  comme  cas  particulier  l'arithmétique. 

L'algèbre  étant  donc  plus  générale  que  l'arithmétique,  elle 
peut  arriver  à  des  résultais  qui  n'aient  pas  de  sens  dans  la 
seconde  de  ces  sciences.  C'est  ce  qui  arrive  pour  les  quantités 
négatives  et  pour  les  imaginaires.  Pour  leur  trouver  une  signifi- 
cation, il  faut  qu'on  donne  aux  lettres  qui  entrent  dans  les  com- 
binaisons algébriques  une  signification  différente  de  celle  de 
nombre  ;  ou,  si  l'on  veut  que  les  lettres  continuent  à  représenter 
des  nombres,  il  faut  définir  les  opérations  sur  les  nombres  d'une 
manière  plus  générale  que  dans  l'arithmétique  ordinaire,  comme 
nous  allons  maintenant  le  voir. 

Comme  nous  aurons  à  considérer  des  égalités  dans  lesquelles 
les  opérations  qui  entrent  dans  les  deux  membres  n'ont  pas  la 
signification  des  opérations  ordinaires  de  l'arithmétique,  nous 
emploierons  alors  le  signe  de  Cauchy  ^=::  au  lieu  du  signe  =. 


GÉNéRALISATION    ntf    tiPËtlATIOrfS    DE    L'ABITIIMÉTIQdE. 

(Considérons  les  fonctions  f(')i  d  (•)•  ^"^  >  entières  par  rapport 
à  I,  cl  définissons  les  opérations  qu'on  peut  faire  avec  elles. 

I.  Nous  appellerons  addition  congine  l'opération  qui  a  pour 
Iiut  de  cliurclier  le  reste  de  la  division  par  t*  +  I  de  la  somme  des 
fonctions  données. 

Nous  emploierons  pour  l'indiquer  le  signe  -+■  1  De  manière 
que  f  (i)  +  !  /i  (i)  représente  le  reste  de  la  division  par  i*  ■+■  1 
de  la  somme  ordinaire  de  /"(i)  et/"j  (i). 

Si  les  fonctions  données  sont  o  ■+-  bi  et  a  ■+■  b'i,  i'addîtioti 
congrue  coïncide  avec  l'addition  ordinaire. 

II.  Ninia  appellerons  soualraction  congrue  l'opération  inverse 
de  l'addition  congrue.  FSous  emploierons  pour  l'indiquer  le 
signe  —  !.  Ainsi  f{i) — t /^  (i)  représente  la  fonction  de  degré  le 
plus  petit  tel  que,  si  on  l'ajoute  à  f\  {%)  et  si  l'on  divise  ensuite 
la  somme  par  t*  +  1,  on  obtienne  le  même  reste  qu'en  divisant 
A(i}pari»  +  I. 

D'après  cette  déflnîtioD,  la  quantité  négative — a  représente 
une  fonction  telle  que,  si  on  l'ajoute  à  a  et  si  l'on  divise  ensuite  la 
somme  par  i^  -<- 1 ,  on  obtienne  le  reste  zéro.  Cette  fonctionest  ai*. 

III.  Nous  appellerons  multiplication  congrue  l'opération  qui  a 
pour  but  de  chercher  le  reste  de  la  division  par  i*  -t-  1  du  pro- 
duit des  fonctions  données.  On  la  représentera  par  le  signe  +  I, 
de  manière  que  f(i)  x  !  /i  (i)  représentera  le  reste  de  la  division 
par  i*  +  1  du  produit  de  f(i)  et  /i  (i). 

Comme  les  fonctions  f(i)  et  /*,  (t)  sont  entières  par  rapport 
à  t,  les  restes  de  leur  division  par  i>  -^  1  seront  de  la  forme  o  -+■  bi 
et  a'  ■+■  b'i.  Mais  le  produit  ordinaire 


{a  +  b>}(a'  +  h-i)  =  a 


h  (afc'  -H  ba)  i  -t-  bb'C 
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étant  divisé  par  fl  -h  l^  donne  le  reste 

aa'— 66' -4- (a6' -4- 6a') i; 
donc  on  aura 

f{i)  X  !  /;  (t)  :=!  aa'  —  66'  -♦-  (ab'  h-  6a')  t. 

La  multiplication,  comme  nous  venons  de  la  définir,  satisfait 
à  tous  les  principes  caractéristiques  de  la  multiplication  algé- 
brique, comme  nous  allons  faire  voir. 

1)  Premièrement  Tordre  des  facteurs  est  évidemment  arbi- 
traire comme  dans  la  multiplication  ordinaire. 

2)  Il  est  aussi  évident  que  le  deuxième  principe  subsiste. 

3)  Pour  obtenir  le  produit  congru  (Tune  somme  congrue  par 
une  fonction  de  i,  on  doit  multiplier  chaque  terme  de  la  somme 
par  la  fonction,  et  ensuite  additionner  les  résultats. 

Ce  principe  de  la  multiplication  est  une  conséquence  des  deux 
théorèmes  suivants  : 

I.  Le  reste  de  la  division  d*une  somme  par  t*  h-  1  est  égal  à 
la  somme  des  restes  de  la  division  de  chaque  terme  par  le  même 
diviseur. 

En  effet,  si 

?  (0  =  /*(0  -*-  fi  (0  -*-  /i  (0  -*-••• 

et 

f(i)=D(t«-t-1)-4-R,    /'(i)=d(i'-*-i)-*-A,    /;(i)=:rf,(i'+i)-*-A„elc., 

nous  aurons 

D  (t»  -+-  4  )  -4-  R  =  d  (t*  -t-  1  )  H-  A  -♦-  ci,  (i*  -♦-  1)  -♦-  A,  -♦-  ... 

et  par  conséquent 

R  ^  A  -I-  A,  -♦-  Aj  -+- .'. 

H.  Le  reste  de  la  division  d*un  produit  par  t^  +  1  est  égal  à 
celui  du  produit  des  restes  de  la  division  des  facteurs  par  le 
même  diviseur. 

VU.  27 


.(o-A')./;(')-/;(o-. 


6. 

En  effet,  ! 
on  aura 

D(i'-.-l)  +  R  =  [</(.-'+l)-HA][.^(,''4-l)H-A,][d,(.-'-.-l)  +  A.].-. 

et  par  conséquent 

R=A.A,.A,... 

Cela  posé,  nous  hIIoih  démontrer  le  principe  5. 
D'après  les  définitions  précédentes,  le  produit  con^u 


[n.-i 


<1F(0 


représente    le   reste   de   la    divisîoii    par   i*  -+-  1     du    produit 
ordinaire 

[/■(O-^  A  (.■)-»■-]  no- 
Mais,  d'après  les  deux  théorèmes  précédents,  ce  reste  est  égal 
it  celui  du  produit  ordinaire 

qui  représente  aussi  le  reste  de  la  division  par  i*  +  I  de 

AO  X!F(.-)+l /;(.■)  X!P(i)  + !... 
Donc  on  a 

[AO  +  lAW+î  ■■]x!F{0-AOx!F(.■)  +  !/;(.■)x!F(|■)Xl... 
relation  que  nous  voulions  démontrer. 

i)  Le  principe  4  de  la  multiplication  algébrique  subsiste  aussi 
dans  la  multiplication  congrue. 

En  effet,  si  nous  appelons  F  (i)  la  fonction  de  degré  le  plus 
petit  par  rapport  à  i  qui,  étant  additionnée  h  ft  (i),  donne  un 
multiple  de  i*  +  1 ,  c'cst-ù-dire  si 

F(.)- /;(i)^0(mod.i*-*-i), 
on  a 

A')X![-1/-.(0]^/-IOX!F(.> 
Mais 

At).F(t)-HA')-/i(")  =  0. 
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donc 

no  X  !  [- !  A»)]  ^  -  !  [AO  X  !  A.  (»■)]• 

On  voit  de  la  même  manière  que 

[-  !  /•(»)]  X  !  [-  !  /;  (i)]  ^  /•(»)  X  !  /.  (t). 

On  conclut  donc  enfin  que  la  multiplication  congrue  satisfait  à 
tous  les  principes  de  la  multiplication  algébrique. 

IV.  On  appelle  division  congrue  Topération  inverse  de  la 
multiplication,  c'est-à-dire  Topération  dont  le  but  est  de  chercher 
un  reste  qui,  multiplié  par  le  reste  de  la  division  par  t^  +  1 
d'une  fonction  donnée  f^  (t),  donne  un  produit  dont  le  reste  sok 
égal  à  celui  d'une  autre  fonction  donnée  f(i).  Ce  reste  cherché 
sera  représenté  par  iM  !. 

Le  reste  de  la  division  par  t^  +  1  des  fonctions  données  étant 
a  -h  6i  et  a'  -+-  6'i,  nous  avons,  en  appelant  A  -+-  Bf,  le  reste 
demandé  : 

a  -H  ht  =  (o'  H-  b'i)  (A  -».  Bi)  =  Aa'  -^  (A6'  -h  Ba')  t  -♦-  B6't*. 

on 

a  -4-  6i  =  Aa'  —  B6'  h-  (A6'  -4-  Bo')  «, 

d'où  l'on  déduii 

a  =  Aa'  —  B6',     6  =  A6'  -4-  Ba', 

et,  par  conséquent. 


donc 


aa' 

-*-bb- 

6a' 

—  o6' 

'    «" 

+  6''' 

B  = 

o" 

H-  6" 

r(i),^ 

aa'  -♦- 

66- 

1 

ba'  - 
a'*- 

-ab'  . 

_. . .           t 

rM  ' 

"  a"-t- 

6»    ' 

H  6"  '• 

V.  Nous  appellerons  puissance  congrue  le  produit  congru  de 
fadeurs  égaux.  Nous  représenterons  la  puissance  congrue  de 
F  (t)  du  degré  n,  par[F(i)]'\ 

Le  principe  caractéristique  de  la  théorie  des  puissances  ordi- 
naires est  aussi  applicable  aux  puissances  congrues,  c'est-à-dire 
que,  si  m  et  n  sonl  des  nombres  entiers  et  positifs,  on  a 


[F(t)]'-X  ![F(t)]'"^[F(i)]'- 


+» 


-•« 


■a 


1 


i 


.    » 


»     "  I 


•  ,  • 


S. 


--  4M 


En  eiFef»  le  reste  4e  la  division  par  |*  h-  i  d^un  produit  tent 
é(|^l  au  reste  de  la  division  par  <>  Tf«f  da  produit  des  restes  des 
fiieteors,  ebaeun  d^  deux  membres  de  Téigilîté  préeédema 
représente  le  reste  de  la  division  par  î*  -•-  ^  dé  [F  (O)*"*"*» 

On  déduit  de  Tégalité  précédente  : 


r-{P(<)j^* 


fui  fait  voir  que  l'exposant  du  quotient  est  ^i  à  là  diffibrraee 
des  expqsanls  du  dividende  et  du  diviseur,  comme  dfns  la  divi* 
sion  ordinaire. 

11  est  laeiie  de  voir,  en  procédant  comme  en  algtihre  |MKir  les 
puissances  ordinaires,  qu'on  peut  é^ire 

f 


[l'C^— fFwp». 


et  démonirar  ensuite  que  le  principe  fondamental  relatif  aux  puis- 
sances congrues  a  aussi  lieu  quand  les  eyposanls  sont  n^tifii. 

VI.  L'extraction  n  de  la  racine  n""  congrue  est  ropération 
inverse  de  réiévation  aux  puissances  congrues,  c  est-a-dire,  c'est 
ropération  qui  a  pour  but  de  chercher  un  reste  dont  la  puis- 
sance n""  étant  divisée  par  t*  -+-  1  donne  le  même  reste  que  la 
fonction  donnée.  Ainsi,  en  particulier,  l^ — 1  indique  le  reste 
dont  le  carré  étant  divisé  par  f*  -f-  1  donne  le  reste  —  1,  de 
manière  qu'on  peut  écrire 

!  1/=^  I  ^  i. 


Nous  avons  ainsi  la  signification  de  Timaginaire  1^ — 1  qui  n'a 
pas  de  sens  quand  on  donne  les  définitions  ordinaires  des  opéra- 
tions addition,  soustraction,  etc. 

On  voit  donc  que  les  imaginaires  qui  n*ont  pas  de  signification 
quand  on  considère  les  opérations  ordinaires  de  rarithmétique, 
ont  un  sens  bien  déterminé  quand  on  définit  les  opérations  comme 
nous  venons  de  le  faire. 


—  425  —  9 

Il  est  facile  de  voir»  comme  en  algèbre,  que»  en  représentant 
les  racines  congrues  par  des  puissances  congrues  avec  des  expo- 
sants fractionnaires»  le  principe  fondamental  des  puissances 
congrues  a  encore  lieu. 

8.  Nous  avons  déjà  dit  que  lalgèbre  transforme  les  opérations 
les  unes  dans  les  autres»  en  prenant  pour  base  quelques  principes. 
Ces  principes  sont  ceux  que  nous  avons  étudiés  dans  le  §  I,  et» 
comme  nous  venons  de  voir»  ils  subsistent  quand  on  remplace 
les  définitions  ordinaires  des  opérations  par  celles  que  nous 
venons  de  donner.  Donc  toutes  les  formules  de  l'algèbre  sont 
encore  vraies  quand  les  signes  h-,  — ,  X,  etc.,  représentent  des 
opérations  congrues,  et  on  doit  alors  remplacer  le  signera  par 
le  signe  ^  dont  la  signification  a  été  donnée  précédemment. 

De  tout  ce  qui  précède  on  conclut  que  les  résultats  réels  aux- 
quels on  arrive  au  moyen  des  imaginaires  sont  vrais»  parce  que» 
si  nous  arri>ons  à  Tégalité  A  ^=^  B»  et  si  A  et  B  sont  des  quan- 
tités réelles,  nous  pouvons  remplacer  le  signe  ^=^  par  le  signe  =» 
puisque  les  expressions  a  =ir  !  6,  a  X  !  6,  ^  !,  !  ^  a  (a  étant  positif) 
représentent  la  même  chose  que  aàzby  «  X  6,  ^»  \/ a. 


III 


4.  Si  le  résultat  d*un  calcul  fait  pour  résoudre  un  problème 
est  imaginaire,  le  problème  est  absurde,  mais  nous  allons  voir 
que  ce  résultat  indique  la  possibilité  d*une  transformation  du 
problème  en  un  autre  qui  n'est  pas  absurde  et  auquel  ce  résultat 
satisfait. 

En  elTct,  ce  résultat  a  un  sens  bien  déterminé  si  on  y  fait  le 
changement  des  opérations  ordinaires  dans  les  opérations  con- 
grues correspondantes;  il  suflit  donc  de  faire  un  changement 
correspondant  dans  Ténoncé  du  problème,  et  par  conséquent  dans 
réqualion  qui  le  traduit. 

Si  dans  cette  équation  nous  réalisons  les  divisions  congrues  et 
les  extractions  de  racines  congrues»  elle  ne  contiendra  plus  que 


le»  sommes  et  tes  produits  congrus;  ei  nous  pouvons  donc  y 
remplacer  les  opérations  congrues  par  les  opérations  ordinaires, 
pourvu  qu'on  remplace  aussi  le  signe  ^^  par  le  signe  ^  comme 
on  le  voit,  en  ayant  égard  aux  déGnitions  des  additions  e(  ries 
mtilLiplicalions  congrues.  D'où  la  règle  suivante  : 

Quand  la  résolution  d'une  question  conduit  à  des  résultats 
imaginaires,  noxis  poMcoHs  la  transformer  en  une  autre  gui  soit 
possible,  en  faisant  dans  l'énoncé  de  cette  question  un  cfiangemcnt 
eoirespondant  au  changemenl  des  équations  auxquelles  conduit 
cette  question  en  congruences  de  module  !■*  +  1. 

8i  l'on  demande,  par  exemple,  un  nombre  dont  le  carré  soit 
égal  Jk  deu\  fois  le  nombre  moins  5,  on  aura 

i'  =  2»  —  3. 


donc  If  problème  proposé  est  absurde. 

Mais  si  nous  modifions  l'énoncé  du  problème  en  demandanl 
un  nombre  dont  le  carré  divisé  par  i*  -h  1  donne  le  même  reste 
que  le  double  du  nombre  diminué  de  li  divisé  par  le  même  divi- 
seur, on  aura 


et  la  solution  sera 


*'  =  2a;- 


comme  il  est  facile  de  vérifier. 


B.  Au  moyen  de  la  règle  précédente  nous  pouvons,  comme 
Cauchy,  traduire  les  résultats  imaginaires  trouvés  en  algèbre  : 
1°  L'égalité  symbolique 

A  -,.  B  l/^T=  A'  -•-  B'  l/^^ 

doit  être  remplacée  par 

A  -t-  Bi  =  A'  +  B'i, 
ou 

A  +  Bi  =  A'  -•-  B't, 
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qui  donne 

A  =  A',      B  ==  B', 

parce  que  t  est  arbitraire. 
2*  Le  théorème  de  Moivre,  dans  le  cas  de  n  entier, 

(cos  9  -4-  )/ —  i  sin  fl)"  =3  cos  n  fl  -*- 1/ —  i  sin  n  e, 
donne 

(cos  9  -*-  t  sin  oy  ^  cos  ne  -^  i  sin  nô. 

3*  On  sait  que  les  racines  de  l'équation 

a:'»  —  1  =  0 

sont  données  par  la  formule 

X  =  cos 1-  K  —  1  sm 

n  n 

Donc  les  racines  de  la  congruence 

x-  —  1  =  0, 

c'est-à-dire  les  valeurs  de  x  de  la  forme  a  +  bi,  qui,  substitués  à 
X  dans  cette  congruence,  rendent  le  premier  membre  divisible 
par  t*  -H  1,  sont  données  par  la  formule 

^kit  .     2fc7r 

X  =  cos h  i  sm 

n  n 

4**  L'équation 

jr"  -4-  px"~*  -♦-  qfx"~*  -♦-  •••  -4-  tx  -♦-  u  —  0 


a  n  racines  de  la  forme  a  -h  bV^ —  1  ;  donc  la  congruence 

x"  -♦-  px""~*  -H  qfx"   •  -4-  •••-*-  Ix  -4-  M^O 

a  fi  racines  de  la  forme  a  +  6t. 
5"^  Si,  par  définition, 

^  1.2  i.2.5 

régalité  symbolique 

e**^^  =  cos  y  -f-  l/ —  1  sin  y 


6°.  En  appelant  logarithme  de  x  -+-  iy  fia  base  élanl  e)  l'expo- 
sant auquel  il  faut  ôtever  la  base  e  pour  obtenir  un  résultat  qui, 
étnnt  divisé  par  i*  +  1,  donne  le  reste  x  *-  ly,  nous  aurons 


qui  donne 


*-v.y  = 


B.  Avant  de  terminer  cet  article,  nous  ferons  remarquer  que 
théorie  précédente  ne  sert  pas  seulement  à  traduire  les 
résultats  imaginaires  auxquels  on  arrive  en  algèbre.  Elle  sert 
aussi  ù  résoudre  un  numbre  inlini  de  problèmes  relalirs  è  la 
divisibilité  par  i-  -h  I  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  i,  de 
la  nature  du  problème  suivant  : 

Quelle  est  la  fonction  de  t  de  moindre  degré  dont  le  cube 
étant  divisé  par  t>  +  1  donne  le  reste  +  1  ? 

Nous  avons,  en  représentant  par  x  celte  fonction, 

x^—\=G    (mod.i'*!). 

Donc  nous  devons  résoudre  l'équation  x^  —  1  =  0,  el  ensuite 
changer  V —  1  en  i,  de  manière  que 

:c=l.       x  =  -i-i--l/3,       i  =  _i_Av/5 


soient  les  trois  fonctions  qui  satisfassent  au  problème. 
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RECHERCHES  SUR  L'INTÉGRATION 


d'uk  système 


D'ÉQUATIONS    SIMULTANÉES 


AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE 


rAE 


L.-V.      TURQUA.1V 

DOCTBOm   as   tCIMUS. 


L'intégration  d'un  système  de  m  équations  simultanées,  entre 
m  fonctions  de  n  variables  indépendantes,  et  leurs  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre,  est  un  problème  important  et  tout  à 
fait  digne  de  fixer  Pattention  des  géomètres.  Je  Tai  résolu  dans 
certains  cas  particuliers;  et  l'exposition  de  la  méthode  que  j  ai 
suivie,  pour  arrivera  ce  résultat,  fait  le  sujet  de  ce  mémoire. 

Toutefois,  je  ne  considérerai  que  deux  équations  entre  deux 
fonctions  de  trois  variables  indépendantes,  parce  que  mon  ana- 
lyse s'étendra  d'elle-même  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  <le  variables  indépendantes. 

Soient  donc  u  et  v  deux  fonctions  inconnues  de  Xf,  ar^,  Xj,  et 

du  du  du 

dXi  dXf  dxz 

dv  ilv  dv 

aX|  dx^  dxz 


désignons  par  Z',  ci  d  deux  fonctions  df  x,,  Xj.  xj,  u.  u^, 
V,  V|,  r„  i'5,  e[  donnons-nous  les  deux  équations 


V) 


/;_o,   f,-o. 


Je  me  propose  de  chercher  ti  cl  ti  en  fonelion  de  Xj,  Xj,  r», 
ei  d'un  ceriain  nombre  de  constantes  égal  à  celui  des  dérivées 
du  premier  ordre  de  ti  et  v;  c'est  ce  que  j'appellerai  une  inté- 
grale complète.  Il  sers  facile  de  tirer  de  celle  intégrale  complète, 
l'intégrale  générale. 

J'adopterai  encore  les  notations  suivantes  : 


</m, 


(Cm 


*/(., 


i^U 


dx,       <h\  '      rfj,       rfj|(/i, 

et  généralement 

dv,       (fu    _  flv.  __   fihi 

liXj       dXid^j         '"      iItj       (lx,dxj        " 

les    indices  i  et  /  devant  prendre  lontes  les    valeurs   entières 

d'après  1  jusqu'à  5.  De  plus,  on  a  toujours  «,,  ^  m^,  ou  £:  =  ^■ 
Tout  cela  posé,  je  différenlie  ^  ^  0  par  rapporta  diaiime 

des  varieitles  Xj,  x^,  x^,  s<(ccessivemeiil  : 


1 


dx,' 

df, 
d<i  ' 

dr, 

dv    ' 

df, 
du. 

df, 
*du,"" 

df, 
du,   " 

dv,  " 

rf», 

df, 
*dv,' 

df. 

df, 
du 

-'i> 

df, 
*  du,"" 

df 

,•*■  J-Utî 

rfM, 

^du,°" 

-t- 

dv. 

df 
*  dv,' 

df, 
dv   ^ 

-'h 

^df, 
du,   " 

-t- 

dui 

^S- 

dvt 

df 
dv. 

De   ces  équations  j'éliminerai    UH,U]2><<iit  fin  <'»>  v,,, 
moyen  des  relations  suivantes  ; 

du,  3=  ti„dx,  -t-  u,idx%  ■*■  ttndxt, 
dUf  ^  u,idx,  •*■  Unf/xi  -t-  Vnf'z), 
du,  =  u,irfx,  -^  u„dx,  ■+■  u^c/x,, 

et  des  trois  relations  semblables  qui  donnent  dv„  dvj.  dv^. 
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.>. 


J^obticndrai  ainsi 

[dn 

au 

df, 

dv 

»i)  dji 

du, 

du^ 

dvt 

dVi 

\f/x. 

du 

df, 
dv 

Vf]  dxt 

df, 
du% 

dui 

dv^ 

dvt 

Idf,       df,  df,    \  df.  df\ 

Vaxs       du  dv     I  dxu  di\ 


0, 


-+-  B  =  0, 


-4-  C=-0, 


A,  B,  C,  étant  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  en  u^2>  ^hzf 
^i3»  Vii9  ^13»  ^33»  dont  il  est  facile  de  trouver  la  composilion. 
En  opérant  de  la  même  manière  sur  /i  =  0,  je  trouverai 

Idf,       df,  df,    \  df,  df, 

fr-  3-  ti|  -+-  -—  y,    rtx,  -f-  -—  rffi,  -H  — -  d\)x  -+-  A,  =  0, 

\axi       du  dv     I  dui  dvi 

IdU       df,  df,    \  d(.  df. 

I y-  T-^*  "*"  "T'  ^«   «-^4  ■+■  "î —  «''«  -+-  7—  avs  -h  B,  =  0, 

\dx^       du  dv     I 


dUi  dVi 

df,       df,          df,    \            df,   .  df. 

T-  -^  3-  «'3  -^  -r-  ^5  "^■.  -*-  -7-  "''s  *-  -7-  "^^  -t-  C,  =  0. 

axj       au            ar     /             au^  arj 


( 

Les  fonctions  A|,B|,Ci  se  déduisent  de  A,B,  C,  en  changeant 

/i  en  A- 

Je  poserai  maintenant 

/rfAi       àf,  df     \  df  df 

[- — ^  -r-Ui  -4-  — - 1?!   rfxi  -4-  -r-  au,  -^  -r- av,  =  0, 

\aX|       du  dv     I  aui  dv^ 


0)     \ 


df,    df,      df,  \       df,        df, 

1-  -T-  u,  -^   — -»,    rfli  H-   •—  d«,  -H  -j-  </»,  =  0, 

(fx,       au  ai?     /  (/i/f  «v> 

t'A   . 
a»s 


( 

Idf,        df,  df,     \  df, 

\axj      «H  ai?     /  dUi 


df 
du 


df,    \,         df,  df, 

-  Ui  •*-  ——  Vi   (ix,  -f-  -7—  au,  -f-  -—  rfw,  =  0, 
I  au     /  aui  ai7i 

df,       df,  df,    \  df,  df, 

fr-  -T—  M«  -♦-  -;— Vj   ax,  -^  7—  auj  -♦-  -— -  dvt  =  0, 

ax,       du  dv     I  dUf  dv, 

\    Idf,       df,  df,    \  df,  df, 

7 — I- —  uj -4- —  Us  dX8  "♦- 7— au, -4- 7-au3  =  0. 
\    \dxz       du  dv     I  dUi  dv^ 


( 


(2) 


=  0,         C=    0,         A,: 


=  0, 


On  peu)  remarquer  que  si  on  ajoute  entre  elles  les  troi!^  |ire- 
miêres  équations  (f  );  puis  les  rrois  dernières,  en  tenant  compte 
des  relations 

!Ju  =  ttid.i\  •*•  v^dx,  -+-  U'idj:- . 


!5} 


'lf,= 


,//,=0. 


'4 
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dfi  et  df^  étant  les  difTércnlielles  totales  de  f,  et  f^,  où  l'on  consi- 
dère toutes  les  quantités  qu'elles  contienneni,  comme  des  varii- 
bles  indépendantes.  Il  réi^ulte  qu'on  peut  prendre  /l  =0 
et^  =  0,  comme  deux  îniégrules  des  équations  (1)  el(3). 

Je  remarquerai  aussi  que,  si  du  système  des  équations  (I), 
eu  iiyant  égard,  s'il  le  faut,  aux  équalio'is  données  (/),  on  peut 
tirer  «i  et  Vf  en  Tonction  de  r,,  Uj  rt  t'*  en  fonction  de  i,,  Hj 
et  l'-i  en  fonction  de  Xj,  les  équations  (S)  pernieltronl  d'obtenir 
u  et  v;  et  que  ces  valeurs  ainsi  obtenues,  non  seulement  ssti^ 
feront  aux  équations  (  I },  mais  aussi  aux  éijUaliDns  (9). 

Or  cela  a  lieu  dans  bien  des  cas. 

Premièrement.  Les  équations  (f)  ne  contiennent  que  les  déri- 
vée«  de  u  et  v,  alors  les  équations  (I)  se  réduisent  à 


S- 

=  u. 

du, 

1.- 

dv. 

=  0, 

du. 

f-. 

.**. 

=  «. 

f,.. 

df. 


dv,  —  0, 


?î*.  =  0. 


Les  deux  équations  en  dii^  ei  dv,  font  voir  que  du|=i0, 
dv,  =  0;  on  voit  aussi  que  du,  =  0,  dv^  =  0.  du,  ^  0,  d»,  =*  0. 
Par  suite 


=  6,,     u,  =  fc,.     «,  =  /-„ 
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». 


A|9A2'^3«^i' ^29^31  ^^^^  d^s  constantes  qui  doivent  être  liées 
par  les  deux  équations 


(5)    .    .    .    . 
on  a  ensuite 


d*où 

(6)     .     .     .     . 


/i(Oii  «s,  «s»  ^»  b^j  bi)^Oy 
A  ("«5  «s»  ^»  ^«5  ^«1  frj)  =  0; 

c/u  =  ai(/X|  -H  (if(fxs  -4-  Qidxif 
dv  =  6irfxi  -f-  6,rfx,  -♦-  6s(/x3, 

t<  =  a|X|  -♦-  a^Xs  -♦-  agXj  -f-  <^, 
r  =  6,x,  -+-  6,x,  -t-  65XJ  -H  /i, 


9  et  A  étant  de  nouvelles  constantes. 

On  voit  maintenant  que  les  dérivées  premières  de  ti  et  t;  étant 
constantes,  les  dérivées  secondes  sont  nulles,  et  que  les  équa- 
tions (!2)  sont  satisfaites  ;  de  plus,  que  les  constantes  a  et  6  étant 
liées  par  les  équations  (5),  les  valeurs  de  u  et  t;  données  par  (6) 
forment  bien  une  intégrale  complète  des  équations  proposées. 

Deuxièmement.  Les  équations  proposées  (/}  ne  contiennent 
pas  les  fonctions  u  et  v,  et  ne  contiennent  qu'une  seule  variable 
indépendante  x^. 

Les  équations  (1)  deviennent 


j-î-rfx, 
aX| 


rf/;  . 

j-dui 
aiii 

df,. 

j-dut 

dUi 


dui 


(7)     • 


■j-dx, 
dx, 


djj_ 
dui 

dui 


dui 


duf 


01/3 


dvi 

-j-dVi 
dvt 

dvi 

df,. 

-j-dVi 

dvi 

dU. 

-r-dVi 

dVi 

df,. 
7-ai's 

ttVs 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


=  0, 


a 

m                            ^^^^^M 

el  doniiciu 

^^^H 

d»,  — 0, 

'lut  =  tK    /hi  =  il,    di\  =  0,               ^^H 

d'où 

^H 

1/1=0,, 

u,  =  a,.    v,^6„     v,=  bt,                 ^^H 

"2.  "i.  l'f  t>î  étant  des  constantes  arbitraire»;  alors  la  première 
et  U\  »|uatriéme  équaiiona  (7)  deviennent   les  différentielles  de 

ta 

f.tr,. 

f,,  ">,  a,.  «„  (■„  «  =  0, 

w 

r,['. 

"t!    Oï>    «SI    Cl.    6*.    6,)  =  0. 

On  peut  donc  prendre  ces  deux  dernières  équations  pour  leurs 
intégrales;  on  en  tirera  ensuite  w  et  r  en  fonction  de  «„ 

M,  =  |-a:,,     »,  =  +T.; 

ensuite  on 

lirera  de 

^ 

_ 

(/» 

=^i..(fj:,  t-  ii,di,  ->  ugi/x,,                         ^^^1 

^^K 

lii. 

^  +  .(/i,  *.  fc^j,  -t-  b,dx. 

les  valeurs  suivantes  de  u  el  v,  doni  le  système  formera  une 
intégrale  complète 


(8) 


[  M  =J\dx,  -^  a^,  -t-  aji,  ^ 


En  effet,  il  est  facile  de  vérifier  que  les  dérivées  premières 
de  u  et  V  tirées  de  ce  système  satisfont  aux  équations  proposées, 
et  que  les  dérivées  secondes  prises  par  rapport  à  deux  variables 
différentes  sont  nulles,  et  que  par  suite  les  équations  (3)  se 
trouvent  satisfaites. 

Troisièmement.  Prenons  pour  les  équations  proposées 


F,(x„  «,,  t>,)  -t-  p,(j;„  ( 

*,(*!,   M,,  V|)-t-  ■hiXi,   t 


,  V,)  +  ?,  (Tj,  u„  wi)  =  0. 
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Les  équations  (1)  deviendront 

c/?,(x,.  M,,  tJi)=0,      dfs (x, ,  M„  t?,)  « 0 ,      dfz{xz,  Wj,  V5)  =  0, 
dhi^i,  Wi,  Vi)  =  0,      d'|'i(x,,  M„  v,)=0,      d^5(x5,  Ws,  t;5)  =  0, 

d'où 

?,  (x,,  w»,  v«)  =  A,,      ^  (x„  tt„  v,)  =  A„      ç»5  (Xs,  W5,  Vs)  =  As, 
^,  (x,,  ii|,  V4)  =  B,,      ^t  (x„  Wî,  t?,)  =  B„      ^5  (xj,  Mj,  Vj)  =  B:, 

les  seconds  membres  étant  des  constantes  liées  par  les  relations 

A,  -♦-  A,  -4-  A,  =  0,      B,  -H  B,  ^  B3  =  0. 

De  ces  équations  on  tire,  u^,  v^  en  fonction  de  x^,  u^  et  v^, 
en  fonction  de  x^,  u^  et  v^  en  fonction  de  X3.  On  pourra  donc 
prendre  pour  intégrale  complète,  le  système  suivant  de  valeurs 
de  u  ei  V  : 

u  ^=^Ju^iixr^  -^Jvidxt  -^Juzdxz  -*-  g  y 

Quatrièmement.    Pi*enons  encore  les  deux  équations  linéaires 
suivantes  : 

\iUi  -H  \{Vi  -t-  XîWf  -«-  YjVi  -4-  XjMs  -♦-  Y5V3  =  Ati  -H  Bi;, 
U|W|  -H  V|V|  H-  U,Wî  -4-  V,r,  -f-  U3W3  H-  V3V3  =  Cu  -t-  Dw, 

où  les  coefficients  marqués  de  Tindice  1  sont  des  fonctions  de  X| 
seulement;  ceux  affectés  des  indices  2  ou  3  sont  des  fonctions 
de  X)  ou  X3,  et  où  A,  B,  C,  D  sont  des  coefficients  numériques. 
L*application  des  formules  (1)  à  cet  exemple  donnera  : 

d  (X,ti,)  -♦-  d  (Y,v,)  =  (AM|  -4-  Bt?i)  dx,, 
d  (X,îii)  -H  d  (YjVj)  =  (Amj  -f-  By»)  dxj, 
d  (XjMs)  -4-  rf  (Ysf3)  =  (A113  -♦-  B173)  rfxj, 
d  (UjW|)  -♦-  d  (V|i?i)  =  (Cu,  -^  Dri)  rfx, , 

rf(UjMî)  -4-  (/  (VjVj)  =  (Cllj  -^  DVj)  (/x,, 

d  (U3M3)  -4-  d  (VbVj)  =  (Cm,  -4-  Duj)  rfx,; 


(le  ce  syslème  on  pourra  tirer  Uj  el  Vi  en  fonction  de  X(  ;  Uj  el  c, 
en  fonction  de  Xj  ;  et  enfin  Us  et  ii,  en  fonction  de  x^  ;  par  suite 

u  =Jti,dxi  *Ju^x,  -*-Ju,dxi  ■*■  g, 
V  =  fv,dxt  -t-Jv^x,  -H  fvidxj  -t-  A 


fornitront  une  intégrale  eomplétc. 

Ces  équations  paraissent  eonlenir  huit  constantes  ;  mais  si\ 
seulement  de  oes  arbitraires  sont  distinctes,  parce  que  les  valeurs 
de  u  et  t)  et  celles  de  leurs  dérivées  partielles  doivent  satisfaire 
aui  deux  équations  proposées..  Il  est  inutile  de  faire  remarquer 
que  les  équations  (2)  sont  satisfaites. 

Dans  le  cas  où  les  coeflicienls  X,  V,  U,  V  se  réduisent  a  des 
nombres  constants,  on  peut  pousser  les  calculs  jusqu'au  bout. 


-  437  -  i. 


TOUTE 


ÉQUATION    ALGÉBRIQUE 

A  UNE  RACINE; 
DÉMONSTRATION    NOUVELLE 


PAR 
H.     OUTOROOIR, 

INGÉNIBUR. 


MÉTHODE   DE    DÉMONSTRATION. 

t.  Supposons  que  toute  équation  algébrique  de  degré  (n  —  1) 
ait  une  racine  :  si  de  cette  hypothèse  on  déduit  l'existence  d'une 
racine  pour  toute  équation  de  degré  n,  on  démontre  par  là  même 
le  théorème  général  ;  car  il  est  évident  que  toute  équation  algé- 
brique du  premier  degré  a  une  racine. 

9.  Soit 

(i).     .     ,     f  (z)  =  AoZ'*  H-  A.2r"  'h H  A,_42r  h-  A,, 

où  Aq,  A^,...,  An  sont  des  coefficients  constants,  réels  ou  imagi- 
naires, une  fonction  algébrique  de  degré  n. 
Posons 

(2) z  =  xH-yl/^^, 

et  mettons  la  fonction  sous  la  forme 


(5)    .     .     ?(xH.yl/^=l')  =  ^(x,y)-+.|/— i%(x,y), 

où  ^et%  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x  et  de  y, 
ne  renfermant  pas  le  signe  1/ —  1 . 

VII.  28 


-     -  <  1  .  L  ■  I  <  r  il  '*  ♦ 

•  *  -1        • 
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I 

Il  8*i^t  de  démoDtrer  qtte  Ton  peut  donner  à  9  el  à  y  n 
système  de  valeurs,  pour  liN|ui^  la  Isneiion  (5)  s^annole,  on  q/i 
annule  é  la  fois  ^eix. 

'  s«  A  eet  effet,  nuM  étudiçroiis,  au  lôo]^  |e|*l^le  dèali^^ 
du  théorème  de  RoïleVl^  vaHations^stmiuâaièés'de  ^  Aoek 
eorrespondant  è  des  variations  déterminées  4e  s  ^  de  y. 

Il  résultera  de  cette  étude  qu*il  eat  foèsible  de  fiûre  varier  s* 
et  y  de  telle  manière  que  ^  eix  tendent  simultanénieal  vera  It 
limite  zéro,  et  qu'en  même  temps  è  él  y  tendent  vers  des  limiM 
déterminées  :  ces  limites,  substituées  aui  variables  eorreqMMh 
dantes  dans  la  relation  (9),  donnent  évidemment  une  nveiiie  de 
Téqualion  9(jk)— «0. 

é.  Nous  emploierons  le  théorème  de  RoUe  sous  les  fimnei 
suivantes,  qui  sont  des  cas  particuUâ*s  du  théorie  de  Taybr  : 
1"*  Dans  le  cas  où  Ton  fera  varier  une  seule  variable  : . 

3*  Dans  le  cas  où  Ton  fera  Variqr  à  b  fins  les  deux  variables: 

9  étant,  dans  ces  deux  formules,  compris  entre  0  et  1. 

ft.  Les  dérivées  parlielles  des  fonctions  ^  et  %,  dont  on  se 
servira  dans  Tapplication  des  formules  (4)  et  (5),  ont  entre  elles 
des  relations  remarquables. 

On  a,  en  effet,  comme  on  sait,  d*après  (3), 

d'où 

df       df  riz       df       df      df  dz      ./ d* 

■  sss  ^■^—    ___    ^—3  ^.^_  *  _^_  fggsi  .^__    ___   2— s   ^r     ^^^   \  _^.^  • 

àx      dz  dx       dz*     dy      dz  dy  dz* 

et,  d*après  (3), 

^  =  —      l/"IITî!î— ^ 

dx      dx  dx      dz 

(6)     .     .     .    { 

^  =  ^  ^  1/ HT — = w^^  —  . 

dy       dy  dy  dz 
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Par  conséquent, 

d^  ^dx      d^  ^     dx 

^^ âi-dy'     dy-     dx 

DonCy  en  général,  si  ^et  ^  sont  de  même  signe,  ^  et  ^  sont 
de  signes  contraires  et  réciproquement.  Par  suite,  si  les  dérivées 
partielles  de  f^  et  de  %  sont  différentes  de  zéro,  en  faisant  varier 
seule  l'une  ou  l'autre  des  deux  variables^  on  fera  croître  les  deux 
fonctions  ^  et  x  dans  le  ménie  sens,  ou  en  sens  contraires,  à 
volonté  ;  d'après  le  signe  des  accroissements  de  la  variable,  elles 
croîtront  ou  décroîtront  toutes  deux  si  elles  varient  dans  le  même 
sens,  et  elles  tendront  l'une  vers  C autre  ou  s* éloigneront  l'une  de 
rautre  si  elles  varient  en  sens  contraires. 

L*appIication  de  ce  principe  à  Tétude  des  variations  simul- 
tanées de  ^  et  de  %  constitue  Tidée  fondamentale  de  cette 
démonstration. 

II 

QUATRE    LEMMES   PRÉLISIlIfAIRES. 

••  Lemme  I.  Toute  valeur  de  \  et  de  y  pour  laquelle  ^  et  x 
sont  inférieurs,  eti  valeur  absolue,  à  une  constante  C,  est  inférieure 
à  une  constante  y. 

a)  Posons,  dans  ç  (z). 


A,z— -  (P,  H-  Q.  V'^)  (X  -♦.  y  l/:^)-*«  X.  -♦- Y.  [/^, 


(8) 


A^.z«(P^-i-Q^y-i)(x+yV^=^)=X^+Y....|/:rî, 
A.     «  P„    -4-0.   V^^, 


où  Xq  et  Yq  sont  des  fonctions  de  degré  n  en  x  et  y,  X^  et  Yi 

des  fonctions  de  degré  (n  —  1),  etc. 

On  aura 

^  =  X,  -^.  X,  -*-  — h  X,_i  -♦-  P„, 

X-Y.^Y.-f....  fY.^-i-Q,. 


Élevant  ail  carré  ces  deux  ognlilés  et  ajoutant,  i!  vient 

Appliquant  une  propriété  des  modules  à  la  première  des  éga- 
lités (8),  on  trouve 

'.X,)'-.-(Y,)'  =  (PÎ  +  Q:)(x'-4-y)". 

La  première  partie  du  second  membre  de  l'égalité  (9)  est  donc 
un  polynôme  d^  degré  3n  dont  tous  les  termes  sont  positifs;  la 
seconde  partie  est  un  polynôme  lic  degré  (2n —  I);  elle  peut, 
par  conséquent,  devenir  aussi  petite  que  l'on  veut  par  rapport 
à  ia  première,  si  l'une  au  moins  des  deux  variables  croit  indéG- 
nimeni. 

On  aura  donc 


(10) 


w  +  (x)'=(p;  +  Qa(ï'-^y)(i  +  ^). 


s  tendant  vers  zéro  quand  x  ou  y  croit  indéfînimcnl. 

b)  Supposons  que  l'on  fasse  varier  x  et  j/  de  manière  que  l'on 
ail  toujours 

III) +l^+i^(^<c. 

C  étant  une  eonstanle. 
On  en  déduit  successivement,  au  moyen  de  l'égalité  (10): 


>-y'<' 


(Pî  +  Qîr  (i  -*-  0" 


(-i-l/i>^l/i,')'  =  a:'-. 


ly  ^.y'<3(x'-Hs*); 


t-  V/x»  +  \/y*  <  - 


(p; -».  Qj)"- (i -.- , 


=  (;C=(l-.-*.); 


Co  étant  une  constanleet  Eq  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  t, 
c'est-à-dire  quand  -+-  y'x'^  ■+■  ^y*  croit  indéfinimenl. 


—  441  —  5. 

On  peut  donner  à  -+-  l/x'  -f-  l/y^  une  valeur  y,  égale 
ou  supérieure  à  2CoC'^  et  suffisamment  grande  pour  que,  pour 
toute  valeur  supérieure  à  y,  e^  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petit 
que  1. 

On  a,  pour  cette  valeur  y  et  pour  toutes  les  valeurs  supérieures, 

H-  V/F H- 1/7  ^  2CoC-  >  CoC"(i  +  eo); 

pour  ces  valeurs,  l'inégalité  (H)  ne  pourra  plus  être  satisfaite  : 
par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  9  qui  satisfont 
à  cette  inégalité  (1 1),  on  aura 

H-  l/x*  H-  V/^»  <  2CoC"  =  r, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

7.  Lemme  II.  Si  l'on  fait  varier  \  et  y  de  telle  manière,  que 
_l_  1/^2  4-  l/f/*  reste  inférieur  à  une  constante  y,  la  fonction  ^ 
ne  peut  prendre  vn  accroissement  à^y  supérieur  à  une  constante 
R,  que  pour  un  accroissement  des  variables  tel  que  l'on  ait 

{Axf  H-  (Ay)'  >  J, 
d  étant  une  constante. 

En  effei,  exprimons,  au  moyen  de  la  formule  (5),  Taccroisse- 

ment  de  ^  correspondant  à  des  accroissements  quelconques  de 

X  et  de  y  : 

Af  =  àx^',  (x  -♦-  eAor,  y  -♦-  eAy)  -♦-  Ay^fJ  (x  -4-  eAx,y  -♦-  eAy). 

^l  et  ^'y  sont  des  fonctions  de  degré  n  et  la  valeur  de  9  est  com- 
prise entre  0  et  1  ;  d'antre  part,  x  et  t/  doivent  rester  inférieurs, 
en  valeur  absolue,  à  y;  donc  les  valeurs  de  ^',  et  ^^  qui  figurent 
dans  l'égalité  précédente  restent  inférieures  à  une  certaine  quan- 
tité constante  G,  facile  à  déterminer. 

Par  suite,  

H-  Ï/(Â^  <  [-^  «^  (Ax)*  +  V/(Â^']G; 

d'où,  si  -h  ^(ùk^y  est  supérieur  à  R, 

R 

-♦-»/(Ax)'H.»/(Ay)»>-^- 


0. 
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n 

■ 

On  déduit  facilemenr  dt' 

là 

(ix, 

..A„->^^ 

=  3, 

^^1 

ce  qu'il  fallait  d<^montrer. 

^H 

8.  L'équation 

fW-o, 

■ 

qui  est  de  degré  (n  —  1 

),  a,  d'après  le  n° 

t ,  nu  moins 

uiiu  racioe; 

elle  en  a  au  plus(n  — 

1  )  de  la  forme 

(12)        I,-4-J,l'^7, 

',  *■  y,  l^^,  ■ 

..i.-.+  y.- 

y^^\. 

pour  lesquelles  ?  (x)  prend  les  (n  —  1  ) 

valcurs 

(15)     ,,4-2,1/^1,     , 

>,-2,l-'-l 

■  J-,  _,-4-X-_. 

i/:^. 

•.    LaMMi    m.     /( 

est    possible    de    trouver 

une    laletir 

j,  +  ^i/Zn  det(,z) 

qui   satisfasse 

ù  (fl  fois  aux  (h  —  Ij         j 

inégalités 

0*>ft, 

M 

■«'-H  ►'fa  — 2 

(U)  .   .       ■-'-"^ 

H' -tV^lr. -%.)'>*, 

(     ■^^■^_ 

■♦.-.l'  +  l'fa^ 

-  :..  - .)'  >  A, 

k.  étant  une  con«(an(e. 

En  effet,  considérons  les  (n  —  1)  équations 

I    ^4-  ^V/—  1  —  ^,  —  xi  ^' —  i  =  0, 


(iS) 


K»/^T- 


Toute  équation  algébrique  de  degré  n  admet  au  plus  n  racines  : 
il  s'ensuit  que  l'ensemble  des  équations  (15)  en  admet  au  plus 
(n  —  1)  n.  Si  donc  on  fait  passer  x  eiy  par  un  nombre  infini 
de  valeurs  en  les  faisant  croître  continûment  &  partir  de  valeurs 
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quelconques,  ces  variables  passeront  par  un  nombre  infini  de 
valeurs  pour  lesquelles  aucune  des  équations  (15)  ne  sera  satis- 
faite, et  qui  vérifieront,  par  conséquent,  les  inégalités  (14). 

tO.  Lemme  IV.  Toute  valeur  de  x  et  de  y,  inférieure  en  valeur 
absolue  à  une  quantité  déterminée  et  qui  vérifie  les  inégalités  (14), 
donne  à  la  somme  des  valeurs  absolues  des  dérivées  de  ^  {ou  de  %) 
par  rapport  A  \  et  à  y  une  valeur  supérieure  à  une  constante  l. 

En  effet,  puisque  ^  doit  toujours  rester  différent  de  ^p^s, ..., 
^»-o  ou  %  de  x^,  %2>— >  Xn-i9  d'une  quantité  supérieure  à  | ,  on  a, 
d  après  le  lemme  11, 

(x  — X|)*-+-(y  — yi)*>/, 
(x  —  x,)* -f- (y  —  y,)«  >  /, 

(x  — x,.4)'-h(y  — y..i)*>  /, 

/  étant  une  constante. 
Or,  d'après  les  égalités  (6)  et  (7), 


donc 


*;-'^;i/-l=(n-l)(PoH.Qol/-i)(x4-yl/~r-x.~y,l/-l)X 

...  x(xH-yl/^^  — ^.-1— y,-i^  —  1); 
d'où 

(*;)'  -^  W  =  (n  -  1)«  (Pî  ^  Qî)  [(X  -  X,)'  -H  (y  -  y.)']  X 
...  X[(x  -  X,.  .)•  H-  (y  -  y,_  .)•]  >(n  -  1)«  (PJ  -f-  Qî)  /-*. 

On  déduit  facilement  de  là 


^  l/(^  -H  l/(ï^>  V/(n  -  4)«  (Pî  H-  Qî)/-*  =  A, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


11.  Tant  ijw  Ti  et  y  restent  inférieurs  à  une  constante  déter- 
miner *ï(  qu'ils  vérifîmt  les  inégalités  (14),  i'  est  possible  de  faire 
varier  simultanément  les  deux  fonctions  ^  et  x,  chacune  rfwnj  tel 
sens  que  l'on  veut,  et  de  telle  manière  que  les  rapports  de  leur» 
ar.rroissemenis,  pris  positivement,  à  ceux  des  variables,  resimi 
toujours  plus  ijrands  qu'une  quantité  constante  différente  de  zéro. 

En  eiïet,  on  oura  loujours,  d'après  le  lemme  IV,  ou  bien  : 


1* 


2° 


la.  1°  Supposons  que  l'on  &ît 

(16)  +v/(ïï?=  +  ^^{^<iA;  ■^yW--->-^'^bâ>\i- 

Faisons  varier  x  et  i/  de  manière  que  les  accroissements  A^x  de 
X  et  A,j/  de  y  soient  constamment  égaux  entre  eux  en  valeur 
absolue  et  que  chacun  d'eux  reste  toujours  de  même  signe  ;  arr^ 
Ions  la  variation  si  +  ^(^-i)*  devient  =  ^  X.  On  a,  à  un  instaoi 
quelconque, 

A,ip'=A,xi.',{x  +  6A,x,y+  i\y)  +  àit/^',(Xg  +  iA,x,  y -t- SAiy). 
A,^  élanl  un  accroissement  de  <{i  correspondant  k  des  accroisse- 
ments AfX  et  A,_i/  de  *  et  de  jj,  x  -i-  6A,ï  el  y  -+•  BA^y  sont 
évidemment  des  valeurs  pur  lesquelles  x  et  i/  ont  passé  simulta- 
nément :  donc  les  inégalités  (16)  subsistent  pour  ces  valeurs  et 
Von  a 

(17)  -«-l/{A,fi^>  -  V/(Aia:)'.i>-t-U'(A,j)'.|A==-i-|*.l/(A,i)'. 


I 


—  445  —  9. 

Le  signe  de  l^accroissement  de  ^  dépend  du  reste  exclusivement 
du  signe  de  A^j/f  puisque  Ton  a,  en  valeur  absolue, 

Aix  ^;(x  -^  «A.x,  y  -^  éA^y)  <  ^  Aiy  ^;  (x  -f-  flA,x,  y  -f-  eAiy). 

On  peut  donc  faire  varier  y  de  telle  manière  que  +  varie  dans 
un  sens  déterminé,  quel  que  soit  le  signe  des  accroissements  de  x. 

On  voit  de  même  qu*en  choisissant  convenablement  le  signe 
des  accroissements  de  x,  on  fera,  en  même  temps,  varier  x  dans 
tel  sens  que  Ton  veut,  et  qu*on  aura 


(18) H-l/(Â;^'>-^ix»/(A,x)«. 

Des  raisonnements  analogues  s'appliqueraient  au  cas  où  Ton 
aurait  eu  d*abord 


-^V/(^>|A      et       H-l/(^<|A. 

18.  2*  Supposons  qu*à  Torigine  ^l  et  ^y  soient  égaux  ou 
supérieurs,  en  valeur  absolue,  n  ^  X,  ou  bien  que  Tune  de  ces 
dérivées  devienne  égale  à  |  X  au  cours  de  la  variation  qui  vient 
d'être  décrite. 

On  aura  ainsi,  à  la  fois, 


(19)  ^l/(^=-l^(;c;)'>{A,    H->/(ï^=-4-l/(X;)«>iA. 

Dans  ce  cas,  d'après  le  principe  énoncé  au  n**  4,  il  est  possible, 
en  faisant  varier  seule  Tune  ou  l'autre  des  deux  variables,  de 
faire  varier  chacune  des  fonctions  ^  eix  respectivement  dans  le 
sens  voulu. 

On  pourra  continuer  ce  mode  de  variation  tant  que  les  inéga- 
lités (19)  subsistent. 

Un  accroissement  Ajip  de  ^  correspondant  à  un  accroisse- 
ment A)X  de  X  ou  A^y  de  y  aura  pour  expression 

(20)  A,.p  =  A,x  «p;  (x  -♦-  éA,x,  y)    ou    A,y  «^;  (x,  y  -*-  e^^), 
d'où 


(21  )         +  ^(A,*)*  >  -♦-  i  A  ^^(A,x)«    ou     H-  i  >  l^(A^)*. 
On  a  de  même  pour  l'accroissement  Aj^  de  % 


(22)        -*-W^(W>  H-JA  V/(A.x)«    ou     -h^xv/lÂ^, 


10. 


—  44li  - 


t4.  Si,  au  cours  de  la  variation  précédente,  l'une  des  déri- 
vccs  partielles,  d'abord  ^  i  1  devient  =Ji,  on  reprendra  le 
premier  modi;  de  variation  et  on  le  continuera  tant  que  ccite 
dérivée  reslera  <  j  ^. 

En  général,  si  l'on  suit  le  premier  mode  <ie  variation,  on  le 
remplacera  par  le  second  dès  que  la  dérivée  qui  était  <î) 
devient  =  ^  X;  si  on  suit  le  second  mode  de  variation  on  le  rem- 
placera par  le  premier  dès  que  l'une  des  dérivées  devient  =  ^  *, 

IS,  Le  mode  de  variation  à  suivre,  à  chaque  instant,  pour 
donner  à  if'  et  à  ^  respectivement  des  accroissements  de  Bij^ne 
déterminé  est  parfaitement  déterminé. 

Eu  eiïel,  la  somme  des  valeurs  absolues  des  accroissements 
des  variables  entre  deux  changements  consécutifs  dans  le  mode 
de  variation  ne  peut  devenir  plus  petite  qu'une  certaine  quautité 
constante  assignable  :  car,  on  ne  pourra  passer  de  l'un  à  Cftuire 
mode  de  variation  qu'après  que  l'une  des  deux  dérivées  partielles 
aura  reçu  un  accroissement  au  moins  égal,  eu  valeur  absolue,  i 
jX  —  Ji  =»7ï  ^;  el,  en  appliquant  le  lemme  II  à  cet  accroisse- 
ment, on  voit  l'ocilemenl  qu'il  ne  pourra  avoir  lieu  sans  qucj 
ou  y  s'accroisse  d'une  quantité  supérieure  à  une  constante  assi- 
gnable. 

ts.  Il  résulte  du  reste  évidemment  des  égalités  (17)  et  (18), 
(21)  et  (22),  que  le  rapport  des  accroissements  de  i);  et  de  k.  pns 
positivement,  aux  accroissements  de  x  ou  de  y  est  constamment 
supérieur  à  j  X,  ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème. 


l'ÉQUATIOH  f  (z)  =1  0   A   UHE   RACINE. 


tu.  \'  Il  ett  posiibte  de  faire  tendre  simultanément  '^  et  % 
vers  la  limite  0. 

On  peut  d'abord  supposer  qu'aucune  des  valeurs  (13)  de  ç(z) 
ne  soit  nulle  :  car,  dans  ce  cas,  le  théorème  &  établir  serait  évi- 
demment vrai. 


—  447  —  H. 

18.  I.  Cela  étant,  si  aucune  des  quantités  ^^^  ^2>  — »  ^m^u  %i» 
%«»— >  %•-!  ïï'cst  nulle,  nous  allons  montrer  que  Ton  peut  trouver 
des  valeurs  de  x  et  de  y  qui  annulent  Tune  des  fonctions  ^  et  %. 

En  effet,  en  vertu  du  lemme  III,  on  peut  déterminer  des 
valeurs  de  x  et  de  y  qui  vérifient  les  inégalités  (14). 

Soient  x^  et  y^  de  telles  valeurs  et  vj;^,  Xa  '®s  valeurs  corres- 
pondantes de  v{;  et  de  %;  ^^  est  différent  de  chacune  des  quantités 
+o  +î,-,+— t  ou  Xcc  de  %i,%î,...f  %,.-i  :  supposons  le  premier  cas. 

Donnons  à  x  et  à  j^  de  nouvelles  valeurs  x^  et  y^  suffisam- 
ment voisines  de  x^  et  y^  pour  que,  pour  toutes  les  valeurs  dex 
et  de  y  intermédiaires,  ^  soit  différent  de  ^1,^2...  ^.^  ;  soit 

En  vertu  du  théorème  fondamental,  il  sera  possible  de  faire 
osciller  un  nombre  indéfini  de  fois  ^  entre  ^^  et  ^^  pendant  que 
X  tend  constamment  vers  0. 

En  effet,  les  conditions  de  ce  théorème  sont  constamment  rem- 
plies :  car,  ^  et  %  et,  par  conséquent  aussi,  diaprés  le  lemme  I, 
X  et  2^  restent  inférieurs  à  des  quantités  déterminées  ;  d'autre 
part,  ^  restant  constamment  compris  entre  ^^  et  ^^^s,  les  inégalités 
(14)  sont  toujours  satisfaites. 

De  plus,  ^  variant  à  partir  de  ^^,  par  exemple,  finira  toujours 
par  atteindre  la  valeur  ^^,  soit  que  Tune  des  variables  ou  toutes 
deux  puissent  s'accroître  indéfiniment  sans  qu'il  faille  changer 
le  mode  de  variation,  soit  que  Ton  change  un  nombre  indéfini  de 
fois  de  mode  de  variation  :  dans  Tun  et  dans  l'autre  cas,  la  somme 
des  valeurs  absolues  des  accroissements  des  variables,  et  par 
conséquent  aussi  Taccroissement  de  ^  croit  indéfiniment. 

Enfin,  d'après  le  lemme  II,  ^  ne  peut  s'accroitre  d'une  quan- 
lité  égale  à  -h  ^(^^  —  +^)*  sans  que  les  variables  et  par  consé- 
quent aussi  X  s'accroisse  d'une  quantité  supérieure  à  une 
grandeur  déterminée.  Donc,  après  un  nombre  fini  de  passages  de 
^^  à  ^^  et  de  ^^  à  ^^,  %,  variant  constamment  vers  zéro,  à  partir 
de  Xa9  finira  par  s'annuler. 

!••  II.  En  vertu  de  raisonnements  analogues,  on  pourra 
ensuite  faire  varier  %  entre  deux  valeurs  déterminées,  aussi  voi- 


